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AVERTISSEMENT  DE  L'AUTEUR. 


Ce  cours,  résultat  géoéral  de  tous  mes  t 
puis  ma  sortie  de  l'Écolii  Polytechnique  en  1816,  fui 
ouvert  pour  !a  première  fois  en  avril  1826.  Après  un 
petit  nombre  de  séances,  une  maladie  grave  m'em- 
pêcha, à  cette  époque,  de  poursuivre  une  entreprise 
encouragée,  dès  sa  naissance,  par  les  suffrages  de 
plusieurs  savaiis  du  premier  ordre ,  parmi  lesquels  je 
pouvais  citer  dès-lors  MM.  Alexandre  deHumboldt, 
de  BUinville  et  Poinsot ,  membres  de  l'Académie  des 
Sciences,  qui  voulurent  bien  suivre  avec  un  intérêt 
soutenu  l'esposition  de  mes  idées.  J'ai  refait  ce  couis 
en  entier  l'hiver  dernier  ,  à  partir  du  4  janvier  182g, 
devant  uu  auditoire  dont  avaient  bien  voulu  faire 
partie  M-  Fniirii^r .  ii«rrptnire  perpétuel  de  l'Académie 
des  Sciences,  MM.  de  Bloinville  ,  Poinsot,  Navier, 
membres  de  la  même  Académie ,  MM.  les  professeurs 
Bronssais,  Esquirol,  Binet,  etc. ,  auxquels  je  dois  ici 
Umojgner  publiquement  ma  le connaissance  pour  la 
manière  dont  ils  ont  accueilli  cette  nouvelle  tentative 
philosophique. 

Après  m'étre  assuré  par  de  tels  suffrages  que  vc 
cours  pouvait  utilement  recevoir  une  plus  grande 
publicité,  j'ai  cru  devoir,  à  cette  intention,  l'exposer 
cet  birer  à  l'Athénée  royal  de  Paris ,  où  il  vient  d'étic 
oBvert  te  9  décembre.  Le  plan  est  demeure  coniplè- 
leuent  le  même  ;  seulement  les  convenances  de  cet 
éttbliMemenl  m'obligent   à    restreindre   un   peu  les 
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développcinens  de  mon  cours.  Ils  se  ti-oiivcnt  tout 
entiers  dans  la  publication  que  je  fais  anjourd'liui 
de  mes  leçons ,  telles  qu'elles  ont  eu  lieu  l'année 
dernière. 

Pour  compléter  cette  notice  liisiorique,  il  est  con- 
venable de  faire  observer,  relativement  à  quelques- 
unes  des  idées  fondamentales  exposées  dans  ce  cours, 
que  je  les  avais  présentées  ante rieur einent  dans  la 
première  partie  d'un  ouvrage  intitulé  Syitime  de 
politique  positive,  imprimée  à  cent  exemplaires  en 
mai  1823,  et  réimprimée  ensuite  en  avril  1834  >  ^ 
un  nombre  d'exemplaires  plus  considérable.  Cette 
première  partie  n'a  point  encore  élé  formellement 
publiée,  mais  seulement  communiquée,  par  la  voie 
de  l'impression ,  à  un  grand  nombre  de  savans  et  de 
pliilosopbes  européens.  Elle  ne  sera  mise  définitive- 
ment en  circulation  qu'avec  la  seconde  partie ,  que 
j'espère  pouvoir  faire  paraître  à  la  fin  de  l'année  i83o. 

J'ai  cru  nécessaire  de  constater  ici  la  publicité  effec- 
tive de  ce  premier  travail ,  parce  que  quelques  idées 
offrant  une  certaine  analugle  avec  uuc  partie  des 
miennes,  se  trouvent  exposées,  sans  aucune  mentiân 
de  mes  rechercbes,  dans  divers  ouvrages  publiés  pos- 
térieurement, surtout  en  ce  qui  concerne  la  rénova- 
tion des  théories  sociales.  Quoique  des  esprits  diffé- 
rens  aient  pu ,  sans  aucune  communication ,  comme  le 
montre  souvent  l'histoire  de  l'esprit  bumain ,  arriver 
séparément  à  des  conceptions  analogues  en  s'occupant 
d'une  même  classe  de  travaux ,  je  devais  néanmoins 
insister  sur  l'antériorité  réelle  d'un  ouvrage  peu  connu 
dn  public ,  afin  qu'on  ne  suppose  pas  que  j'ai  puisé 
le  germe  de  certaines  idées  dans  des  écriu  qui  sont, 
au  contraire,  plus  ré  cens. 

Plusieurs  pi^rsounes  m'ayant  déjà  demandé  quel- 


«pwa  ^lairememeii»  rehtJwment  an-titre  de  ce  om»,  '    ' 
je  crob  utile  d'indiqner  ici ,  k  ce  ■ajet ,  one  explicatïoB 
Mwmaire. 

L'ezpnMOD  jMUxtpUe  potùive.  ëtint  conCtuit- 
menC  employée,  du»  toqte  l'étendoe  de  ce  conn, 
MÛrant  une  acception  rigourensemeDt -invariable,  il 
m'a  pam  luperflude  la  définir  «utiement  qne  par 
(VHMge  uniforme  que.j'enù'toujonra  iait.  La  pre- 
tuère  leçon,  en  paxtienlîer,. peut  être  regardée  tout 
■Btièna  comme  W  dérèloppement  de  <  la  définition 
a^Ule  de  ce  iine  \'tfifA\e.ia  .philot^hù  poiUive.  Je 
Nirette  néanmoina  d'aroir  été  obligé  d'adopter ,  i 
défantde  tout  antre,  nn  terme  comme  ceini  de  phi- 
htophit,  qui  a  été'  si  abuaivement  employé  dans 
œ  multitude  d'acceptiona  ttirersei.  Biais  l'adjectif 
ftaùtive  par  lequel  j'en  modifie  le  sens  me  parait  suf- 
fire pour  laire  disparaître  ,  même  an  premier  abord , 
tonte  équivoque  essentielle,  chez  ceux,  du  moins, 
qni  en  connaissent  bien  la  valeur.  Je  me  bornerai 
donc  t  dans  cet  avertissemeat ,  à  déclarer  que  j'emploie 
it  aot  phiù»ophi€  dans  l'acception  que  lui  donnaient 
ks  anciens ,  et  particulièrement  Aristote,  comme 
désiguant  le  système  général  des  conceptions  humai- 
nes ;  et,  en  ajoutant  le  mot  positive,  j'annonce  que 
je  considère  cette  manière  spéciale  de  philosopher  qui 
consiste  k  envisager  les  théories ,  dans  qui;lque  ordre 
d'idées  que  ce  soit ,  comme  ayant  pour  objet  la  coor- 
dination des  faits  observes,  ce  qui  constitue  le  troi- 
nème  et  dernier  état  de  la  philosophie  générale, 
ptûnitivement  tbéologique  et  ensuite  métaphysique, 
ainsi  que  je  l'explique  dès  la  première  leçon. 

n  y  a,  sans  doute,  beaucoup  d'analogie  entre  ma 
^bâophie  positive  et  ce  que  les  savans  angles  en- 
icadent,  depuis  Newton  surtout,  far  philosophie  na- 
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turelle.  Mais  je  n'ai  pas  dû  cLoisir  cette  dernière  dé- 
nomination ,  non  plus  qoe  celle  de  philosophie  det 
sciences  qui  serait  peut-être  encore  plus  précise ,  parce 
que  Tune  et  l'autre  ne  s'entendent  pas  encore  de  tons 
les  ordres  de  phénomènes ,  tandis  que  la  philosophie 
positive,  dans  laquelle  je  comprends  l'étude  des  phé- 
nomènes sociaux  aussi  bien  que  de  tous  les  autres  » 
désigne  une  manière  uniforme  de  rabonner  applicaUe 
a  tous  les  sujets  sur  lesquels  l'esprit  humain   peut 
s'exercer.  En  outre,  l'expression ^A^ojc^/y^te  naturelle 
est  usitée,  en  Angleterre,  pour  désigner  l'ensemUe 
des  diverses  sciences  d'observation,  considérées  jus- 
que dans  leurs  spécialités  les  plus  détaillées  ;  au  lieu 
que  par  philosophie  positive ,  comparé  à  sciences  po^ 
sitives ,  j'entends  seulement  l'étude  propre  des  gé- 
néralités   des   différentes  sciences,   conçues   comme 
soumises  à  une  méthode  unique ,  et  comme  formant 
les  différentes  parties  d'un  plan  général  de  recherches. 
Le  terme  que  j'ai  été  conduit  à  construire  est  donc, 
à  la  fois,  plus  étendu  et  plus  restreint  que  les  dë^ 
nominations ,  d'ailleurs  analogues ,  quant  au  caractère 
fondamental   des  idées,  qu'on   pourrait,    de  prime 
abord,  regarder  comme  équivalentes. 


Paris,  le  i8  dc'ceiubrc  1829. 
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PREMIERE   LEÇON. 


SoMMAiikB.  Expoiition  du  but  de  ce  cours  ,  ou  eomidératioru 
générales  sur  ta  nature  et  Pimportance  d«  la  philosophie  po- 


L'oLjet  de  cette  pi^mière  leçon  est  d'exposer 
nettement  le  but  du  cours ,  c'est-à-dire  de  dé- 
terminer exactement  l'esprit  dans  lequel  seront 
considérées  les  diverses  branches  foudamentale-s 
de  la  philosophie  naturelle  ,  indiquées  par  le  pro 
gramme  sommaire  que  je  vous  ai  présenté. 

Sans  doute,  la  nature  de  ce  cours  ne  saurait 
être  complètement  appréciée ,  de  manière  à  pou- 
voir s'en  former  luie  opinion  déûnitive ,  que 
lorsque  les  diverses  parties  en  auront  été  su*;cas- 
sivcment  développées.  Tel  est  l'inconvénieni  ordi- 
tomb  I.  1 
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uaire  des  définitions  relatives  à  des  sysièmes 
d'idées  très-élendus ,  (juand  elles  en  preeèdeut 
l'expositioD.  Mais  les  ge'neraliltïs  peuvent  être 
conçues  sous  deux  aspects,  ou  comme  aperçu 
d'une  doctrine  Si  établir  ,  ou  comme  résumé  d'une 
doctrine  élalilie.  Si  c'est  seulement  sous  ce  der- 
nier ftoint  de  vue  iju'elles  acijuièrent  toute  leur 
valeur,  elles  n'en  ont  pas  moins  déjà,  sous  le 
premier,  une  extrême  importance,  en  caractéri- 
sant dès  l'orighie  le  sujet  à  considérer.  La  cir- 
conscription yéne'ralc  du  champ  de  nos  recker- 
ches,  tracée  avec  toute  la  sévérilé  possible,  est, 
pour  notre  esprit ,  un  préliminaire  particulière- 
ment indispensable  dans  une  étude  aussi  vaste  et 
jusqu'ici  aussi  peu  déterminée  que  celle  dont  nous 
allons  nous  occuper.  C'est  afin  d'obéir  à  cette  né- 
cessité logique  que  je  crois  devoir  vous  indiquer, 
dès  ce  moment,  la  série  des  considérations  fonda- 
mentales qui  o|it  donné  naissance  à  ce  nouveau 
cours ,  et  qui  seront  d'ailleuis  spécialement  dé- 
velqppées,  dans  la  suite,  avecloutc  l'extension 
que  réclame  la  liauie  intporUnce  de  chacune 
d'elles. 

Pour  expliquer  couvenaljement  la  vérilalile 
nature  «l  le  caractère  propre  de  la  pliilouopltie 
positive .  il  est  indispensable  du  jeter  d'abord  un 
CQuprd'œil  général  sur  la  marche  progressive  de 
l'esprit  humain  ,  envisaf^ée  dans  son  eusemhk'  : 
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car  une  concuption  quelconque  ne  peut  être  bien 

connue  que  par  son  histoire. 

En  étudiant  ainsi  le  développement  total  de 
l'inlelligencc  humaine  dans  ses  diverses  spbères 
d'activité  ,  depuis  son  premier  essor  le  plus  sim- 
ple jusqu'à  nos  joun ,  je  crois  avoir  découvert  une 
grande  loi  fondamentale,  à  laquelle  il  est  assu- 
jéti  par  une  nécessite  invariable  ,  et  qui  me  sem- 
ble pouvoir  être  solidement  établie ,  soit  sur  les 
preuves  rationnelles  fournies  par  la  connaissance 
de  notre  organisation  ,  soît  sur  les  vérifications 
historiques  résidtant  d'un  examen  attentif  du 
passé.  Celte  loi  consiste  en  ce  que  chacune  de 
nos  conceptions  principales,  choque  branche  de 
nos  connaistiauces ,  passe  successivement  par  trois 
étals  théoriques  différcns  :  l'état  ihéologique,  ou 
fictif;  l'état  métaphysique,  ou  abstrait;  l'état 
scîcniitiquc,  ou  positif.  En  d'autres  tcimes  ,  l'es- 
prit  humain,  par  sa  nalure,  emploie  successive- 
iiicjit  dans  chacune  de  ses  recherches  trois  mé- 
thodes de  [ihilosoplicr,  dont  le  caractère  est 
essentiel lenionl  difTércnt  et  même  radicalement 
opposé:  d'abord  la  méthode  lhcoi<^iquc,  ensuite 
la  méthode  métaphYsiquc .  et  eniîo  la  méthode 
positive.  De  là,  trois  sortes  de  philosophios,  ou 
(k  systèmes  généraux  de  concoptions  sur  l'enscm- 
lilc  des  phénomènes,  qui  s'cxclucnl  mutuellement  : 
la  première  est  le  point  du  départ  né<x:ssairc  de 
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l'iiiKlligent^  humaine  ;  la  troisième ,  son  état  fixe 
etdéfuiitif:  la  seconde  est  uniquement  destinée  à 
servir  de  transition. 

Dans  l'état  théologiqae,  l'esprit  humain  diri- 
geant essentiellement  ses  recherches  veis  la  na- 
ture intime  des  êtres ,  les  causes  premières  et  fi- 
nales de  tous  les  effets  qui  le  frappent,  en  un 
mot,  vers  les  connaissances  absolues,  se  repré- 
sente les  j>hénoméacs  comme  produits  par  l'action 
directe  et  continue  d'agens  surnaturels  plus  ou 
moins  nombreux  ,  dont  l'intervention  arbitraire 
explique  toutes  les  anomalies  apparentes  de  l'u- 
nivers. 

Dans  l'état  métaphysique  ,  qui  n'est  au  fond 
qu'une  simple  modification  générale  du  premier, 
les  agens  surnaturels  sont  remplacés  par  des 
forces  abstraites',  véritables  entités  (abstractions 
personnifiées  )  inhérentes  aux  divers  êtres  du 
mondcj  et  conçues  comme  capables  d'engendrer 
par  elles-mêmes  tous  les  phénomènes  observés , 
dont  l'explication  consiste  alors  à  assigner  pour 
chacun  l'entité  correspondante. 

Enfin  ,  dans  l'état  positif,  l'esprit  humain  re- 
connaissant l'impossibilité  d'obtenir  des  notions 
absolues ,  renonce  à  chercher  l'origine  et  la  des- 
tination de  l'univers ,  et  à  connaître  les  causes 
intimes  des  phénomènes,  pour  s'attacher  unique- 
ment à  découvrir,  [tar  l'usage  bien  combiné  du 
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pûsonneineatet  de  TobserTation ,  leurs  lois  eiTec- 
txves ,  c'est-à-dire  leurs  relations  invariable^  de 
succession  et  de  similitude..  L'ezpl  ication  des  faite  > 
réduite  alors  à  ses  termes  réels ,  n'est  plus  désor- 
mais que  la  liaison  établie  entre  les  divers  phéno- 
mènes particuliers  et  quelques  faits  généraux  ,  . 
dont  les  progrès  de  la  science  tendent  de  plus  en 
plus  k  diminuer  le  nombre. 

Le  ^stème  théologique  est  parvenu  à  la  plus 
hante  perfection  dont  il  ^soit  susceptible,  quand 
il  a  substitué  l'action  providentielle  d'un  être 
unique  au  jeu  varié  des  nombreuses  divinités  in- 
dépendantes qui  avaient  étë  imaginée^  primitive- 
ment. De  même ,  le  dernier  terme  du  système 
métaphysique  consiste  à  concevoir,  au  lien  des 
différentes  entités  particulières ,  une  seule  grande 
entité  générale,  la  naturC/  envisagée  comme  la 
source  unique  de  tous  les  phénomènes.  Pareille- 
ment, la  perfection  du  système  positif,  vers  la- 
quelle il  tend  sans  cesse,  quoiqu'il  soit  très-pro- 
bable qu'il  ne  doive  jamais  l'atteindre,  serait  de 
pouvoir  se  représenter  tous  les  divers  phénomènes 
observables  comme  des  cas  particuliers  d'un  seul 
fait  général ,  tel  que  celui  de  la  gravitation  ,  par 
exemple. 

Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  démontrer  spéciale- 
ment cette  loi  fondamentale  du  développement 
de  l'esprit  humain ,   et  d'en  déduire  les  couse- 
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quences  les  plus  importantes.  Nous  en  traiterons 
directement ,  avec  toute  l'extension  convenable  , 
dans  la  partie  de  ce  cours  relative  à  Tëtude  des 
phénomènes  sociaux  (i).  Je  ne  la  considère  main- 
tenant que  pour  déterminer  avec  précision  le  vé- 
ritable caractère  de  la  philosophie  positive,  par 
opposition  aux  deux  autres  philosophies  qui  ont 
successivement  dominé ,  jusqu'à  ces  derniers  siè- 
cles ,  tout  notre  système  intellectuel.  Quant  à 
présent,  afin  de  ne  pas  laisser  entièrement  sans 
démonstration  une  loi  de  cette  importance,  dont 
les  applications  se  présenteront  fréquemment 
dans  toute  l'étendue  de  ce  cours,  je  dois  me  bor- 
ner à  une  indication  rapide  des  motifs  généraux 
les  plus  sensibles  qui  peuvent  en  constater  l'exac- 
titude. 

En  premier  lieu,  il  suffit,  ce  me  semble  j  d'é- 
noncer une  telle  loi ,  pour  que  la  justesse  en  Soit 
immédiatement  vérifiée  par  tous  ceux  qui  ont 
quelque  connaissance  approfondie  de  l'histoire 
générale  des  sciences.  11  n'en  est  pas  une  seule  , 


(i)  Les  personnes  qui  désireraient  immédiatement  k  ce  sujet 
des  éclaircisscmcns  plus  étendus ,  pourront  consulter  utilement 
trois  articles  de  Considérations  philosophiques  sur  les  sciences  et 
les  sauans  que  j'ai  publiés,  en  novembre  iSaS ,  dans  un  recueil 
intSlolé  U  Producteur  (  n<>^  7,  8  et  lo  ) ,  et  surtout  la  première 
pai*tie  de  mon  Sjrstènte  de  politique  positit^e,  adressée ,  en  avril 
'8^4,  à  1* Académie  des  Sciences,  et  où  j'ai  consigné,  pour  la 
première  fois,  la  découverte  de  cette  loi. 
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en  effet  9  parvenue  aujourd'hui  à  l'état  positif  ^ 
que  chacun  ne  puisse  aisëment  se  représenter^ 
dans  le  passe  y  essentiellement  composée  d'abstrac- 
tions métaphysiques ,  et ,  en  remontant  encore 
davantage  >  tout -à-fait  dominée  par  les  concep* 
tions  théologiques.  Nous  aurons  même  malheur 
reusementplus  d'une  occasion  formelle  de  recon- 
naître y  dans  les  diverses  parties  de  ce  cours,  que 
les  sciences  les  plus  perfectionnées  conservent  en- 
core aujourd'hui  quelques  traces  très-sensibles  de 
ces  deux  étais  primitifs. 

Cette  révolution  générale  de  l'esprit  hunuin 
peut  d'ailleurs  être  aisément  constatée  aujour- 
d'hui ,  d'une  manière  très-sensible ,  quoique  in- 
directe ,  en  considérant  le  développement  del'in- 
telligence  individuelle.  Le  point  de  départ  étant 
nécessairement  le  même  dans  l'éducation  de  l'in- 
dividu que  dans  celle  de  l'espèce,  les  diverses 
phases  principales  de  la  première  doivent  repré- 
senter les  époques  fondamentales  de  la  seconde. 
Or  ,  chacun  de  nous,  en  contemplant  sa  propre 
histoire ,  ne  se  souvienl-il  pas  qu'il  a  été  succes- 
sivement ,  quant  à  ses  notions  les  plus  impor- 
tantes, théologien  dans  son  enfance,  métaphy- 
sicien dans  sa  jeunesse,  ol physicien  dans  sa  vi- 
rilité? Cette  vérification  est  facile  aujourd'hui 
pour  tous  les  hommes  au  niveau  de  leur  siècle. 
Mais  ,  outre  l'observalion  directe,  générale  ou 
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individuelle ,  qui  prouve  l'exactitude  de  cette  loi^ 
je  dois  surtout ,  daus  cette  indication  sommaire , 
mentionner  les  considérations  théoriques  qui  en 
font  sentir  la  nécessité.  * 

La  plus  importante  de  ces  considérations  y  pui- 
sée dans  la  nature  même  du  sujet  y  consiste  dans 
le  besoin ,  k  toute  époque  ^  d'une  théorie  quel- 
conque pour  lier  les  faits ,  combiné  avec  Timposr 
sibilité  évidente  ^  pour  l'esprit  humain  à  son  ori- 
gine y  de  se  former  des  théories  d'après  les  obser^' 
vatio^s. 

Tous  les  bons  esprits  répètent ,  depuis  Bacon^ 
qu'il  n'y  a  de  connaissances  réelles  que  celles  qui 
reposent  sur  des  faits  observés.  Cette  maxime  fon- 
damentale est  évidemment  incontestable ,  si  on 
l'applique ,  comme  il  convient ,  à  l'état  viril  de 
notre  intelligence.  Mais  en  se  reportant  à  )a  for- 
mation de   nos  connaissances ^    il   n'en  est  pas 
moins  certain  que  l'esprit  humain ,  dans  son  état 
primitif)  ne  pouvait  ni  ne  devait  penser  ainsi. 
Car,  si  d'un  côté,  toute  théorie  positive  doit  né- 
cessairement être  fondée  sur  les  observations ,  il 
est  également  sensible,   d'un  autre  côté,  que, 
pour  se  livrer  à  l'observation ,  notre  esprit  a  be- 
soin d'une  théorie  quelconque.  Si  en  contemplant 
les  phénomènes ,  nous  ne  les  rattachions  point 
imm^ialement  à  quelques  principes ,  non-seule^- 
ment  il  nous  serait  impossible  de  combiner  ces 
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olwervations  isolées ,  et  par  consécjuent ,  d'en  tirer 
aucuu  fruit,  mais  nous  serions  même  entière- 
ment incapables  de  les  retenir;  et,  le  plus  sou- 
vent, les  faits  resteraient  inaperçus  sous  nos 
yeux. 

Ainsi ,  pressé  entrela  nécessité  d'observer  pour 
se  former  des  théories  réelles,  et  la  nécessité 
non  moins  impérieuse  de  se  créer  des  théories 
quelconques  pour  se  livrer  à  des  observations  sui- 
vies, l'esprit  bumain,  à  sa  naissance,  se  trouve- 
rait enfermé  dans  un  cercle  vicieux  dont  il  n'au- 
rait jamais  eu  aucun  moyen  de  sortir,  s'il  ne  se 
fût  heureusement  ouvert  une  issue  naturelle  par 
le  développement  spontané  des  conceptions  théo- 
logiques ,  qui  ont  présenté  un  point  de  ralliement 
à  sps  efforts ,  et  fourni  un  aliment  à  son  activité. 
Tel  est,  indépendamment  des  hautes  considéra- 
tions sociales  qui  s'y  ratlncheut  et  que  je  ne  dois 
pas  même  indiquer  eu  ce  moment,  le  motif  fon- 
damental qui  démontre  la  nécessité  logique  du 
caractère  purement  théologique  de  la  philosophie 
jirimitive. 

Cette  nécessité  devient  encore  plus  sensible  en 
ayant  égard  à  la  parfaite  convenance  de  la  philo- 
sophie ihéologique  avec  la  nature  propre  des  re- 
chci'chcs  sur  lesquelles  l'esprit  humain  dans  son 
enfance  concentre  si  éminemment  toute  son  acti- 
vité. Il  est  bien   i-einarquable ,  en  effet,  que  les 
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questions  les  plus  radicalement  inaccessibles  à  nos 
moyens  ,  la  nature  intime  des  élres,  Torigine  et 
la  fin  de  tous  les  phénomènes  y   soient  précisé^ 
ment  celles  que  notre  intelligence  se  propose 
par-dessus   to'ut  dans  cet  état  primitif  ^  tous  les 
problèmes  yraiment  solubles  étant  presque  envi- 
sagés-comme  indignes  de  méditations  sérieuses. 
On  en  conçoit  aisément  la  raison  ;  car  c'est  l'ex- 
përience  seule  qui  a  pu  nous  fournir  la  mesure  de 
nos  forces;  et,  si  l'homme  n avait  d'abord  com- 
mencé par  en  avoir  une  opinion  exagérée,  elles 
n'eussent  jamais  pu  acquérir  tout  le  développe- 
ment  dont  elles  sont  susceptibles.  Ainsi    l'exige 
notre  organisation.  Mais,  quoi  qu'il  en  soit,  re- 
présentons-nous, autant  que  possible,  cette  dis- 
position si  universelle  et  si  prononcée,  et  deman- 
dons-nous quel  accueil   aurait  reçu  à  une  telle 
époque,  en  la  supposant  formée,  la  philosophie 
positive,  dont  la  plus  haute  ambition  est  de  dé- 
couvrir les  lois  des  phénomènes,  et  dont  le  pre- 
mier caractère  propre  est  précisément  de  regarder 
comme  nécessairement  intei*dits  à  la  raison  hu- 
maine tous  ces  sublimes  mystères,  que  la  philo- 
sophie théologique  explique ,  au  contraire ,  avec 
une  si  admirable  facilité  jusque  dans  leurs  moin- 
dres détails. 

n  en  est  de  même  en  considéi-ant  sous  le  point 
de  vue  pratique  la  nature  des  recherches  qui  oc- 
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cupent  primitivement  Tesprit  humain.  Sous  ce 
rapport ,  elles  offrent  à  Thomme  Tatlrait  si  éner- 
gique d'un  empire  illimité  à  exercer  sur  le  monde 
extérieur^  envisage  comme  entièrement  destiné  à 
notre  usage ,  et  comme  présentant  dans  tous  ses 
phénomènes  des  relations  intintes  et  continues 
avec  notre  existence.  Or,  ces  espérances  chimé- 
riques,  ces  idées  exagérées  de  Tiitiportance  de 
l'homme  dans  l'univers,  que  fait  naître  la  philo- 
sophie théologique ,  et  que  détruit  sans  retour 
la  première  influence  de  la  philosophie  positive , 
sont,  à  l'origine,  un  stimulant  indispensable,  sans 
lequel  on  ne  pourrait  certainement  concevoir 
que  l'esprit  humain  se  fût  déterminé  primitive- 
ment à  de  pénibles  travaux. 

Nous  sommes  aujourd'hui  tellement  éloignés 
.de  ces  dispositions  premières ,  du  moins  quant  à 
la  plupart  des  phénomènes ,  que  nous  avons  peine 
à  nous  représenter  exactement  la  puissance  et  la 
nécessité  de  considérations  semblables.  La  raison 
humaine  est  maintenant  assez  mûre  pour  que  nous 
entreprenions  de  laborieuses  recherches  scienti- 
fiques ,  sans  avoir  en  vue  aucun  but  étranger 
cnp;ibled  agir  fortcmentsurrimaginalion  ,  comme 
celui  que  se  proposaient  les  astrologues  ou  les  al- 
chimistes. Noli-e  activité  iiitellectuelle  est  suffi- 
samment excitée  par  Ir  pur  espoir  de  découvrir 
les  lois  des  phénomènes,  par  le  simple  désir  de 
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confirmer  ou  d'infirmer  une  théorie.  Mais  il  ne 
pouvait  en  être  ainsi  dans  l'enfance  de  l'esprii 
humain.  Sans  les  attrayantes  chimères  de  l'astro- 
logie f  sans  les  énergiques  déceptions  de  l'alchi- 
mie 9  par  exemple^  où  aurions-nous  puisé  la  con- 
stance et  l'ardeur  nécessaires  pour  recueillir  les 
longues  suites  d'observations  et  d'eqiériences^  qui 
ont,  plus  tard ,  servi  de  fondement  aux  premières 
théories  positives  de  l'une  et  l'autre  classe  de 
phénomènes  ? 

Cette  condition  de  notre  développement  in- 
tellectuel a  été  vivement  sentie  depuis  long-temps 
par  Kepler,  pour  l'astronomie  ,  et  justement  ap- 
préciée de  nos  jours  par  BerthoUct^  pour  la 
chimie. 

On  voit  donc ,  par  cet  ensemble  de  considé- 
rations, qne^  si  la  philosophie  positive  est  le  vé- 
ritable état  définitif  de  l'intelligence  humaine , 
celui  vers  lequel  elle  a  toujours  tendu  de  plus  en 
plus,  elle  n'en  a  pas  moins  dû  nécessairement 
employer  d'abord  ,  et  pendant  une  longue  suite 
de  siècles,  soit  comme  méthode,  soit  comme 
doctrine  provisoires ,  la  philosophie  théologique; 
philosophie  dont  le  caractère  est  d'être  spontanée , 
et ,  par  cela  même  ,  la  seule  possible  à  l'origine  , 
la  seule  aussi  qui  pût  offrir  à  notre  esprit  nais- 
sant un  intérêt  suffisant.  Il  est  maintenant  très- 
facile  de  sentir  'que  ,  pour  passer  de  cette  philo- 
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Sophie  provisoire  à  Ja  philosophie  définitive , 
Tesprit  humain  a  dû  naturellement  adopter , 
comme  philosophie  transitoire^  les  méthodes  et 
les  doctrines  métaphysiques.  Cette  dernière  con- 
sidéralion  est  indispensable  pour  compléter  l'a- 
perçu général  de  la  grande  loi  que' j'ai  indiquée. 

On  conçoit  sans  peine ,  en  effet ,  que  notre 
entendement ,  contraint  à  ne  marcher  que  pnr 
d^rés  presque  iusensibles,  ne  pouvait  passer 
lirusquement ,  et  sans  intermédiaires,  de  la  phi- 
losophie théologique  h  la  philosophie  positive. 
La  théologie  et  la  physique  sont  si  profondément 
incompatibles,  leurs  conceptions  ont  un  carac- 
tère si  radicalement  oppose  ,  qu'avant  de  renon- 
cer aux  unes  pour  employer  exclusivement  le5 
autres,  l'intelligence  humaine  a  dû  se  servir  de 
conceptions  intermédiaires,  d'un  caractère  bà- 
laid  j  jMopreSj  par  cela  même ,  h  opérer  graduel- 
lement la  transition.  Telle  est  la  destination  na- 
turelle des  conceptions  métaphysiques  :  elles 
n'ont  pas  d'autre  utilité  réelle.  En  substituant, 
dans  l'étude  des  phénomènes,  à  l'action  surna- 
turelle directrice  une  entité  correspondante  et 
iuséjxirablc ,  quoi([ue  ccllc-ei  ne  fût  d'abord 
conçue  que  comme  une  émanation  de  la  première, 
l'homme  s'est  habitué  peu  à  peu  à  ne  considérer 
que  les  faits  eux-mêmes ,  les  notions  de  ces 
;jj,'en5  métaphysiques  ayant  été  graduellement  sul>- 
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tiiisées  au  point  de  n'être  plus ,  aux  yeux  de  tout 
esprit  droit ,  que  les  noms  absti*aits  des  phéno- 
mènes* li  est  impossible  d'imaginer  par-quel  autre 
procède'  notre  eYilendement  aurait  pu  passer  des 
cousidérations  franchement  surnaturelle»  aux 
considérations  purement  naturelles  ^  du  r^me 
théologique  au  régime  positif. 

Après  ayoir  ainsi  établi ,  autant  que  je  puis  le 
faire  sans  entrer  dans  une  discussion  spéciale  qui 
serait  déplacée  en  ce  moment ,  la  loi  générale  du 
développement  de  l'esprit  humain  y  tel  que  je  le 
conçois  ;  il  nous  sera  maintenant  aisé  de  déter- 
miner avec  précision  la  nature  propre  de  la  phî« 
losophie  positive  ;  ce  qui  est  l'objet  essentiel  de 
c^ç  discours. 

Nous  voyons  ,  par  ce  qui  précède ,  que  le  ca- 
ractère fondamental  de  la  philosophie  positive  est 
de  regarder  tous  les  phénomènes  comme  assu* 
jétis  a  des  lois  naturelles  invariables  ^  dont  la 
découverte  précise  et  la  réduction  au  moindre 
nombre  possible  sont  le  but  de  tous  nos  efforts  y 
en  considérant  comme  absolument  inaccessible 
et  vide  de  sens  pour  nous  la  recherche  de  ce 
qu'on  appelle  le^  causes ^  soit  premières,  soit  fi- 
nales. Il  est  inutile  d'insister  beaucoup  sur  un 
principe  devenu  maintenant  aussi  familier  h  tous 
ceux  qui  ont  ùkh  une  étude  un  peu  approfondie 
des  sciences  d'observation.  Chacun  sait^  en  effet, 
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que,  dans  nos  explications  i)ositive$ ,  même  les 
plus  parfaites ,  nous  n'avons  nullement  la  pré- 
tention d'exposer  les  causes  gënératrices  des  phé- 
nomènes ,  puisque  nous  ne  ferions  jamais  alors  que 
reculer  la  difficulté ,  mais  seulement  d'analyser 
avec  exactitude  les  circonstances  de  leur  pro^ 
ductiou  f  et  de  les  rattacher  les  unes  aux  autres 
par  des  relations  normales  de  succession  et  de  si- 
militude. 

Ainsi  y  pour  en  citer  l'exemple  le  plus  admi- 
rable, nous  disons  que  les  phénomènes  généraux 
(le  l'univers  sont  ea:pliqués ,  autant  qu'ils  ptiissent 
letre ,   par  la  loi  de  la  gravitation  newtonienne , 
parce  que,   d'un  côté  ,    cette  belle  théorie  nous 
montre  toute  l'immense  variété  des  faits  astrono- 
miques, comme  n'étant  qu'un  seul  et  même  fait 
envisagé  sous  divers  points  de  vue;  la  tendance 
constante  de  toutes  les  molécules  les  unes  vers 
les  autres  en  raison  directe  de  leurs  masses  ,  et  en 
en  raison  inverse  des  carrés  de  leurs  distances  ; 
tandis  que,  d'un  autre  côté,  ce  fait  général  nous 
est  présenté  comme  une  simple  extension  d'un 
phénomène  qui  nous  est  éminemment  familier  , 
et  que ,  par  cela  seul ,  nous  regardons  comme  par- 
faitement connu  ,  la  pesanteur  des  corps  à  la  sur- 
face de  Ja  terre.  Quant  à  déterminer  ce  que  sont 
en  ellcs-incmes  celle  altraclion  et  coite  pesanteur, 
quelles  en  sont  les  causes,  ce  sont  des  questions 
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que  nous  regardons  tous  comme  insolubJcs.  ^i 
lie  sout  plus  du  douiaîne  de  la  philosophie  posi- 
tive ,  et  t^uc  nous  abandonnons  avec  raison  à  l'i- 
magination  des  théologiens  ,  ou  aux  subtilités  des 
métaphysiciens.  La  preuve  maniiesle  de  l'impossi- 
bilité d'obtenir  de  telles  solutions,  c'est  que, 
toutes  les  fois  qu'on  a  cherché  à  dire  à  ce  sujet 
quelque  chose  de  vraiment  rationnel ,  les  plus 
grands  esprits  n'ont  pu  que  dclinir  ces  deux 
principes  l'un  jar  l'autre,  en  disant,  pour  l'at- 
traction ,  qu'elle  n'est  autre  chose  qu'une  pesan- 
teur universelle,  et  ensuite,  pour  la  pesanteur, 
qu'elle  consiste  simplement  dans  l'attraction  ter- 
restre. Do  telles  explications,  qui  font  sourire 
quand  on  prétend  à  connaître  la  naturt*  intime 
des  choses  et  le  mode  de  génération  des  phéno- 
mènes, sont  cependant  tout  ce  que  nous  pouvons 
obtenir  de  plus  satisfaisant,  en  nous  montrant 
comme  identiques  deux  ordres  de  phénomènes, 
qui  ont  été  si  long-temps  regardés  comme  n'ayant 
aucun  rapport  entre  eux.  Aucun  esprit  juste  ne 
cherche  aujourd'hui  à  aller  plus  loin. 

Il  serait  aisé  de  multiplier  ces  exemples  ,  qui 
se  présenteront  en  foule  dans  toute  la  durée  de  ci- 
cours  ,  puisque  tel  est  maintenant  l'esprit  qui  di- 
rige exclusivement  les  grandes  combinaisons  in- 
tellectuelles. Pour  en  ci  ter  en  ce  moment  un  seul 
parmi  les  travaux  contemporains,  je  choisirai  la 
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belle  série  de  recherches  de  M.  Fourier  sur  la 
théorie  de  la  chaleur.  Elle  nous  cSSrt  la  vértfica- 
tioa  très-seosible  des  remarcjuea  générales  précé- 
dentes. En  effet,  dans  ce  travail,  dont  le  caroe- 
t^  philosophique  est  si  éminemment  positif,  les 
lois  les  plus  importantes  et  les  plus  précises  des 
phénomènes  thermologiques  se  trouvent  dévoi- 
lées, sans  que  l'auteur  se  soit  enquis  une  seule 
fois  de  la  nature  intime  de  la  chaleur ,  sans 
qu'il  ait  mentionné,  autrement  que  pour  en  in- 
diquer le  vide ,  la  controverse  si  agitée  entre  les 
partisans  de  la  matière  calorifique  et  ceux  qui 
font  consister  la  chaleur  dans  les  fibralions  d'un 
élher  universel.  Et  néanmoins  les  plus  hautes 
questions,  doDt  plusieurs  n'avaient  même  jamais 
été  posées,  sont  traitées  dans  cet  ouvrage,  preuve 
palpable  que  l'(;spri[,  humain  ,  sans  se  jeter  dans 
des  problèmes  inabordables,  et  en  se  restreignant 
dans  les  recherches  d'un  ordre  entièrement  posi- 
tif, peut  y  trouver  un  aliment  inépuisable  à  son 
activité  la  plus  profonde. 

Après  avoir  caractécisé,  aussi  exactement  qu'il 
m'est  permis  de  le  faire  dans  cet  aperçu  général , 
l'esprit  de  la  philosophie  positive,  que  ce  cours 
tout  cnlier  est  destiné  h  dévolopper  ,  jedoismain' 
tenant  examiner  à  quelle  époque  de  sa  formation 
elle  est  parvenue  aujourd'hui,  et  ce  qui  reste  à 
faire  pour  achever  de  la  constituer. 
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A  cet  effet,  il  faut  d'abord  tonsidërer  que  le^ 
différentes  branches  de  nos  connaissances  n'ont 
pas  dû  parcourir  d'une  vitesse  ^ale  les  trois 
grandes  phases  de  lear  développement  indiquées 
ci-dessus,  ni,  par  conséquent^  arriver  simulta- 
nément à  l'état  positif.  Il  existe,  sous  ce  rappdrf , 
un  ordre  invariable  et  nécessaire ,  que  nos  diveri 
genres  de  conceptions  ont  suivi  et  dû  suivre  dans 
leur  progression ,  et  dont  la  considération  exacte 
est  lé  complément  indispensable  de  la  loi  fonda- 
mentale énoncée  précédemment.  Cet  ordre  sera 
le  sujet  spécial  de  la  prochaine  leçon.  Qu'il 
nous  suffise ,  quant  à  présent,  de  savoir  qu'il  est 
conforme  à  la  nature  diverse  des  phénomènes,  et 
qu'il  est  déterminé  par  leur  degré  de  généralité, 
de  simplicité  et  d'indépendance  réciproque ,  trois 
considérations  qui,  bien  que  distinctes,  coucou* 
rent  au  même  but.  Ainsi ,  les  phénomènes  astro- 
nomiques d'abord  ,  comme  étant  les  plus  géné- 
raux ,  les  plus  simples ,  et  les  plus  indépendans 
de  tous  les  autres^  et  successivement,  par  les 
mêmes  raisons^  les  phénomènes  de  la  physique 
terrestre  proprem^it  dite ,  ceux  de  la  chimie ,  et 
enfin  les  phénomènes  physiologiques,  ont  été  ra* 
menés  à  des  théories  positives. 

n  est  impossible  d'assigner  l'origine  précise  de 
cette  révolution  ;  car  on  en  peut  dire  avec  exacti- 
tude, comme  de  tous  les  autres  grands  événe- 
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mens  humauia,  qu'elle  s'est  accomplie  coDstam- 
meot  et  de  plus  en  plus ,  particulièrement  depuis 
les  travaux  d'Àristote  et  de  Vëcole  d'Alexandrie , 
et  ensuite  depuis  l'introduction  des  sciences  na- 
turelles dans  l'Europe  occidentale  par  les  Arabes. 
Cc^ndant,  vu  qu'il  convient  de  6xer  une  épo- 
que pour  empêcher  la  divagation  des  idées , 
j'indiquerai  celle  du  graad  mouvement  imprimé 
à  l'esprit  humain  )  il  ya  deux  siècles,  par  l'action 
combinée  des  préceptes  de  Bacon,  des  concep- 
tions de  Descartes,  et  des  découvertes  de  Galilée^ 
comme  le  moment  oùresprildelaphilosophiepo- 
sitivea  commencé  à  se  pcononccr  dans  le  monde, 
en  opposition  évidente  avec  l'esprit  tbéologique 
et  métaphysique.  C'est  alors ,  en  effet ,  que  les 
conceptions  positivesse  sont  dégagées  nettement 
de  l'alliage  superstitieux  et  scolastiquc  qui  d(%ui- 
sait  plus  ou  moins  le  véritable  caractère  de  tous 
les  travaux  antérieurs. 

Depuis  celle  mémorable  époque,  le  mouve- 
ment d'ascension  de  la  philosophie  positive,  et 
le  mouvement  de  décadence  de  la  philosophie 
ihéolf^lquc  et  métaphysique ,  ont  été  extrême- 
ment marqués.  Ils  se  sont  enûn  tellement  pro- 
noncés ,  qu'il  est  devenu  impossible  aujourd'hui, 
à  tous  les  observateurs  ayant  conscience  de  leur 
siècle  ,  de  méconnaître  la  d&'^tiiiation  linale  de 
l'intelligence  humaine  pour  les  éludes  positives , 
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ainsi  que  son  éloignement  désormais  irrévocable 
pour  ces  vaines  doctrines  et  pour  ces  méthodes 
provisoires  qui  ne  pouvaient  convenir  qu'à  son 
premier  essor.  Ainsi ,  cette  révolution  fondamen- 
tale s'accomplira  nécessairement  dans  toute  son 
étendue.  Si  donc  il  lui  reste  encore  quelque 
grande  conquête  à  faire  y  quelque  branche  prin- 
cipale du  domaine  intellectuel  à  envahir ,  on  peut 
être  certain  que  la  transformation  s'y  opérera , 
comme  elle  s'est  effectuée  dans  toutes  les  autres. 
Car  y  il  serait  évidemment  contradictoire  de  sup- 
poser que  l'esprit  humain  y  si  disposé  à  l'unité  de 
méthode,  conservât  indéfiniment  «  pour  une  seule 
classe  de  phénomènes ^  sa  manière  primitive  de 
philosopher  y  lorsqu'une  fois  il  est  arrivé  h  adop- 
ter pour  tout  le  reste  une  nouvelle  marche  phi- 
losophique,  Ôlmu  caractère  absolument  opposé. 

Tout  se  réduit  donc  à  une  simple  question  de 
fait  :  la  philosophie  positive  ^  qui ,  dans  les  deux 
derniers  siècles ,  a  pris  graduellement  une  si 
grande  extension ,  embrasse-t-elle  aujourd'hui 
tous  les  ordres  de  phénomènes?  Il  est  évident  que 
cela  n'est  point ,  et  que ,  par  conséquent ,  il  reste 
encore  une  grande  opération  scientifique  à  exé^ 
cuter  pour  donner  à  la  philosophie  positive  ce  ca- 
ractère d'universalité  ,  indispensable  à  sa  consti- 
tution définitive. 

En  effet ,  dans  les  quatre  cat^ories  principales 
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de  phénomènes  naturels  énumérëes  tout  à  l'heure, 
les  phénomènes  astronomiques ,  physiques  y  chi- 
miques et  physiologiques ,  on  remarque  une  la- 
cune essentielle  relative  aux  phénomènes  sociaux, 
qui ,  hien  que  compris  implicitement  parmi  les 
phénomènes^  physiologiques ^  méritent,  soit  par 
leur  importance,  soit  par  les  difficultés  propres 
à  leur  étude  ,  déformer  une  catégorie  distincte. 
Ce  dernier  ordre  de  conceptions ,  qui  se  rapporte 
aux  phénomènes  les  plus  particuliers,  les  plus 
compliqués,  et  les  plus  dépendans  de  tous  les 
autres,  a  dû  nécessairement,  par  cela  seul,  se 
perfectionner  plus  lentement  que  tous  les  précé- 
dens,  même  sans  avoir  égard  aux  obstacles  plus 
spéciaux  que  nous  considérerons  plus  tard.  Quoi 
qu'il  en  soit ,  il  est  évident  qu'il  n'est  point  en- 
core entré  dans  le  domaine  de  la  philosophie  po- 
sitive. Les  méthodes  théologiques  et  métaphy- 
siques qui ,  relativement  à  tous  les  autres  genres 
de  phénomènes,  ne  sont  plus  maintenant  em- 
ployées par  personne ,  soit  comme  moyen  d'in- 
vestigation, soit  même  seulement  comme  moyen 
d'argumentation,  sont  encore,  au  contraire,  exclu- 
sivement usitées,  sous  l'un  et  l'autre  rapport, 
pour  tout  ce  qui  concerne  les  phénomènes  so- 
ciaux ,  quoique  leur  insuffisance  h  cet  égard  soit 
déjà  pleinement  sentie  par  tous  les  bons  esprits, 
lassés   de    ces    vaines    contestations   intermina- 
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Ucs  entre  le  droit  divin  et  la  souveraineté  da 
peuple^ 

r  Voilà  donc  la  grande,  mais  évidemment  la 
seule  lacune  qu'il  s'agit  de  combler  pour  achever 
de  constituer  la  philosophie  positive.  Maintenant 
que  l'esprit  humain  a  fondé  la  physique  céleste , 
la  physique  terrestre ,  soit  mécanique  y  soit  chi- 
mique ;  la  physique  oi^nique ,  soit  v^étale,  soit 
animale ,  il  lui  reste  à  terminer  le  système  des 
sciences  d'observation  en  fondant  la  phjsitjue  so^^ 
date.  Tel  est  aujourd'hui ,  sous  plusieurs  rap- 
ports capitaux^  le  plus  grand  et  le  plus  pressant 
besoin  de  notre  intelligence  :  tel  est,  j'ose  le  dire, 

lie  premier  but  de  ce  cours,  son  but  spécial. 
Les  conceptions  que  je  tenterai  de  présenter 
relativement  à  1  étude  àes  phénomènes  sociaux  , 
et  dont  j  espère  que  ce  discours  laisse  déjà  entre- 
voir le  germe,  ne  sauraient  avoir  pour  objet  de 
donner  immédiatement  à  la  physique  sociale  le 
même  degré  de  perfection  qu'aux  branches  an- 
térieures de  la  philosophie  naturelle ,  ce  qui  se- 
rait évidemment  chimérique,  puisque  cdles-cî 
offrent  déjà  entre  elles  à  cet  ^rd  une  extrême 
in^alité  ^  d'ailleurs  inévitable.  Mais  elles  seront 
destinées  à  imprimer  à  cette  dernière  classe  de 
nos  connaissances  9  ce  caractère  positif  déjà  pris 
par  toutes  les  autres.  Si  cette  condition  est  une 
fois  redlement  remplie,  le  système  philosophique 
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îles,  mqdemes  sera  eolln  fonde  duu  ton  ensem- 
ble ;  car  aucun  phénomène  observable  ne  saaratt 
évidemment  manquer  de  rentrer  dans  qudqn'nne 
des  cinq  grandes  cat^ocies  dés  lors  établies  des 
libénoménes  astronomiques  y  physiques ,  chimi- 
ques ,  physiologiques  et  sociaux.  Toutes  dos  con- 
ceptions fondamentales  étant  devenues  homogè- 
nes, la  philosophie  sera  définitivement  consti- 
tuée à  l'état  positif;  sans  jamais  pouToîr  chan^ 
de  caractère ,  il  ne  lui  cestera  qu'à  se  développer 
indéfiniment  par  les  acquisitions,  toujours  crois- 
saulesqui  résulteront  inévitablement  de  nouvelles 
observations  ou  de  méditations  plus  profondes. 
Ayant  acquis  }ar  là  le  caractère  d'universalité 
qui  lui  manque  encore ,  la  philosophie  positive 
deviendra  capable  de  se  substituer  entièrement, 
avec  toute  sa  supériorité  naturelle,  à  la  philoso- 
phie ibéologiqueetàla  philosophie  métaphysique, 
dont  cette  universalité,  est  aujourd'hui  la  seule 
propriété  réelle ,  et  qui ,  privées  d'un  tel  motif  de 
préférence,  n'auront  plus  pour  nos  successeurs 
qu'une  existence  historique. 

Le  but  spécial  de  ce  cours  étant  ainsi  exposé, 
il  est  aisé  de  comprendre  son  second  but,  sou 
but  général  y  ce  qui  eu  fait  un  cours  de  philoso- 
phie positive,  et  non  pas  seulement  un  cour.s  de 
pbvsiquti  sociale. 

En  eifet ,  la  fondation  de  li  physique  sociale 
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compléUnt  enfin  le  système  des  sciences  natu- 
relles ,  il  devient  possible  et  même  nécessaire  de 
résumer  les  diverses  connaissances  acquises,  par- 
venues alors  à  un  état  fixe  et  homogène ,  pour 
les  coordonner  en  les  présentant  comme  autant 
de  branches  d'un  tronc  unique  y  au  lieu  de  cour 
tinuer  à  les  concevoir  seulement  comme  autant 
de  corps  isolés.  C'est  à  cette  fin  qu'avant  de  pro- 
ccfder  à  l'étude  des  phénomènes  sociaux  je  consi- 
dérerai successivement ,  dans  l'ordre  encyclopé- 
dique anfioncé  plus  haut ,  les  différentes  sciences 
positives  déjà  formées. 

Il  est  superflu,  je  pense,  d'avertir  qu'il  ne  sau- 
rait être  question  ici  d  une  suite  de  cours  spéciaux 
sur  chacune  des  branches  principales  de  la  phi- 
losophie naturelle.  Sans  parler  de  la  durée  maté- 
rielle d'une  entreprise  semblable,  il  est  clair  * 
qu'une  pareille  prétention  serait  insoutenable  de  . 
ma  part ,  et  je  crois  pouvoir  ajouter  de  la  part  de 
qui  que  ce  soit ,  dans  l'état  actuel  de  l'éducation 
humaine.  Bien  au  contraire ,  un  cours  de  la  na- 
ture de  celui-ci  exige ,  pour  être  convenablement 
entendu,  une  série  préalable  d'études  spéciales  sur 
les  diverses  sciences  qui  y  seront  envisagées.  Sans 
cette  condition,  il  est  bien  difficile  de  sentir  et  im- 
possible de  juger  lesréflexionsphilosophiquesdont 
ces  sciences  seront  les  sujets.  £n  un  mot ,  c'est  un 
Cours  de  pAilosophie  posttii'ey  et  non  de  sciences 
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positives 9  <pie  je  me  propose  de  faire.  Il  s'agit 
uniquement  ici  de  considérer  chacjue  science 
fondamentale  dans  ses  relations  avec  le  système 
positif  tout  entier  ^  et  quant  à  l'esprit  qui  la  ca- 
ractérise j  c'est-à-dire ,  sous  le  double  rapport  de 
ses  métliodes  essentielles  et  de  ses  résultats  prin- 
cipaux. Le  plus  souvent  même  je  devrai  me  bor- 
ner à  mentionner  ces  derniers  d'après  les  con- 
naissances spéciales  pour  tâcher  d'apprécier  leur 
importance. 

Afin  de  résumer  les  idées  relativement  au  dou- 
ble but  de  ce  cours ,  je  dois  faire  observer  que 
les  deux  objets,  l'un  spécial  ^  l'autre  général ,  que 
je  me  propose  j  quoique  distincts  en  eux-mêmes, 
sont  nécessairement  inséparables»  Car,  d'un  côté, 
il  serait  impossible  de  concevoir  un  cours  de  phi- 
losophie positive  sans  la  fondation  de  la  physi- 
que sociale,  puisqu'il  manquerait  alors  d'un  élé- 
ment essentiel ,  et  que ,  par  cela  seul ,  les  con- 
ceplions  ne  sauraient  avoir  ce  caractère  de  géné- 
ralité qui  doit  en  être  le  principal  attribut ,  et 
qui  distingue  notre  élude  actuelle  de  la  série  des 
études  spéciales.  D'un  autre  côté,  comment  pro- 
céder avec  sûreté  à  l'étude  positive  des  phéno- 
mènes sociaux ,  si  l'esprit  n'est  d'abord  préparé 
par  la  considération  approfondie  des  méthodes 
positives  déjà  jugées  pour  les  phénomènes  moins 
compliqués,  et  muni ,  en  outre,  de  la  connais- 
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5auce  de3  lois  principales  des  phénomènes  anté-\ 
rieurs ,  (jui  toutes  influent ,  d'une  manière  plus 
ou  moins  directe  ^  sUr  les  faits  sociaux  ? 

Bi^  que  toutes  les  sciences  fondamentalçfli 
n'inspirent  pas  aux  esprits  vulgaires  un  ^al  in- 
térêt ,  il  n'en  est  aucune  qui  doive  être  n^Iigée 
dans  une  étude  comme  celle  que  nous  entrepre- 
nons. Quant  à  leur  importance  pour  le  bonheur 
de  l'espèce  humaine ,  toutes  sont  certainement 
équivalentes,  lorsqu'on  les  envisage  d'une  manière 
approfondie.  Celles ,  d'ailleurs ,  dont  lea  résultats 
présentent ,  au  premier  abord  y  un  moindre  inté^ 
rét  pratique,  se  recommandent  éminemment,  soit 
par  la  plus  grande  perfection  de  leurs  méthodes , 
soit  comme  étant  le  fondement  indispensable  de 
toutes  les  autres.  C'est  une  considération  sur  la- 
quelle j'aurai  spécialement  occasion  de  revenir 
dans  la  prochaine  leçon. 

Pour  prévenir,  autant  que  possible ,  toutes  les 
fausses  interprétations  qu'il  est  l^itime  de  crain- 
dre sur  la  nature  d'un  coiu*s  aussi  nouveau  que 
celui-ci ,  je  dois  ajouter  sommairement  aux  expli- 
cations précédentes  quelques  considérations  di-r 
rectement  relatives  à  cette  universalité  de  con- 
naissances spéciales ,  que  des  juges  irréfléchis 
pourraient  r^arder  comme  la  tendance  de  ce 
cours ,  et  qui  est  envisagée  à  si  juste  raison  comme 
tout-à-fait  contraireau  véritable  esprit  de  la  philo- 
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Sophie  posiÛTe.  Ces  considérations  auront,  d'ail- 
leurs f  l'avantage  plus  important  de  présenter  cet 
esprit  sous  un  nouveau  point  de  vue ,  propre  à 
achever  d'en  éclaircir  la  notion  générale. 

Dans  l'état  primitif  de  nos  connaissances  il 
n'existe  aucune  division  r^ulière  parmi  nos  tra- 
vaux intellectuels;  toutes  les  sciences  sont  culti- 
vées simultanément  par  les  mêmes  esprits.  Ce 
mode  d'organisation  des  études  humaines ,  d'abord 
inévitable  et  même  indispensable ,  comme  nous 
aurons  lieu  de  le  constater  plus  tard ,  change  peu 
à  peu ,  à  mesure  que  les  divers  ordres  de  concep- 
tions se  développent.  Par  une  loi  dont  la  néces- 
sité est  évidente  y  chaque  branche  du  système 
scientifique  se  sépare  insensiblement  du  tronc  y 
lorsqu'elle  a  pris  assez  d'accroissement  pour  com- 
porter une  culture  isolée,  c'est-à-dire  quand  elle 
est  parvenue  à  ce  point  de  pouvoir  occuper  à  elle 
seule  l'activité  permanente  de  cjuelques  intelli- 
gences. C'est  à  cette  répartition  des  diverses  sor- 
tes de  recherches  entre  différens  ordres  de  savans, 
que  nous  devons  évidemment  le  développement 
si  remarquable  qu'a  pris  enfin  de  nos  jours  cha- 
que classe  distincte  des  connaissances  humaines^ 
et  qui  rend  manifeste  Imipossibilité ,  chez  les  mo- 
dernes, de  cette  universalité  de  recherches  spé- 
ciales ,  si  facile  et  si  commune  dans  les  temps  an- 
tiques. En  un  mot,  la  division  du  travail  intel- 
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lectuel  9  perfecUonnëe  de  plus  en  plus ,  est  un  des 
attributs  caractéristique^  les  plus  imporUnsdela 
philosophie  positive. 

Mais  y  tout  en  reconnaissant  les  prodigieux  ré- 
sultats de  cette  division ,  tout  en  voyant  désormais 
en  elle  la  véritable  base  fondamentale  de  Torga-- 
nisation  générale  du  monde  savant ,  il  est  impossi- 
ble ,  d'un  autre  côté  y  de  n'^étre  pas  frappé  des  in* 
convéniens  capitaux  qu  elle  engendre  y  dans  son 
état  actuel  y  par  Texcessive  particularité  des  idées 
qui  occupent  exclusivement  chaque  intelligence 
individuelle.  Ce  fôcheux  effet  est  sans  doute  iné- 
vitable jusqu'à  un  certain  point  y  comme  inhérent 
au  principe  même  de  la  division;  cestrà-dire 
que,  par  aucune  mesure  quelconque,  nous  ne  par- 
viendrops  jamais  à  égaler  sous  ce  rapport  les  an- 
ciens y  chez  lesquels  une  telle  supériorité  ne  tenait 
surtout  qu'au  peu  de  développement  de  leurs  con- 
naissances. Nous  pouvons  néanmoins,  ce  me  sem- 
ble^ par  des  moyens  convenables  ,  éviter  les  plus 
pernicieux  effets  de  la  spécialité  exagérée,  sans 
nuire  à  l'influence  vivifiante  de  la  séparation  des 
recherches.  11  est  urgent  de  s'en  occuper  sérieuse- 
ment; car  ces  inconvéniens ,  qui  y  parleur  nature, 
tendent  à  s'accroître  sans  cesse  y  commencent  à 
devenir  très-sensibles.  De  l'aveu  de  tous ,  les  di- 
visions, établies  pour  la  plus  grande  perfection  de 
nos  travaux ,  entre  les  diverses  branches  de  la  phi- 
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lo6ophie  naturelle ,  sont  finalement  artificielles. 
N oublions  pas  que^  nonobstant  cet  aveu,  il  est 
déjà  bien  petit  dans  le  monde  savant  le  nombre 
des  intelligences  embrassant  dans  leurs  concep- 
tions Tensemble  même  d'une  science  unique ,  qui 
n'est  cependant  à  son  tonr  qu'une  partie  d'un  grand 
tout.  La  plupart  se  bornent  déjà  entièrement  à  la 
considération  isolée  d'une  section  plus  ou  moins 
étendue  d'une  science  déterminée ,  sans  s'occuper 
beaucoup  de  la  relation  de  ces  travaux  particu*> 
liers  avec  le  système  général  des  connaissances  po- 
sitives. Hâtons-nous  de  remédier  au  mal ,  avant 
qu'il  soit  devenu  plus  grave.  Craignons  que  l'es- 
prit humain  ne  finisse  par  se  perdre  dans  les  tra- 
vaux de  détail.  Ne  nous  dissimulons  pas  que  c'est 
là  essentiellement  le  côté  faible  par  lequel  les  par- 
tisans de  la  philosophie  théologique  et  de  la  phi- 
losophie métaphysique  peuvent  encore  attaquer 
avec  quelque  espoir  de  succès  la  philosophie  po- 
sitive. 

Le  véritable  moyen  d'arrêter  l'influence  délé- 
tère dont  l'avenir  intellectuel  semble  menacé ,  par 
suite  d'une  trop  grande  spécialisation  des  recher- 
ches individuelles  ,  ne  saurait  être,  évidemment, 
de  revenir  à  cette  antique  confusion  des  travaux, 
qui  tendrait  à  faire  rétrograder  l'esprit  humain  , 
et  qui  est,  d'ailleurs  ,  aujourd'hui  heureusement 
devenucimpossible.il  consiste,  au  contraire,  dans 
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le  perfectionnement  de  la  divisioii  du  travail  elle- 
même.  Il  suffit ,  en  effet  >  de  faire  de  Tëtude  des 
généralités  scientifi({ues  une  grande  spécialité  de 
plus.  Qu'une  classe  nouvelle  de  savans,  prépare»' 
par  une  éducation  convenable ,  sans  se  livrer  à  Ia 
culture  spéciale  d  aucune  branclieparticulière  de 
la  philosophie  naturelle  y  s'occupe  uniquement , 
en  considérant  les  diverses  sciences  positives  dans 
leur  état  actuel  y  à  déterminer  exactement  l'esprit 
de  chacune  d'elles  ,  à  découvrir  leurs  relations  et 
letur  enchaînement ,  à  résumer,  s'il  est  possible , 
tous  leurs  principes  propres  en  un  moindre  nom- 
bre de  principes  communs,  çn  se  conformant  sans 
cesse  aux  maximes  fondamentales  de  la  méthode 
positive.  Qu'en  même  temps ,  les  autres  savans , 
avant  de  se  livrer  à  leurs  spécialités  respectives , 
soient  rendus  aptes  désormais,  par  une  éducation 
portant  sur  l'ensemble  des  connaissances  positives, 
à  profiter  immédiatement  des  lumières  répandues 
par  ces  savans  voués  à  l'étude  des  généralités ,  et 
réciproquement  à  rectifier  leurs  résultats,  état  de 
choses  dont  les  savans  actuels  se  rapprochent  vi- 
siblement de  jour  en  jour.  Ces  deux  grandes  con- 
ditions une  fois  remplies ,  et  il  est  évident  qu'elles 
peuvent  1  être,  la  division  du  travail  dans  les  scien- 
ces sera  poussée,  sans  aucun  danger,  aussi  loin  que 
le  développement  des  divers  ordres  de  connais- 
sances l'exigera.  Une  classe  distincte,  incessam- 
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ment  coutrâlée  par  toutes  les  autres ,  ayant  pour 
fonction  propre  et  permanente  de  lier  chaque 
nouTelle  découverte  particulière  au  système  gé- 
néral,  on  n'aura  plus  à  craindre  qu^une  trop 
grande  attention  donnée  aux  détails  empêche  ja* 
mais  d'apercevoir  Fensemble.  £n  un  mot  j  l'or- 
ganisation raodernedu  monde  savant  sera  dès  lors 
complètement  fondée ,  et  n'aura  qu'à  se  dévelop- 
per indéfiniment;  en  conservant  toujours  le  même 
caractère. 

Former  ainsi  de  l'étude  des  généralités  scienli* 
fiques  une  section  distincte  du  grand  travail  intel- 
lectuel ,  c'est  simplement  étendre  1  application  du 
même  prin<^ipe  de  division  qui  a  successivement 
séparé  les  diverses  spécialités;  car,  tant  que  les 
diflFérentes  sciences  positives  ont  été  peu  dévelop- 
pées ,  leurs  relations  mutuelles  ne  pouvaient 
avoir  assez  d'importance  pour  donner  lieu  ,  au 
moins  d'une  manière  permanente ,  à  une  classe 
particulière  de  travaux  ,  et  en  même  temps  la 
nécessité  de  cette  nouvelle  étude  était  bien  moins 
urgente.  Mais  aujourd'hui  chacune  des  sciences  a 
pris  séparément  assez  d'extension  pour  que 
l'examen  de  leurs  rapports  mutuels  puisse  donner 
lieu  à  des  travaux  suivis ,  en  même  temps  que  ce 
nouvel  ordre  d'études  devient  indispensable  pour 
prévenir  la  dispersion  des  conceptions  humaines. 

Telle  est  la  manière  dont  je  conçois  la  desti- 
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nation  de  la  philosophie  posilive  dans  le  système 
général  des  sciences  positives  proprement  dites. 
Tel  est ,  du  moins,  le  but  de  ce  cours. 

Maintenant  que  j'ai  essayé  de  déterminer^  aussi 
exactement  qu'il  ma  été  possible  de  le  faire,  dans 
ce  premier  aperçu^  l'esprit  général  d'un  cours  de 
philosophie  positive,  je  crois  devoir ,  pour  im- 
primer à  ce  tableau  tout  son  caractère ,  signaler 
rapidement  les  principaux  avantages  généraux  que 
peut  fivoir  un  tel  travail  ,  si  les  conditions  essen* 
tielles  en  sont  convenablement  remplies,  relative- 
ment aux  progrès  de  l'esprit  humain.  Je  réduirai 
ce  dernier  ordre  de  considérations  à  l'indication 
de  quatre  propriétés  fondamentales. 

Premièrement  l'étude  de  la  philosophie  posi- 
tive ,  en  considérant  les  résultats  de  l'activité 
de  nos  facultés  intellectuelles  ,  nous  fournit 
le  seul  vrai  moyen  rationnel  de  mettre  en  évi- 
dence les  lois  logiques  de  l'esprit  humain ,  qui 
ont  été  recherchées  jusqu'ici  par  des  voies  si  peu 
propres  à  les  dévoiler. 

Pour  expliquer  convenablement  ma  pensée  à 
cet  égard  ,  je  dois  d'abord  rappeler  une  concep- 
tion philosophique  de  la  plus  haute  importance  , 
exposée  par  M.  de  Blainville  dans  la  belle  intro- 
duction de  ses  Principes  généraux  éPanatomie 
comparée.  Elle  consiste  en  ce  que  tout  être  actif, 
et  spécialement  tout  être  vivant ,  peut  être  étudié, 
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dans  tous  ses  phënomènes  sous  deux  rapports 
fondamentaux^  sous  le  rapport  statique  et  sous  le 
rapport  dynamique  y  c^est-à-dire  comme  apte  à 
agir  et  comme  agissant  effectivement.  Il  est  clair, 
en  effet,  que  toutes  les  considérations  qu'on  pourra 
présenter  rentreront  nécessairement  dans  Tuu  ou 
l'autre  mode.  Appliquons  cette  lumineuse  maxime 
fondamentale  à  l'étude  des  fonctions  intellec- 
tuelles. 

Si  l'on  envisage  ces  fonctions  sous  le  point  de 
vue  statique,  leur  étude  ne  peut  consister  que 
dans  la  détermination  des  conditions  organiques 
dont  elles  dépendent  ;  elle  forme  ainsi  une  partie 
essentielle  de  ranatomic  et  de  la  physiologie.  En 
les  considérant  sous  le  point  de  vue  dynamique , 
tout  se  réduit  a  étudier  la  marche  effective  de 
l'esprit  humain  en  exercice,  par  l'examen  des  pro- 
cédés réellement  employés  pour  ohlenir  les  di- 
verses connaissances  exactes  qu'il  a  déjà  acquises, 
ce  qui  constitue  esscnliellemcnt  rohjct  général 
de  la  philosophie  positive,  ainsi  que  je  l'ai  définie 
dans  ce  discours.  En  un  mot ,  regardant  toutes 
les  théories  scientifiques  comme  autant  de  grands 
faits  logiques,  c'est  uniquement  par Tchscrvalion 
approfondie  de  ces  faits  qu'on  peut  s'élever  Ix  la 
connaissance  des  lois  logiques. 

Telles  sont  évidemment  les  deux  seules  voies 
générales,  complémentaires  Tune  de  l'autre,  par 
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lesquelles  on  puisse  arriver  à  quelques  notions 
rationnelles  véritables  sur  les  phénomènes  intel- 
lectuels. On  voit  que,  sous  aucun  rapport ,  il 
n'y  a  plade  pour  cette  psycholc^ie  illusoire, 
dernière  transformation  de  la  théolc^e ,  qu'on 
tente  si  vainement  de  ranimer  aujourd'hui ,  et 
qui  f  sans  s'inquiéter  ni  de  l'étude  physiologique 
de  nos  oi^anes  intellectuels ,  ni  de  l'observation 
des  procédés  rationnels  qui  dirigent  effectivement 
nos  diverses  recherches  scientifiques ,  prétend 
arriver  à  la  découverte  des  lois  fondamentales  de 
l'esprit  humain,  en  le  contemplant  en  lui-même, 
c'est-à-dire  en  faisant  complètement  abstraction 
et  des  causes  et  des  effets. 

La  prépondérance  de  la  philosophie  positive 
est  successivement  devenue  telle  depuis  Bacon  ; 
elle  apris  aujourd'hui,  indirectement,  un  si  grand 
ascendant  sur  les  esprits  même  qui  sont  demeurés 
les  plus  étrangers  à  son  immense  développement, 
que  les  métaphysiciens  livrés  à  l'étude  de  notre 
intelligence  n'ont  pu  espérer  de  ralentir  la  dé- 
cadence de  leur  prétendue  science  qu'en  se  ra- 
visant pour  présenter  leurs  doctrines  comme  étant 
aussi  fondées  sur  l'observation  des  faits.  Â  cette 
fin,  ils  ont  imaginé,  dans  ce6  derniers  temps, 
de  distinguer  ,  par  une  subtilité  fort  singulière, 
deux  sortes  d'observations  d'égale  importance, 
l'une  extérieure,  l'autre  intérieure,  et  dont  la 
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deroière  est  uoiquemcnt  destinée  à  l'ëtnde  des 
phénomènes  intellectiiels.  Ce  n'est  point  ici  le 
lieu  d'entrer  dans  la  discussion  spéciale  de  ce  so- 
phisme fondamental.  Je*dois  me  borner  à  indi- 
quer la  coosidératioD  principale  qui  prouve  clai- 
rement que  cette  prétendue  contempla tion  directe 
de  l'esprit  par  lui-même  est  une  pure  illusion. 

On  croyait ,  il  y  a  encore  peu  de  temps,  avoir 
expliqué  la  vision  ,  en  disant  que  l'action  lumi- 
neuse des  corps  détermine  sur  la  rétine  des  ta- 
bleaux représentatifs  des  formes  et  des  couleurs, 
extérieures.  A  cela  les  physiologistes  ont  objecté 
avec  raison  que,  si  c'était  comme  images  qu'agis- 
saient les  impressions  lumineuses,  il  faudrait  un 
autre  œil  pour  les  regarder.  N'en  est-il  pas  en- 
core plus  fortement  de  même  dans  le  cas  présent  7 
Il  est  sensible,  en  effet,  que,  par  une  nécessité 
invincible ,  l'esprit  humain  peut  observer  direc- 
tement tous  les  phénomènes,  excepté  les  siens 
propres.  Car,  par  qui  serait  faite  l'observation? 
On  conçoit,  relativement  aux  phénomènes  mo- 
raux ,  que  l'homme  puisse  s'observer  lui-même 
sous  le  rapport  des  passions  qui  l'animent,  par 
cette  raison  anatomique,  que  les  organes  qui  en 
sont  le  siège  sont  distincts  de  ceux  destinés  aux 
fonctions  observatrices.  Encore  même  que  cha- 
cun ait  eu  occasion  de  faire  sur  lui  de  telles 
remarques,  elles  ne  sauraient  évidemment  avoir 
3. 
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jamais  une  grande  importance  scientifique ,  et  le 
meilleur  moyen  de  connaître  les  passions  sera-t-il 
toujours  de  les  observer  en  dehors;  car  tout  état 
de  passion  très-prononcé ^  c'est-à-dire  précisément 
celui  qu'il  serait  le  plus  essentiel  d'examiner ,  est 
nécessairement  incompatible  avec  l'état  d'obser- 
vation. Mais  y  quant  à  observer  de  la  même  ma- 
nière les  phénomènes  intellectuels  pendant  qu'ils 
s'exécutent ,  il  y  a  impossibilité  manifeste.  L'in- 
dividu pensant  ne  saurait  se  partager  en  deux', 
dont  l'un  raisonnerait ,  tandis  que  l'autre  regar- 
derait raisonner.  L'organe  observé  et  l'organe 
observateur  étant ,  dans  ce  cas ,  identiques ,  com- 
ment l'observation  pourrait-elle  avoir  lieu? 

Cette  prétendue  méthode  psychologique  est 
donc  radicalement  nulle  dans  son  principe.  Aussi, 
considérons  à  quels  procédés  profondément  con- 
tradictoires elle  conduit  immédiatement!  D'un 
côté,  on  vous  recommande  de  vous  isoler,  autant 
que  possible,  de  toute  sensation  extérieure,  il 
faut  surtout  vous  interdire  tout  travail  intellec- 
tuel; car ,  si  vous  étiez  seulement  occupés  à  faire 
le  calcul  le  plus  simple^  que  deviendrait  l'obser- 
vation intérieure?  D'un  autre  côté,  après  avoir, 
enfin,  à  force  de  précautions,  atteint  cet  état 
parfait  de  sommeil  intellectuel  ^  vous  devrez  vous 
occuper  à  contempler  les  opérations  qui  s'exécu- 
teront dans  votre  esprit,  lorsqu'il  ne  s'y  passera 
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plus  rien  !  Nos  descendans  verront  sans  doute  de 
telles  prétentions  transportées  un  jour  sur  la 
scène. 

Les  résultats  d'une  aussi  étrange  manière  de 
procéder  sont  parfaitement  conformes  au  prin- 
cipe. Depuis  deux  mille  ans  que  les  métaphysi- 
ciens cultivent  ainsi  la  psychologie  y  ils  n'ont  pu 
encore  convenir  d'une  seule  proposition  intelli- 
gible et  solidement  arrêtée.  Ils  sont ,  même  au- 
jourd'hui ,  partagés  en  une  multitude  d'écoles  qui 
disputent  sans  cesse  siu*  les  premiers  élémens  de 
leurs  doctrines.  Y! observation  intérieure  en^tnr 
dre  presque  autant  d'opinions  divergentes  qu'il  y 
a  d'individus  croyant  s'y  livrer. 

Les  véritables  savans ,  les  hommes  voués  aux 
éludes  positives,  en  sont  encore  à  demander  vai- 
nement à  ces  psychologues  de  citer  une  seule 
découverte  réelle ,  grande  ou  petite,  qui  soit  due 
à  cette  méthode  si  vantée.  Ce  n'est  pas  à  dire  pour 
cela  que  tous  leurs  travaux  aient  été  absolument 
sans  aucun  résultat  relativement  aux  progrès  gé- 
néraux de  nos  connaissances  ,  indépendamment 
du  service  éminent  qu'ils  ont  rendu  en  soutenant 
l'activité  de  notre  intelligence ,  à  l'époque  où  elle 
ne  pouvait  pas  avoir  d'aliment  plus  substantiel. 
Mais  on  peut  affirmer  que  tout  ce  qui ,  dans  leurs 
écrits  ,  ne  consiste  pas  ,  suivant  la  judicieuse 
expression  d'un  illustre  philosophe  positif  (M.  Cu- 
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vier)  f  en  métaphores  prises  pour  des  raisonne- 
meusy  et  présente  quelque  notion  vëritaUe,  au 
lieu  de  provenir  de  leur  prétendue  méthode  ^  a 
été  obtenu  par  des  observations  effectives  sur  la 
marche  de  l'esprit  humain,  auxquelles  a  dû 
donner  naissance ,  de  temj>s  à  autre  ^  le  dévelop- 
pement des  sciences.  Encore  même ,  ces  notions 
si  clair-semées  y  proclamées  avec  tant  d'emphase , 
et  qui  ne  sont  dues  qu'à  l'infidélité  des  psycho- 
logues à  leur  prétendue  méthode,  se  trouvent-elles 
le  plus  souvent  ou  fort  exagérées ,  ou  très-incom- 
plètes, et  bien  inférieures  aux  remarques  déjà 
faites  sans  ostentation  par  les  sivans  sur  les  pro- 
cédés qu'ils  emploient.  Il  serait  aisé  d'en  citer 
des  exemples  frappans^  si  je  ne  craignais  d'ac- 
corder ici  trop  d'extension  à  une  telle  discussion  : 
voyez,  entre  autres,  ce  qui  est  arrivé  pour  la 
théorie  des  signes. 

Les  considérations  que  je  viens  d'indiquer,  re- 
lativement à  la  science  logique,  sont  encore  plus 
manifestes  ,  quand  on  les  transporte  à  l'art  lo- 
gique. 

En  effet,  lorsqu'il  s'agit,  non-seulement  de  sa- 
voir ce  que  c'est  que  la  méthode  positive,  mais 
d'en  avoir  une  connaissance  assez  nette  et 
assez  profonde  pour  en  pouvoir  faire  un  usage 
effectif ,  c'est  en  action  qu'il  faut  la  considérer  ; 
ce  sont  les  diverses  grandes  applications  déjà  vé- 
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rifiëes  que  Tesprit  humain  en  a  faites  quUl  con- 
vient d'étudier.  En  un  mot>  ce  n'est  évidemment 
que  par  Texamen  philosophique  des  sciences  qu'il 
est  possible  d  y  parvenir.  La  méthode  n'est  pas 
susceptible  d'être  étudiée  séparément  des  recher- 
ches où  elle  est  employée  ;  ou  ,  du  moins ,  ce 
n'est  là  qu'une  étude  morte ,  incapable  de  fécon- 
der l'esprit  qui  s'y  livre.  Tout  ce  qu'on  en  peut 
dire  de  réel ,  quand  on  l'envisage  abstraitement, 
se  réduit  à  des  généralités  tellement  vagues^ 
qu'elles  ne  sauraient  avoir  aucune  influence  sur 
le  r^ime  intellectuel.  Lorsqu'on  a  bien  établi , 
en  thèse  logique  .  que  toutes  nos  connaissances 
doivent  élre  fondées  sur  l'observation ,  que  nous 
devons  procéder  tantôt  des  faits  aux  principes^ 
el  tantôt  des  principes  aux  faits ,  et  quelques  au- 
tres aphorismes  semblables ,  on  connaît  beaucoup 
moins  nettement  la  mélliode  que  celui  qui  a 
étudié ,  d'une  manière  un  peu  approfondie  ,  une 
seule  science  positive^  même  sans  intention  phi- 
losophique. Cest  pour  avoir  méconnu  ce  fait  es- 
sentiel ,  que  nos  psychologues  sont  conduits  à 
prendre  leurs  rêveries  pour  de  la  science,  croyant 
comprendre  la  méthode  positive  pour  avoir  lu  les 
préceptes  de  Bacon  ou  le  discours  de  Descartes. 
J'ignore  si ,  plus  tard  ,  il  deviendra  possible 
(le  faire  à  priori  un  véritable  cours  de  méthode 
lout-à-fait  indépendant  de  1  étude  philosophique 
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des  sciences;  mais  je  suis  bien  convaincu  que 
cela  est  inexécutable  au)ourd'hui;  les  grands 
procédés  logiques  ne  pouvant  encore  être  expli- 
qués avec  la  précision  suffisante  séparément  de 
leurs  applications.  J'ose  ajouter,  en  outre,  que 
lors  même  qu'une  telle  entreprise  pourrait  être 
réalisée  dans  la  suite,  ce  qui,  en  effet,  se  laisse 
concevoir^  cène  serait  jamais  néanmoins  que  par 
l'étude  des  .applications  régulières  des  procédés 
scientifiques  qu'on  pourrait  parvenir  à  se  former, 
un  bon  système  d'habitudes  intellectuelles;  œ 
qui  est  pourtant  le  but  essentiel  de  l'étude  deki 
méthode.  Je  n'ai  pas  besoin  d'insister  davantage 
en  ce  moment  sur  un  sujet  qui  reviendra  fré- 
quemment dans  toute  la  durée  de  ce  cours ,  et 
à  r^ard  duquel  je  présenterai  spécialement  de 
nouvelles  considérations  dans  la  prochaine 
leçon. 

Tel  doit  être  le  premier  grand  résultat  direct 
de  la  philosophie  positive ,  la  manifestation  par 
expérience  des  lois  que  suivent  dans  leur  accom- 
plissement nos  fonctions  intellectuelles,  et,  par 
suite ,  la  connaissance  précise  des  règles  géné- 
rales convenables  pour  procéder  sûrement  à  la 
recherche  de  la  vérité. 

Une  seconde  conséquence,  non  moins  impor- 
tante, et  dun  intérêt  bien  plus  pressant,  qu'est 
nécessairement  destiné  à   produire  aujourd'hui 
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rétablissement  de  la  philosophie  positive  définie 
dans  ce  discours  y  c'est  de  présider  à  la  refonte 
générale  de  notre  système  d'éducation. 

En  effet ,  déjà  les  bons  esprits  reconnaissent 
unanimement  la  nécessité  de  remplacer  notre 
éducation  européenne  ,  encore  essentiellement 
théologique  y  métaphysique  et  littéraire,  par  une 
éducation  positive ,  conforme  à  l'esprit  de  notre 
époque,  et  adaptée  aux  besoins  de  la  civilisation 
moderne^  Les  tentatives  variées  qui  se  sont  mul- 
tipliées de  plus  en  plus  depuis  un  siècle ,  parti- 
culièrement dans  ces  derniers  temps ,  pour  ré- 
pandre et  pour  augmenter  sans  cesse  l'instruction 
positive ,  et  auxquelles  les  divers  gouvernemeiis 
européens  se  sont  toujours  associés  avec  empres- 
sement quand  ils  n'en  ont  pas  pris  l'initiative , 
témoignent  assez  que,  de  toutes  parts,  se  déve- 
veloppe  le  sentiment  spontané  de  cette  nécessite. 
Mais,  tout  en  secondant  autant  que  possible  ces 
utiles  entreprises,  on  ne  doit  pas  se  dissimuler 
que ,  dans  Yétai  présent  de  nos  idées ,  elles  ne 
sont  nullement  susceptibles  d'atteindre  leur  but 
principal ,  la  régénération  fondamentale  de  l'é- 
ducation générale.  Car,  la  spécialité  exclusive, 
l'isolement  trop  prononcé  qui  caractérisent  en- 
core notre  manière  de  concevoir  et  de  cultiver 
les  sciences ,  influent  nécessairement  à  un  haut 
degré  sui-  la  manière  de  les  exposer  dans  l'ensei- 
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gnement.  Qu'un  bon  esprit  veuille  aujourd'hui 
ëtudier  les  principales  branches  de  la  philosophie' 
naturelle,  afin  de  se  former  un  système  général 
d'idées  positives,  il  sera  obligé  d'étudier  séparé- 
ment chacune  d'elles  d'après  le  même  mode  et 
dans  le  même  détail  que  s'il  voulait  devenir  spé- 
cialement ou  astronome,  ou  chimiste,  etc.;  ce 
q[ui  rend  une  telle  éducation  presque  impossible 
et  nécessairement  fort  imparfaite,  même  pour 
les  plus  hautes  intelligences  placées  dans  les  cir- 
constances les  plus  favorables.  Une  telle  manière 
de  procéder  serait  donc  tout-à-fait  chimérique, 
relativement  à  l'éducation  générale.  Et  néan- 
moins  celle-ci  exige  absolument  un  ensemble  de 
conceptions  positives  sur  toutes  les  grandes  clas- 
ses de  phénomènes  naturels.  C'est  un  tel  ensem- 
ble qui  doit  devenir  désormais ,  sur  une  échelle 
plus  ou  moins  étendue,  même  dans  les  masses 
populaires,  la  base  permanente  de  toutes  les  com- 
binaisons humaines;  qui  doit,  en  un  mot,  con* 
stituer  Tesprit  général  de  nos  descendans.  Pour 
que  la  philosophie  naturelle  puisse  achever  la 
r^énération ,  déjà  si  préparée,  de  notre  système 
intellectuel ,  il  est  donc  indispensable  que  les  dif- 
férentes sciences  dont  elle  se  compose  .  présen- 
tées à  toutes  les  intelligences  comme  les  diverses 
branches  d'un  tronc  unique,  soient  réduites  d'a- 
bord à  ce  qui  constitue  leur  esprit,  c'est-à-dire. 
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à  leurs  mëthodes  principales  et  à  leurs  résultats 
les  plus  importans.  Ce  n'est  qu'ainsi  que  l'ensei- 
gnement des  sciences  peut  devenir  parmi  nous  la 
base  d'une  nouvelle  éducation  générale  vraiment 
rationnelle.  Qu'ensuite  à  cette  instruction  fon- 
damentale s'ajoutent  les  divises  études  scienti- 
fiques spéciales  y  correspondantes  aux  diverses 
éducations  spéciales  qui  doivent  succéder  à  l'é- 
ducation générale ,  cela  ne  peut  évidemment 
être  mis  en  doute.  Mais  la  considération  essen- 
tielle que  j'ai  voulu  indiquer  ici  consisté  en  ce 
que  toutes  ces  spécialités ,  même  péniblement 
accumulées,  seraient  nécessairement  insuffisantes 
pour  renouveler  réellement  le  système  de  notre 
éducation ,  si  elles  ne  reposaient  sur  la  base  préa- 
lable de  cet  enseignement  général ,  résultat  di- 
rect de  la  pbilosopbie  positive  définie  dans  ce 
discours. 

Non-seulement  l'étude  spéciale  des  généralités 
scientifiques  est  destinée  à  réorganiser  l'éduca- 
tion ,  mais  elle  doit  aussi  contribuer  aux  progrès 
particuliers  des  diverses  sciences  positives  ;  ce 
qui  constitue  la  troisième  propriété  fondamentale 
que  je  me  suis  proposé  (le  signaler. 

En  effet,  les  divisions  que  nous  établissons 
entre  nos  sciences,  sans  être  arbitraires,  comme 
(|uelques-uns  le  croient  ,  sont  essentiellement 
artificielles.  En  réalité,  le  sujet  de  toutes  nosie- 
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cherches  est  un;  nous  ne  le  partageons  ,que  dans 
la  vue  de  séparer  les  difficultés  pour  les  mieux 
résoudre.  Il  en  resuite  plus  dune  fois  que,  con- 
trairement à  nos  répartitioils  classiques  ^  des 
questions  importantes  exigeraient  une  certaine 
combinaison  de  plusieurs  points  de  vue  spéciaux, 
qui  ne  peut  guère  avoir  lieu  dans  la  constitu- 
tion actuelle  du  monde  savant  ;  ce  qui  expose  à 
laisser  ces  problèmes  sans  solution  beaucoup 
plus  long-temps  qu'il  ne  serait  nécessaire.  Un 
tel  inconvénient  doit  se  présenter  surtout  pour 
les  doctrines  les  plus  essentielles  de  chaque 
science  positive  en  particulier.  On  en  peut  citer 
aisément  des  exemples  très-marquans ,  que  je  si- 
gnalerai soigneusement  9  à  mesure  que  le  dévelop- 
pement naturel  de  ce  cours  nous  les  présentera. 

J'en  pourrais  ci  ter  ^  dans  le  passée  un  exemple 
éminemment  mémorable ,  en  considérant  l'admi- 
rable conception  de  Descartes  relative  à  la  géo- 
métrie analytique.  Cette  découverte  fondamen- 
tale ,  qui  a  changé  la  face  de  la  science  mathéma- 
tique ,  et  dans  laquelle  on  doit  voir  le  véritable  ' 
germe  de  tous  les  grands  progrès  ultérieurs  , 
qu'est-elle  autre'  chose  que  le  résultat  d'un  rap- 
prochement établi  entre  deux  sciences,  conçues 
jusqu'alors  d'une  manière  isolée?  ?.]ais  l'observa- 
tion sera  plus  décisive  en  la  faisant  porter  sur  des 
questions  encore  pendantes. 


s      . 
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Je  me  bornerai  ici  à  choisir  dans  la  chimie , 
la  doctrine  si  importante  des  proportions  défi- 
nies. Certainement ,  la  mémorable  discussion 
élevée  de  nos  jours ,  relativement  au  principe  fon- 
damental de  cette  théorie ,  ne  saurait  encore  , 
quelles  que  soient  les  apparences ,  être  rt^trdée 
comme  irrévocablement  terminée.  Car  ,  ce  n'est 
pas  là  ,  ce  me  semble,  une  simple  question  de 
chimie.  Je  crois  pouvoir  avancer  qne,  pour  obte- 
tenir  à  cet  ^ard  une.  décision  vraiment  défini- 
tive, c'est-à-dire,  pour  déterminer  si  nous  de- 
vons regarder  comme  nne  loi  de  la  nature  que  les 
molécules  se  combinent  nécessairement  en  nom- 
bresflxeSiil  sera  indispensable  de  réunir  lepoint  de 
vue  chimique  avec  lepoint  devue  physiologique. 
Ce  qui  l'indique  ,  c'est  que  ,  de  l'aveu  même  des 
illustres  chimistes  qui  ont  le  plus  puissamment 
contribué  à  la  formation  de  cette  doctrine ,  on 
peut  dire  loiitau  plus  qu'elle  se  vérifie  constam- 
ment dans  la  composition  des  corps  inorganiques; 
mais  elle  se  trouve  au  moins  aussi  constamment 
en  défaut  dans  les  composés  organiques ,  auxquels 
il  semble  jusqu'à  présent  tout-à-fait  impossible 
de  l'étendre.  Or,  avant  d'ériger  celte  théorie  en  un 
principe  réellement  foiKlamonlal,  ne  faudra-t-il 
pasd'abord  s'être  renducompte  de  cetteimmense 
exception?  Ne  tiendrait-elle  pas  à  ce  même  ca- 
ractère général ,  propre  à  tous  les  corps  organisés, 


46  PHILOSOPHIE    POSITIVE. 

qui  fait  que  y  dans  aucun  de  leurs  phënomènes , 
il  n'y  a  lieu  à  concevoir  des  nombres  invariables? 
'  Quoi  qu'il  en  soit ,  un  ordre  tout  nouveau  de 
considérations ,  appartenant  également  à  la  chi- 
mie et  à  la  physiologie ,  est  évidemment  néces- 
saire pour  décider  finalement  ^  d'une  mani^ 
quelconque  y  cette  grande  question  de  philosophie 
naturelle. 

Je  crois  convenable  d'indiquer  encore  ici  un 
second  exemple  de  même  nature ,  mais  qui ,  se 
rapportant  à  un  sujet  de  recherches  bien  plus 
particulier^  est  encore  plus  concluant  pour  mon- 
trer l'importance  spéciale  de  la  philosophie  posi- 
tive dans  la  solution  des  questions  qui  exigent  la 
combinaison  de  plusieurs  sciences.  Je  le  prends 
aussi  dans  la  chimie.  Il  s'agit  de  la  question  en- 
core indécise,  qui  consiste  à  déterminer  si  l'azote 
doit  être  regardé,  dans  l'état  présent  de  nos  con- 
naissances ,  comme  un  corps  simple  ou  comme 
un  corps  composé.  Vous  savez  par  quelles  consi- 
dérations purement  chimiques  l'illustre  Berzé- 
lius  est  parvenu  à  balancer  l'opinion  de  presque 
tous  les  chimistes  actuels,  relativement  à  la  sim- 
plicité de  ce  gaz.  Mais  ce  que  je  ne  dois  pas  né- 
gliger de  faire  particulièrement  remarquer ,  c'esi 
l'influence  exercée  à  ce  sujet  sur  l'esprit  de 
M.  Berzélius^  comme  il  en  fait  lui-même  le  pré- 
cieux aveu ,  par  cette  observation  physiologique , 
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que  les  animaux  qui  se  nourrissent  de  matières 
non  azotées  renferment  dans  la  composition  de 
leurs  tissus  tout  autant  d'azote  que  les  animaux 
carnivores.  Il  est  clair,  en  effet,  d'après  cela, 
que  pour  décider  réellement  si  l'azote  est  ou  nou 
un  corps  simple ,  il  faudra  nécessairement  faire 
intervenir  k  physiologie,  et  combiner  avec  les 
considérations  chimiques  proprement  dites,  une 
série  de  recherches  neuves  sur  la  relation  entre  la 
composition  des  corps  vivansetleur  mode  d'aU- 
mentation. 

Il  serait  maintenant  superflu  de  multiplier  da- 
vantage les  exemples  de  ces  problèmes  de  nature 
multiple,  qui  ne  sauraient  être  résolus  que  par 
l'intime  combinaison  de  plusieurs  sciences  culti- 
vées aujourd'hui  d'une  mainère  tout-à-fait  in- 
dépendantes. Ceux  que  je  viens  de  ciler  sufTisent 
pour  faire  sentir ,  en  général ,  l'imporlauce  delà 
fonction  que  doit  remplir  dans  le  perfeclionne- 
ment  de  chaque  science  naturelle  en  particulier 
la  philosophie  positive,  imniédiatenicnl  destinée 
à  organiser  d'une  manière  permanente  de  telles 
combinaisons,  qui  ne  pourraient  se  former  con- 
venablement sans  elle. 

Enfin  ,  une  quatrième  ei  dernière  propriété 
fondamentale  que  je  dois  taire  remarquer  dès  ce 
moment  dans  ce  que  j'ai  appelé  la  philosophie 
positive,  et  qui  doit  sans  doute  lui  mériter  plus 
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que  toute  autre  l'attention  générale^  puisqu'elle 
est  aujourd'hui  la  plus  importante  pour  la  prati- 
que y  c'est  qu'elle  peut  être  considérée  comme 
la  seule  base  solide  de  la  réorganisation  sociale 
qui  doit  terminer  l'état  de  crise  dans  lequel  se 
trouvent  depuis  si  long-temps  les  nations  les  plus 
civilisées.  La  dernière  partie  de  ce  cours  sera 
spécialement  consacrée  à  établir  cette  proposition, 
en  la  développant  dans  toute  son  étendue.  Mais 
l'esquisse  générale  du  grand  tableau  que  j'ai  en- 
trepris d'indiquer  dans  ce  discours  manquerait 
d'un  de  ses  élémens  les  plus  caractéristiques  ,  si 
je  n^ligeais  de  signaler  ici  une  considération 
aussi  essentielle. 

Quelques  réflexions  bien  simples  suffiront 
pour  justifier  ce  qu'une  telle  qualification  parait 
d'abord  présenter  de  trop  ambitieux. 

Ce  n'est  pas  aux  lecteurs  de  cet  ouvrage  que  je 
croirai  jamais  devoir  prouver  que  les  idées  gou- 
vernent et  bouleversent  le  monde ,  ou  ,  en  d'au- 
tres termes,  que  tout  le  mécanisme  social  repose 
finalement  sur  des  opinions.  Ils  savent  surtout 
que  la  grande  crise  politique  et  morale  des  socié- 
tés actuelles  tient ,  en  dernière  analyse  ,  à  l'anar- 
chie intellectuelle.  Notre  mal  le  plus  grave  con- 
siste^ en  efiet ,  dans  cette  profonde  divei^ence 
qui  existe  maintenant  entre  tous  les  esprits  relati- 
vement à  toutes  les  maximes  fondamentales  dont 
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la  fixité  est  la  première  condition  d'un  véritable 
ordre  social.  Tant  que  les  intelligences  indivi- 
duelles n'auront  pas  adhéré  par  un  assentiment 
unanime  à  un  certain  nombre  d'idées  générales 
capables  de  former  une  doctrine  sociale  com- 
mune, on  ne  peut  se  dissimuler  que  l'élat  des 
nations  restera,  de  toute  nécessité,  esseniiellement 
révolutionnaire,  malgré  tous  les  palliatifs  politi- 
ques qui  pourront  être  adoptés,  et  ne  comportera 
réellement  que  des  institutions  provisoires.  Il  esi 
paiement  certain  que  si  celte  réunion  des  esprits 
dans  une  même  communion  de  principes  peut 
une  fois  être  obtenue  ,  les  institutions  convena- 
bles en  découleront  nécessairement ,  sans  donner 
lieu  à  aucune  secousse  grave,  le  plus  grand  dé- 
sordre étant  déjà  dissipé  par  ce  seul  lait.  C'est 
donc  là  que  doit  se  porter  principalement  l'at- 
tention de  tous  ceux  qui  sentent  l'inipoilance  d'un 
état  de  choses  vraiment  normal. 

Maintenant,  du  point  de  vue  élevé  où  nous 
ont  placés  graduellemerit  les  diverses  considéra- 
tions indiquées  dans  ce  discours,  il  est  aisé  à  ta  ' 
fois  et  de  caractériser  nettement  dans  son  intime 
profondeur  l'état  présent  des  sociétés  ,  et  d'en  dé- 
duire par  quelle  voie  on  peut  le  changer  essciitiel- 
lemeut.  En  me  rattachant  à  la  loi  fondamentale 
énoncée  au  commencement  de  ce  discours,  je 
crois  pouvoir  résumer  exactement  toutes  les  ob- 
servaliouN  relatives  à  la  situation  actuelle  de  la  so- 
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clété ,  en  disant  simplemept  que  le  désordre  ac- 
tuel des  intelligences  tient^  en  dernière  analyse , 
à  l'emploi  simultané  des  trois  pLilosopbics  radica- 
lement incompatibles  :  la  philosophie  théolt^ique, 
la  philosophie  métaphysique  et  la  philoiophie 
positive.  U  est  clair,  enefiet,  que  si  l'une  quel- 
conque de  CCS  trois  philosophtes  obtenait  ea  réa- 
lité une  prépondérance  universelle  et  complète , 
il  y  aurait  un  ordre  social  déterminé ,  tandis  que 
le  mal  consiste  surtout  dans  l'absence  de  toute 
véritable  organisation.  C'est  la  co-ezistence  de 
ces  trois  pbllosophies  opposées  qui  empêche  ab- 
solument de  s'entendre  sur  aucun  point  essentiel. 
Or ,  si  cetle  manière  de  voir  est  exacte^  il  ne  s'agit 
plus  que  de  savoir  laquelle  des  trois  philosophies 
peut  et  doit  prévaloir  par  la  nature  des  choses  ; 
tout  homme  sensé  devra  ensuite,  quelles  qu'aient 
pu  être,  avant  l'analyse  de  lu  question^  ses  opinions 
particulières ,  s'cflurcer  de  concourir  à  son  trioin- 
phe.  la  recherche  étant  une  fois  réduite  h  ces 
termes  simples,  elle  ne  paraît  pas  devoir  rester 
,  long-temps  incertaine  ;  car  il  est  évident  ,  par 
toutes  sortes  de  raisons  dont  l'ai  indiqué  dans  ce 
discours  quelques-unes  des  priucipales ,  que  la 
philosophie  positive  est  seule  destinée  à  prévaloit 
selon  le  cours  ordinaire  des  choses.  Seule  cUe  a 
été ,  depuis  une  longue  suite  de  siècles ,  constam- 
ment en  progrès,  tandis  que  ses  antagonistes  ont 
été  constamment  en  décadence.  Que  ce  soit  à 
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tort  bu  à  raison ,  pea  iiriî)orte  ;  le  fait  général  esl 
iaeoutestable ,  et  il  suffit.  On  peut  le  déplorer  , 
mskié  non  le  détruire ,  ni  par  conséquent  le  négli- 
ger ,  sous  peine  de  ne  se  livrer  qu'à  dés  spécula^ 
tions  illusoires.  Cette  révolution  générale  de  Tes*- 
prit  humain  est  aujourd'hui  presque  entièrement 
accomplie:  il  ne  reste  plus^  comme  je  lai  expli- 
qué y  qu'à  compléter  la  philosophie  positive  en  y 
comprenant  l'étude  des  phénomènes  sociaux ,  et 
ensuite  à  la  résumer  en  un  seul  corpâ  de  doctrine 
homogène.  Quand  ce  double  travail  sera  suffisam- 
ment avancé  y  le  triomphe  définitif  de  la  philoso- 
phie positive  aura  lieu  spontanément,  et  rétablira 
l'ordre  dans  la  société.  La  préférence  si  prononcée 
que  presque  tous  les  esprits ,  depuis  les  plus  éle- 
vés jusqu'aux  plus  vulj^aires,  accordent  aujour- 
d'hui aux  connaissances  positives  sur  les  concep- 
tions vagues  et  mystiques  ,  présage  assez  l'accueil 
que  recevra  cette  philosophie  ,  lorsqu'elle  aura 
acquis  la  seule  qualité  qui  lui  manque  encore , 
un  caractère  de  généralité  convenable.. 

En  résumé,  la  philosophie  théologique  et  la 
philosophie  métaphysique  se  disputent  aujour- 
d'hui la  tâche  ;  trop  supérieure  aux  forces  de 
l'une  et  de  l'autre,  de  réorganiser  la  société:  c'est 
entre  elles  seules  que  subsiste  encore  la  lutte,  sous 
<*c  rapport.  Ija  philosophie  positive  n^est  inter- 
venue jusqu'ici  daus  la  contestation  que  pour  les 
critiquer  toutes  deux^  et  elle  s'en  est  assez  bien 
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acquiltée  pour  los  discréditer  entièrement.  Met- 
tODS-la  enfin  eu  CLal  de  prendre  un  rôle  actif , 
sans  nous  inquiéter  plus  loag-lemps  de  débals  de- 
venus inutiles.  Corapl étant  la  vaste  opération  in- 
tellectuelle commencée  par  Bacon ,  par  Descartes 
et  par  Galilée,  construisons  directement  le  sys- 
tème d'idées  générales  que  celte  philosophie  Gsl 
désormais  destinée  à  faire  indéûnimcnt  prévaloir 
dans  l'espèce  humaine ,  et  la  crise  révolutionnaire 
qui  tourmente  Jes  peuples  civilisés  sera  essentiel- 
lement terminée. 

Tels  sont  les  quatre  points  de  vue  principaux 
sous  lesquels  j'ai  cru  devoir  indiquer  dès  ce  mo- 
ment l'influence  salutaire  de  la  philosophie  posi- 
tive ,  pour  servirde  complément  essentiel  à  la  dé- 
finition f^énérnle  que  j'ai  essayé  d'en  exposer. 

Avant  de  terminer,  je  désire  appeler  un  instant 
l'attention  sur  une  dernière  réflexion  qui  me 
semble  convenable  pour  éviter,  autant  que  pos- 
sible ,  qu'on  se  forme  d'avance  une  opinion  erro- 
née de  la  nature  di?  ce  cours. 

En  assignant  pour  but  à  la  philosophie  positive 
de  résumer  en  un  seul  corps  de  doctrine  homo- 
gène l'ensemble  des  connaissanres  acquises ,  rela- 
tivement auxdifférens  ordres  de  phénomènes  na- 
turels, il  était  loin  de  ma  pensée  de  vouloir  pro- 
céder h  l'étude  générale  de  ces  phénomènes  eu  les 
considérant  tous  comme  des  effets  divers  d'uu 
piincipe  unique ,    comme  assujétis  à  une  seule 
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et  même  loi .  Quoique  je  doive  traiter  spécialement 
cette  question  dans  la  prockaine  leçon ,  je  crois 
devoir,  dés  à  présent,  eu  iaire  la  déclaration, 
aûn  de  prévenir  lesreproches  très-mal  fondés  que 
pourraient  m'adresser  ceux  qui  ,  sur  un  faux 
aperçu  ,  classeraient  ce  cours  parmi  ces  tentati- 
ves d'explication  universelle  qu'on  voit  éclore 
joiirnellement  de  la  part  d'esprits  entièrement 
étrangers  aux  méthodes  et  aux  connaissances  scien- 
tifiques. Il  ne  s'agit  ici  de  rien  de  semblahle  ;  et 
le  développement  de  ce  cours  en  fournira  la 
preuve  manifeste  à  tous  ceux  chez  lesquels  le» 
éclaircissemens  contenus  dans  ce  discours  auraient 
pu  laisser  quelques  doutes  à  cet  *^ard. 

Dans  ma  profonde  conviction  personnelle  ,  je 
considère  ces  entreprises  d'explication  universelle 
de  tous  les  phénomènes  par  une  loi  unique 
comme  éminemment  chimériques,  même  quand 
elles  sont  tentées  par  les  intelligences  les  plus  com- 
pétentes. Je  crois  que  les  raovens  de  l'esprit  hu- 
main sont  trop  faibles,  el  l'univers  trop  compli- 
qué pour  qu'une  telle  perfection  scientitiquesoit 
jamais  à  notre  portée ,  et  je  pense,  d'ailleurs,  qu'on 
se  forme  généralement  une  idée  (rès-exagérée  des 
avantages  qui  en  résultera tent  nécessairement,  si 
elle  était  possible.  Dans  tous  les  cas,  il  me  sem- 
ble évident  que ,  vu  l'état  présent  de  nos  connaîs- 
!  Mnces,  nous  en  souuncs  encore  beaucoup  trop 
rloin  pourquede  telles  l<^'ntalivcs  puissent  élrerai- 
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sonnfibles  avant  un  laps  de  temps  consicléralile. 
Car,  si  on  pouvait  espéier  d'y  parvenir,  ce  ne  pour- 
rait être,  sTjivniit  moi,  qu'en  rattachant  tous 
les  phénomènes  naturels  à  la  loi  positive  la 
plus ge'né raie  que  nous  connaissions  ,  la  loi  delà 
gravitation,  qui  lie  de'jà  tous  les  phénomènes  as- 
tronomiques à  une  partie  de  ceux  de  la  physique 
terrestre.  Laplacc  a  exposé  effectivement  one 
conception  par  laquelle  on  pourrait  ne  voir  (ians 
les  phénomènes  chimiques  que  de  simples  effets 
moléculaires  de  l'atlraction  newtonienne,  modi- 
fiée par  la  fii^ure  et  la  position  mutuelle  des  ato- 
mes. Mais,  outre  l'indétermination  dans  laquelle 
resterait  pTOhahlement  toujours  celle  conception, 
par  J'aLsence  des  données  essentielles  relatives  à  la 
constitution  intime  des  corps  ,  il  est  presque  cer- 
tain que  la  difltcultc  de  l'appliquer  serait  telle  , 
qu'on  serait  ohtigé  de  maintenir,  comme  artiB- 
cieUe ,  la  division  aujourd'hui  établie  comme  na- 
turelle entre  l'astronomie  et  la  chimie.  Aussi 
Ijiplace  n'a-t-il  présenté  celte  idéeqwe  comme  un 
simple  jeu  philosophique,  incapahic  d'exercei' 
réellement  aucune  influence  utile  sur  les  progrés 
de  la  science  chimique.  Il  y  a  plus,  d'ailleurs  ; 
car,  même  en  supposimt  vaincue  cette  insurnion- 
tablc  difficulté,  on  n'aurait  pas  encore  atteint  à 
l'unité  scientifique,  puisqu'il  faudrailcnsuite  ten- 
ter lie  rattachera  la  même  loi  l'eosemhledcsjAé- 
iiomènes  physiologiques  ;  ce  qui,  certes,  nesernit 
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pas  la  partie  la  moins  diflScile  de  Tenlreprise.  Et, 
néanmoins,  l'hypothèse  que  nous  venons  de  pai^ 
courir  serait,  tout  bien  considéré >  la  plus&yora» 
ble  à  cette  unité  si  désirée. 

Je  n'ai  pas  besoin  de  plus  grands  détails  jpour 
achever  de  convaincre  que  le  but  de  ce  coun 
n'est  nullement  de  présenter  tous  les  phénomène^ 
naturels  comme  étant  au  fond  identiques ,  sauf 
la  variété  des  circonstances.  La  philosophie  posir 
tive  seniit  sans  doute  plus  par&ite  s'il  pouvait  en 
être  ainsi*  Mais  cette  condition  n*est  nuUen^ent 
nécessaire  à  sa  fors^tion  systématique,  non  pluf 
qu'à  la  réalisation  des  grandes  et  heureuses  con^ 
séquences  que  nous  l'avons  vue  destinée  à  prcH 
duire.  Il  n'y  a  d'unité  indispensable  pour  cela  que 
l'imité  de  méthode,  laquelle  peut  et  doit  évidem- 
ment exister ,  et  se  trouve  déjà  établie  en  majeure 
partie.  Quant  à  la  doctrine ,  il  n'est  pas  néces- 
saire qu'elle  soit  une  ;  il  suffit  qu'elle  soit  homo- 
gène. C'est  donc  sous  le  douille  point  de  vue  de 
l'unité  des  méthodes  et  de  l'homogénéité  des  doc- 
trines que  nous  considérerons,  dans  ce  cours, 
les  différentes  classes  de  théories  positives.  Tout 
en  tendant  à  diminuer,  le  plus  possible ,  le  nom- 
bre d^.jfis  générales  nécessaires  à  l'explication 
positive  des  phénomènes  naturels,  ce  qui  est ,  en 
effet,  le  but  philosophique  de  la  science,  nous 
regarderons  comme  téméraire  d'aspirer  jamais , 
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^^L  même  pour  l'avenir  Le  plus  éloigné ,  ù  les  réduira 

^^H  rigoureusement  à  une  seule. 

^^^  J'ai  lente,  dans  ce  discours,  de  déterminer  , 

aussi  exactement  qu'il  a  été  en  mou  pouvoir,  le 
but,  l'esprit  el  l'influence  de  la  philosophie  po- 
sitive. J'ai  donc  marqué  le  terme  vers  lequel  ont 
toujours  tendu  et  tendront  sans  cesse  tons  mes 
travaux,  soitdans  ce  cours,  soil  de  loute  autre 
manière.  Personae  n'est  plus  profondément  con- 
vaincu que  moi  de  l'insurfisance  de  mes  forces 
inieltectuelles ,  fussenl-elles  même  très-supérieu- 
res à  leur  valeur  réelle,  pour  répondre  k  une 
tâche  aussi  vaste  et  aussi  élevée.  Mais  ce  qui  ne 
peut  être  fait  ni  par  un  seul  esprit,  ni  en  une 
seule  vie,  un  seul  peut  le  projwser  nettement. 
Telle  est  toute  mon  ambition. 

Ayant  exposé  le  véritable  but  de  ce  cours, 
c'est-à-dire  lise  le  point  de  vue  sous  lequel  je 
considérerai  les  diverses  br<inches  principales  de 
la  philosophie  naturelle,  je  compléterai,  dans  la 
leçon  prochaine,  ces  prolégomènes  généraux, 
en  passant  à  l'exposition  du  plan,  c'est-à-dire  à 
la  détermination  de  l'ordre  encyclopédique  qu'il 
convient  d'établir  entre  les  diverses  classes  des 
phénomènes  naturels ,  et  par  conséquent  ^enh-c  les 

^^_  sciences  positives  correspondantes. 
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StmtAiex.  Espodlion  du  plan  it  ce  coun ,  ou  eoniîd^ritîoiii 
)|teÀale*  nr  h  hiënrcbie  du  «jenn*  porilivK. 


Après  avoir  «iractërisé  aussi  exactement  que 
possible  ,  dans  la  leçon  précédente  ,  les  coosidé- 
rations  à  présenter  dans  ce  cours  sur  toutes  les 
branches  principales  de  la  philosophie  naturelle  , 
il  faut  déterminer  maintenant  le  plan  que  nous 
devons  suivre,  c'est-à-dire  ,  la  classification  ra- 
tionnelle la  plus  convenable  h  établir  entre  les 
différentes  sciences  positives  fondamentales,  pour 
les  étudier  successivement  sons  te  point  de  vue 
cnie  nous  avons  fixé.  Celte  seconde  discussion 
générale  est  indispensable  pour  achever  de  faire 
connaître  dès  l'origine  le  véritable  esprit  de  ce 
cours. 

On  conçoit  aisément  d'alwrd  qu'il  ne  s'agit 
pas  ici  de  faire  la  critique  ,  malheureusement 
trop  facile ,  des  nombreuses  classifications  qui 
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ont  été  proposas  successivement  depuis  deux 
siècles ,  pour  le  système  général  des  connaissances 
humaines ,  envisagé  dans  toute  son  étendue.  On. 
est  aujourd'hui  bien  convaincu  que  toutes  les 
échelles  encyclopédiques  construites  ,  comme 
celles  de  Bacon  et  de  d'Alembert ,  d'après  une 
distinction  quelconque  des  diverses  facultés  de 
l'esprit  humain  9  sont  par  cela  seul  radicalement 
vicieuses ,  même  quand  cette  distinction  n'est 
pas  y  comme  il  arrive  souvent ,  plus  subtile  que 
réelle  ;  car ,  dans  chacune  de  ses  sphères  d'acti- 
vité ,  notre  entendement  emploie  simultanément 
toutes  ses  facultés  principales.  Quant  à  toutes 
les  autres  classifications  proposées ,  il  suffira  d'ob- 
server que  les  difiérentes  discussions  élevées  à  ce 
sujet  ont  eu  pour  résultat  définitif  de  montrer 
dans  chacune  des  vices  fondamentaux ,  tellement 
qu'aucune  n'a  pu  obtenir  un  assentiment  una- 
nime ,  et  qu'il  existe  à  cet  ^ard  presqu'autant 
d'opinions  que  d'individus.  Ces  diverses  tenta- 
tives ont  même  été  ,  en  général ,  si  mal  conçues  , 
qu'il  en  est  résulté  involontairement  dans  la  plu- 
part des  bons  esprits  une  prévention  défavorable 
contre  toute  entreprise  de  ce  genre. 

Sans  nous  arrêter  davantage  sur  un  fait  si  biea 
constaté ,  il  est  plus  essentiel  d'en  rechercher  la 
cause.  Or  ,  on  peut  aisément  s'expliquer  la  pro- 
fonde imperfection  de  ces  tentatives  encyclopé- 
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diqoes,  si  souvent  renduvelc)cs  jusqu'ici.  Je  n'ai 
pas  besoin  de  faîice  observer  que  ,  depuis  le  dis- 
crédit général  dans  lequel  sont  tombés  les  travaus 
de  celte  nature  par  suite  du  peu  de  solidité  des 
premiers  projets  ^  ces  classifications  ne  sont  con- 
çues le  plus  souvent  que  par  des  esprits  pres- 
que entièrement  étrangers  à  la  connaissance  des 
objets  à  classer.  Sans  avoir  ^ard  à  cette  consi- 
dération personnelle,  il  en  est  une  beaucoup 
plus  importante  y  puisée  dans  la  nature  même  du 
sujet,  et  qui  montre  clairement  pourquoi  il  n'a 
pas  été  possible  jusqu'ici  de  s'élever  à  une  con- 
ception encyclopédique  véritablement  satisfai- 
sante. Elle  consiste  dans  le  défaut  d^homogcnéité 
qui  a  toujours  existé  jusqu  a  ces  derniers  temps 
entre  les  différentes  parties  du  système  intellec- 
tuel ,  les  unes  étant  successivement  devenues 
positives ,  tandis  que  les  autres  rcsLiient  théolo- 
giques ou  métaphysiques.  Dans  un  état  de  choses 
aussi  incohérent ,  il  était  évidemment  impossible 
d  établir  aucune  classification  rationnelle.  Com- 
ment parvenir  <\  disposer  ,  dans  un  système  uni- 
que ,  des  conceptions  aussi  profondément  con- 
tradictoires? c'est  une  difficulté  contre  laquelle 
sont  venus  échouer  nécessairement  tous  les 
classificateurs ,  sans  qu'aucun  l'ait  aperçue  dis- 
tinctement. Il  était  bien  sensible  néanmoins  , 
pour  quiconque  eût  bien  connu  la  véritable  si- 
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tnalion  de  1  esprit  liumaiii  ,  c(u'une  telle  entre- 
prise était  prématnrée  ,  et  qu'elle  ne  pourfail 
élre  tentée  avec  succès  que  lorsque  toutes  nos 
conceptions  principales  seraient  devenues  posi- 
tives. 

Celte  condition  fondamentale  pouvant  main- 
tenant être  regardée  comme  remplie,  d après  leé 
explications  données  dans  la  leçon  précédente  , 
il  est  dès  lors  possible  de  procéder  à  une  dispo- 
sition vraiment  rationnelle  et  durable  d'un  sys- 
tème dont  toutes  les  parties  sont  enfin  devenues  ' 
homogènes. 

IVun  autre  côté  ,  la  théorie  générale  des  classi- 
fications ,  établie  dans  ces  derniers  temps  par 
les  tiavaux  philosophiques  des  botanistes  et  de» 
zoologistes ,  permet  d'espérer  un  succès  réel 
dans  un  semblable  travail ,  en  nous  offrant  un 
guide  certain  par  le  vérrtable  principe  fonda- 
mental de  l'art  de  classer ,  qui  n'avait  jamais  été 
conçu  distinctement  jusqu'alors.  Ce  principe  est 
une  conséquence  nécessaire  de  la  seule  applica- 
tion directe  de  la  métliode  positive  a  la  questiou 
même  des  classifications  ,  qui  ,  comme  toute 
autre  ,  doit  être  traitée  par  observation,  au  lieu 
d'être  résolue  par  des  considérations  à  priorL  H 
consiste  en  ce  que  la  classification  doit  ressortir 
de  l'étude  mêaie  des  objets  à  classer,  et  être  dé- 
terminée par  les  affinités  réelles  et  l'enclxaîne- 
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ment  naturel  (qu'ils  prcsenlenl  y  de  lelic  sorte 
<|ue  celte  classification  soit  el]e-!rémc  l'expres- 
sion du  fait  le  plus  général  y  nianifcslé  par  la 
comparaison  approfondie  des  objets  quelle  cm- 
Lrassc. 

Appliquant  cette  règle  fondamentale  au  cas 
actuel  y  c'est  donc  d'après  la  dépendance  mutuelle 
qui  a  lieu  effectivement  entre  les  diverses  sciences 
{losilives  y  que  nous  devons  procéder  à  leur  clas- 
sification )  et  cette  dépendance^  pour  être  réelle, 
ue  peut  résulter  que  de  celle  des  phénomènes 
correspondaus* 

Mais  avant  d'exécuter ,  dans  un  tel  esprit  d'ob- 
servation ,  cette  importante  opération  encyclopé- 
dique ,  il  est  indispensable  ,  pour  ne  pas  nous 
égarer  daiis  un  travail  trop  étendu,  de  circon- 
scrire avec  plus  de  précision  que  nous  ne  l'avons 
fait  jusqu'ici  ;  le  sujet  propre  de  la  classification 
proposée. 

Tous  les  travaux  humains  sont,  ou  de  spé- 
culation ,  ou  d'action.  Ainsi  ,  la  division  la  plus 
générale  de  nos  connaissances  réelles  consiste  à 
les  distinguer  en  théoriques  et  pratiques.  Si  noiis 
considérons  d'abord  cette  première  division  ,  il 
est  e'vidcnt  que  c'est  seulement  des  connaissances 
théoriques  qu'il  doit  être  question  dans  un  cours 
de  la  nature  de  celui-ci  ;  car^  il  ne  s'agit  point 
d'observer  le  système  entier  des  notions  humaines, 
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mais  uniquement  celui  des  conceptions  fonda- 
mentales sur  les  divers  ordres  de  phénomènes  , 
(jui  fournissent  une  base  solide  à  toutes  nos  au- 
bes combinaisons  quelconques  ,  et  qui  ne  sont, 
à  leur  tour  ,  fondées  sur  aucun  système  intellec- 
tuel antécédent.  Or  ,  dans  un  tel  travail  ,  c'est 
la  spéculation  qu'il  faut  considérer,  et  non  l'ap- 
plication ,  si  ce  n'est  en  tant  que  celle-ci  peut 
éclaircir  la  première.  C'est  là  probablement  ce 
qu'entendait  Bacon  ,  quoique  fort  imparfaite- 
ment ,  par  celte  philosophie  premièi^e.  qu'il  indi- 
que comme  devant  être  extraite  de  l'ensemble  des 
sciences,  et  qui  a  été  si  diversement  et  toujours 
si  étrangement  conçue  par  les  métaphysiciens 
qui  ont  entrepris  de  commenter  sa  pensée. 

Sans  doute ,  quand  on  envisage  l'ensemble  com- 
plet des  tiavaux  de  tout  genre  de  l'espèce  hu- 
maine, ou  doit  concevoir  l'étude  de  la  nature 
comme  destinée  à  fournir  la  véritable  hase  ra- 
tionnelle de  l'action  de  l'homme  sur  la  nature, 
puisque  la  connaissance  des  lois  des  phénomènes, 
dont  le  résultat  constant  est  de  nous  les  faire  pré- 
voir, peut  seule  évidemment  nous  conduire, 
dans  la  vie  active,  à  les  modifier  à  notre  avan- 
tage les  uns  par  les  autres.  Nos  moyens  naturels 
et  directs  pour  agir  sur  les  corps  qui  nous  entou- 
rent sont  extrêmement  faibles,  et  tout-à-fait  dis- 
proportionnés à  nos  besoins.  Toutes  les  fois  que 


L. 


'■«XPOSTTIOW.  63 

nous  parvenons  Ji  exercer  une  grande  action ,  c'est 
seulement  parce  que  la  connaissance  des  lois  na- 
turelles nous  permet  d'introduire  prnii  les  circon- 
stances déterminées  sous  l'influence  destpielles 
s'accomplissent  les  divers  phénomènes ,  quelques 
ëléraens  modificateurs  ,  qui  ,  quelque  faibles 
qu'ils  soient  en  cus-mériiea,  suffisent,  dans  cer- 
lains  cas  ,  pour  faire  tourner  à  noire  satisfaction 
les  résultats  détinitifs  de  l'eusemble  des  causes 
cïtérîeures.  En  résume ,  science,  efoùprétvjrancei 
préçoyance,  trou  action  :  telle  est  la  formule 
Irès-simple  qui  exprime  ,  d'une  manière  exacte  , 
la  relation  générale  de  la  science  et  de  Varl ,  en 
prenant  ces  deux  expressions  dans  leur  acception 
_  totale. 

F- Mais,  inal^'é  l'importance  capitale  de  cette  re- 
,  qui  ne  doit  jamais  être  méconnue,  ce  se- 
rait se  former  des  sciences  une  idée  bien  impar- 
faite que  de  les  concevoir  seulement  comme  les 
bases  des  arts,  et  c'est  à  quoi  malheureusement 
I  n'est  que  trop  enclin  de  nos  jours.  Quels  que 
^Àiient  les  immenses  services  rendus  k  Vindustric 
pav  les  théories  scientifiques,  quoique,  suivant 
l'énergique  expression  de  Bacon ,  la  puissance  soit 
nécessairement  proportionnée  à  la  connaissance , 
filous  ne  devons  pas  oublier  que  les  sciences  ont , 
Jit  tout ,  une  destination  plus  directe  et  plus 
levée  ,  celle  de  satisfaire  au  besoin  fond;niiental 
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(}u  éprouve  notre  mteliigciioe  4e  couoaîtreles  loU 
des  [iheiiomènes.  Pour  sentir  combien  ce  besoiu 
est  profond  et  impérieux^  il  suffit  de  penser  un 
instant  aux  effets  physiologiques  de  Vétonnement^ 
et  de  considérer  que  la  sensation  la  plus  terriljlo 
que  nous  puissions  cprouyorest  celle  qui  se  pror 
duit  toutes  le^ fois  qu^n  phénomène  nous  sembla 
n'accomplir  contradictoirement  aux  )oi«nature))e(i 
qqi  nou^  sont  familières.  Ce  besoin  de  disposer  lec| 
faits  dans  un  ordre  que  nous  puissions  concevoir 
avec  facilité  (  ce  qni  est  1  objet  propre  de  toutes^ 
les  théories  scienti(|qujes  )  ^st  tel)eriient  inhérûP;! 
à  notre  organisation ,  que  ;  si  nous  ne  parveqtiQni^ 
YOls  à  le  satisfaire  par  des  conceptipns  positives.j 
nous  retournerions  inévitablement  aux  e^^plica-r 
lions  théologiqxics  et  métaphysiques  auxcpielles 
il  a  primitivi^ment  donné^n^is^ance^  compte  je 
VqX  expQso  (^an#  la  dernière  leçon.; 

J'ai  crjLi  devoir  signaler  expressément  dès  c0 
moment  une  considécation  qui  se  rcprodui^'A 
fréquemment  dans  toute  la  suite  de  ce.oaui:^<|,a(î^ 
d'indiquer  la  nécessité  de  se  préoumir  cai\ure  \f^ 
trop  grande  influence  des  habitude^  actuelles  qui 
tendent  à  emfiédier  qu'on  se  forme  des  idée^ 
justes  et  nobles  de  l'importance  et  doJa  destiiiar 
tien  des  sdenceB.  Si  la  puissance  prépondérante 
de  notre  prcimis^ition  ne  corrigeait  >  même  invplonr 
tairement^  dausr^|)ritdoai^vans,  ce  qu'il  y  a  fioii^ 
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ce  rapport  d*incom})let  et  d'élroit  clans  la  tcuduiico 
générale  de  notre  époque  ^  l'intelligcuce  humaine, 
réduite  à  ne  s'occuper  que  de  recherches  suscep* 
tihlcs  d'une  utilité  pratique  immédiate ,  se  Irouvc- 
rait  par  cela  seul ,  comme  l'a  très-  justement  re- 
marqué Condorcctf  tout -à -fait  arrêtée  dans  ses 
progrès,  njème  à  l'égard  de  ces  applications  aux- 
quelles on  aurait  imprudemment  sacrifié  les  tra-r 
vaux  purement  spéculatifs  ;  car,  les  applications 
les  plus  importantes  dérivent  consLiminenl  de 
théories  formées  daps  uao  jûmple  intention  scien- 
tifique, et  qui,  siouyeut  ont  été  cultivées  pen- 
dant plusieurs  siècles  sans  produire  aucun  résul- 
tat pratique.  On  en  jKîut  citer  un  exemple  hieu 
rcjuarquable  dans  les  belles  spcxulations  des  gép- 
mctres  grecs  sur  les  sections  coniques  ,  qui ,  après 
une  longue  suite  de  générations,  ont  servi,  eu 
déterminant  la  rénovation  de  l'astronomie ,  à  con- 
duire flualçnicnt  l'art  de  la  navigation  au  degré  de 
perfectionnement  qu'il  a  atteint  dans  ces  derniers 
tem}^,  et  auquel  il  ne  serait  jamajs  parvenu  sans 
les  travaux  si  purejuent  tliéoriqucs  d'Arcliimède 
et  d'Â{X)lloQius;  tellement  que  Coudorcet  a  pu 
dire  avec  raison  à  cet^ard  :  ce  le  matelot,  qu'une 
»  exacte  observation  de  la  longitude  préserve  du 
»  naufrage ,  doit  la  vie  à  une  théorie  conçue,  deux 
»  mille  ans  auparavant,  par  des  hommes  de  génie 
i>  ({ui  avaient  en  vue  de  sim[>les  s|)éculatioiis  géq^ 
]»  uiétriques.  » 
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Il  est  donc  évident  qu'après  avoir  coiii;u ,  d'une 
uinnièrc  jjénerale ,  rétude  de  ta  nature  comme  ser- 
vant de  base  raiionnellc  à  l'action  sur  la  nature, 
l'esprit  humain  doit  procéder  aux  recherches 
ihe'oriques,  en  faisant  complètement  ahstraction 
de  toute  considération  pratique  ;  car,  nos  moyens 
pour  découvrir  la  vérité  sont  tellement  faihles, 
que  si  nous  ne  les  concentrions  pas  exclusivement 
vers  ce  but,  et  si,  en  cherchant  la  vérité,  nous 
nous  imposions  en  même  temps  ta  condition  étran- 
gère d'y  trouver  une  utilité  pmlique  immédiate, 
il  nous  serait  presque  loujoms  impossible  d'y  par- 
venir. 

Quoi  qu'il  en  soit ,  il  est  certain  que  l'ensemble 
de  nos  connaissances  sur  la  nature,  et  celui  des 
procèdes  que  nous  en  déduisons  ponr  la  aiodilîer 
h  notre  avantage,  i'ormeut  deux  systèmes  essen- 
tiellement distincts  par  eux-mêmes,  qu'il  est  con- 
venable de  concevoir  et  de  cultiver  séparément. 
Eu  outre,  le  premier  système  ét:int  la  base  du 
second ,  c'est  évidemment  celui  qu'il  convient  de 
considérer  d'abord  dans  une  étudii  méthodique, 
même  quand  on  se  proposerait  d'embrasser  la  to- 
talité des  connaissiuiees  humaines ,  tant  d'applica- 
tion que  de  spéculation.  Ce  système  théorique  nie 
]>araît  devoir  constituer  exclusivement  aujour- 
d'hui le  sujet  d'un  cours  vraiment  rationnel  de 
philosophie  positive  :  e'est  ainsi  du  moins  que 
je  le  conçois.  Sans  doute,  il  serait  possible  d'ima- 
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giner  on  cours  pliis  étendu ,  portant  à  ta  fois  sur 
les  généralités  théoriques  et  sur  les  généralités 
pratiques.  Mais  je  ne  pense  pas  qu'une  telle  en- 
treprise, mi^mc  indépendamment  de  son  étendue, 
puisse  être  convenablement  tentée  dans  l'état  pré- 
sent de  l'esprit  humain.  Elle  me  semble ,  en 
effet,  exiger  pré.!lablement  un  travail  très-im- 
portant et  d'une  nature  toule  particulière,  qui 
n'a  pas  encore  été  fait,  celui  déformer,  d'après  les 
théories  scientifiques  proprement  dîtes  ,  les  con- 
ceptions spéciales  destinées  Jl  servir  de  hases  di- 
rectes aux  procédés  généraux  de  la  pratique. 

Au  degré  de  développeoient  déjà  atteint  par 
notre  intelligence,  ce  n'est  pas  immédiatement 
que  les  sciences  s'appliquent  aux  arts,  du  moins 
dans  les  cas  les  plus  parfaits;  il  existe  entre  ces 
deux  ordres  d'idées  un  ordre  moyen ,  qui ,  encore 
mal  déterminé  dans  son  caractère  philosophique, 
est  déjà  plus  sensible  quand  on  considère  la 
classe  sociale  qui  s'en  occupe  spécialcmeni. 
Entre  les  savans  propremcntdils  elles  directeurs 
effectifs  des  travaux  productifs  il  commence  \ 
se  former  de  nos  jours  imc  classe  iiilerniédraire  ■ 
celle  des  ingénieurs ,  dont  la  destination  spéciale 
est  d'organiser  les  relations  de  la  théorie  et  de  la 
pratique.  Sans  avoir  aucunement  en  vue  le  pro- 
grés des  connaissances  scientifiques ,  elle  les  con- 
«dère  dans  leur  état  présent  pOur  eu  déduire  les 
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applications  iudi^strielles  dont  elles  sont  suscep- 
tibles. Telle  est,  du  muins,  la  tendance  natu- 
relle des  choses,  quoiqu'il  y  ait  encore  à  cet 
égard  Lcaueoup  Je  confusion.  Le  coips  de  doc- 
trine propre  à  celte  classe  nouvelle,  et  qui  doit 
constitue!'  les  veriuibles  théories  directes  des  dil- 
fércns  arU^  pourrait,  sans  doulc,  donner  lieu  ù 
des  considérations  philosophiques  d'un  ^rand  in- 
térêt el  d'une  importance  i  éelle.  Mais ,  un  travail 
qui  les  embrasserait  conjointement  avec  celles 
foodées  sur  les  sciences  proprement  dites,  serait 
aujourd'hui  toui-à-fait  prématuré;  car,  ces  doc- 
trines intermédiaires  entre  la  ihéorie  pure  et  la 
pratique  directe  ne  sont  point  encore  formées  i  il 
n'eu  existe  jusqu'ici  j^ue  quelques  éleinens  impar- 
faits relatifs  aux  sciences  et  aux  arts  les  plus 
aviLQcés,  et  qui  permettent  seulement  de  conce- 
voir la  nature  cl  la  possibilité  de  scu'bl.ibles  Ira- 
vaux  pour  l'ensemble  des  opcralious  liumoincs. 
C'est  aiiisi,  pour  en  citer  ici  l'eiLeippIc  le  pins 
important,  qu'on  doit  envisager  la  belle  conci.'p- 
tion  de  .'\Ionge,  relativement  à  la  f^éométric  des- 
criptive ,  qui  n'est  réellement  nuire  chose  qu'une 
théorie  générale  des  arts  de  construction.  J'aurai 
soin  d'indiquer  successivement  Je  petit  nombre 
d'idées  analogues  déji  formées  et  de  l'aire  apprécier 
leur  importaucç,  à  mesure  que  le  tlévcloppemeut 
liatuifd.de  ce  qç.i^»  jious  j(»j^r^^tç^|i,^^^i6^t 


est  ciait  que  dos  conceptions  jusqu'îk  présent nussï 
incomplèloi  ne  doivent  point  cnlrer,  comme 
partie  essentielle ,  dans  un  cours  de  philosophie 
positive  qui  ne  doit  comprendre ,  autant  que  pos- 
sible, que  des  doctrines  ayant  un  caractère  lizc 
et  nettement  dëtcrminé. 

On  concevra  d'autant  miciix  la  difficulté  de 
constmire  ces  doctrines  intermédiaires  que  je 
viens  dludiquer,  si  l'on  considère  que  chaque 
art  dépend  non-seulement  d'nne  ceruine  science 
correspondante ,  mais  à  la  fois  de  plusieurs  ^  telle- 
ment qneles  arts  les  plus  importans  empruntent 
des  secours  directs  h  presque  toutes  les  diverses 
sciences  principales.  C'est  ainsi  que  la  véritable 
théorie  de  l'agriculture,  pour  me  borner  au  cas 
le  plus  essentiel,  exige  une  intime  combinaison 
de  connaissances  physiologiques  ,  chimiques  , 
physiques  et  même  astronomiques  et  maihéma- 
ihiques  :  il  en  est  de  même  des  beaux-arts.  On 
aperçoit  aisément ,  d'après  cette  considération  , 
pourquoi  ces  théories  n'ont  pu  encore  être  for- 
mées, puisqu'elles  supposent  le  développement 
préalable  de  toule<s  les  différentes  sciences  fon- 
damentales. II  en  résulte  également  un  nouveau 
motif  de  ne  pas  comprendre  un  tel  ordre  d'idées 
dans  un  cours  de  philosophie  positive,  puisque, 
loin  de  pouvoir  contribuer  à  la  formation  systo- 
niatiquc  de  cette  philosophie,  les  théories  gêné- 
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raies  propres  aux  différens  arts  principaux  doi* 
vent,  au  contraire ,  comme  nous  le  voyons,  être 
vraisemblablement  plus  tard  une  des  conséquences 
les  plus  utiles  de  sa  construction. 

£n  résume,  nous  ne  devons  donc  considérer 
dans  ce  cours  que  les  théories  scientifiques  et 
nullement  leurs  applications.  Mais  avant  de  pro- 
céder à  la  dassification  méthodique  de  ses  difie* 
rentes  parties,  il  me  reste  à  exposer,  relativement 
aux  sciences  proprement  dites,  une  distinction 
importante,  qui  achèvera  de  circonscrire  nette- 
ment le  sujet  propre  de  l'étude  que  nous  entre- 
prenons. 

Il  faut  distinguer ,  par  rapport  à  tous  les  ordres 
de  phénomènes,  deux  genres  de  sciences  natu- 
relles :  les  unes  abstraites ,  générales  ,  ont  pour 
objet  la  découverte  des  lois  qui  régissent  les  di- 
verses classes  de  phénomènes,  en  considérant  tous 
les  cas  qu'on  peut  concevoir;  les  autres  con- 
crètes, particulières,  descriptives,  et  qu'on  dé- 
signe quelquefois  sous  le  nom  de  sciences 
naturelles  proprement  dites,  consistent  dans  l'ap- 
plication de  ces  lois  à  l'histoire  effective  des  dif- 
férens êtres  existans.  Les  premières  sont  donc 
fondamentales ,  c'est  sur  elles  seulement  que  por- 
teront nos  études  dans  ce  cours;  les  autres, 
quelle  que  soit  leur  importance  propre ,  ne  sont 
réellement  que  secondaires ,  et  ne  doivent  point , 
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par  conséquent,  faire  partie  d'un  travail  que  son 
eïtréme  étendue  naturelle  nous  oblige  à  réduire 
au  moindre  développement  possible. 

La  distinction  précédente  ne  peut  présenter 
aucune  obscurité  aux  esprits  qui  ont  quelque 
connaissance  spéciale  des  différentes  sciences  po- 
sitives t  puisqu'elle  est  à  peu  prés  l'équivalent  de 
celle  qu'où  énonce  ordinairement  dans  presque 
tous  les  traites  scientifiques  eu  comparant  la  phy- 
sique dogmatique  à  l'histoire  naturelle  propre- 
ment dite.  Quelquesexemples  suffiront  d'ailleurs 
pour  rendre  sensible  celte  division ,  dont  l'im- 
portance n'est  pas  encore  convenablement  appré- 
ciée. 

On  pourra  d'abord  l'apercevoir  très-netlement 
en  comparant ,  d'une  part ,  ta  physiologie  géné- 
rale ,  et ,  d'une  autre  part,  la  zoologie  et  la  bo- 
tanique proprement  dites.  Ce  sont  évidemmentj 
en  effet,  deux  travaux  d'un  caractère  fort  dis- 
tinct, que  d'étudier,  en  général,  les  lois  de  la 
vie ,  ou  de  déterminer  le  mode  d'existence  de 
chaque  corps  vivant,  en  particulier.  Cette  se- 
conde étude ,  en  outre ,  est  nécessairement  fondée 
sur  la  première- 

Il  en  est  de  même  de  la  chimie ,  par  rapport  & 
i  minéralogie  ;  la  première  est  évidemment  la 
e  rationnelle  de  la  seconde.  Dans  la  chimie  , 
Jtp  considère  toutes  les   combinaisons  possibles 
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des  nioltîcoles  ^  et  dans  toutes  le»  circonstance! 

iiuaffinables;  dans  la  minéralogie ,  on  considère 
seulement  celles  de  ces  combinaisons  qui  se 
trouvent  réalisées  dans  la  constitution  eficetive 
du  globe  terrestre ,  et  bous  Tinduence  des  seules 
circonstances  qui  lui  sont  propres.  Cfi  qui  montra 
clairement  la  différence  du  jftoint  de  vue  chi' 
niique  et  du  point  de  vue  mrnéralogique  ,  quoi- 
que les  deux  sciences  portent  sur  les  mêmes 
objets ,  c'est  que  la  plupart  des  faits  envisagés 
dans  la  première  n'ont  qu'une  existence  arti- 
ficielle, de  telle  manière  qu'un  corps,  comme 
}e  chlore  on  le  potassium,  pourra  avoir  une  ex- 
trême importance  en  chimie  par  l'étendue  et  l'é- 
ncn;ic  de  ses  affinités  ,  tandis  qu'il  n'en  aura 
presque  aucune  en  minéralc^ié  ;  el  réciproque- 
ment, un  composé,  tel  que  le  granit  ou  le  quartz , 
sur  lequel  {torte  la  majeure  partie  des  considé^ 
rations  minéralogiques,  n'offrira ,  sous  le  rapport 
chimique  >  qu'un  intérêt  très-médiocre. 

Ce  qui  rend,  en  génwal ,  plus  sensible  encore 
lo  nécessité  logique  de  cette  distinction  fonda- 
mentale entre  les  deux  grandes  sections  de  la  phi^ 
losophie  nalurelle ,  c'est  que  non-seulement  cluC' 
f[ue  section  de  la  physique  concrète  suppose  la 
culture  préalable  de  la  section  correspondante  de 
le  physique  abstraite ,  mais  qu'elle  eifge  même 
la  connaissance  des  lois  générales  relaTivcs  à  tous 
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les  ordres  de  phénomènes.  Ainsi,  par  exemple, 
non  seulement  l'élude  spéciale  de  la  lerre  ,  con- 
«dérëe  sous  tous  les  points  de  vue  qu'elle  peut 
présenter  cffectivemeut  ,  exige  la  tonuaissance 
préalable  de  la  physique  et  de  la  chimie  ,  mais 
elle  ne  peut  être  faile  convenablement,  sans  y 
introduire,  d'une  pari,  les  connaissances  astro- 
nomiques, et  même  ,  d'une  autre  part ,  les  con- 
naissances physiologiques  ;  en  softe  qu'elle  tient 
au  syslème  entier  des  sciences  fondamentales.  Il 
en  est  de  même  de  chacune  des  sciences  iiaïu- 
rclles  proprement  dites.  C'est  précisément  pour 
ce  motif  que  la  physique  conci-èle  a  fait  jusqu'à 
présent  si  peu  de  progrès  réels,  car  elle  n'a  pu 
conmiencer  à  être  cludiée  d'une  manière  vraiment 
rationnelle  qu'après  la  physique  abstraite ,  et 
lorsque  toutes  les  diverses  Lranches  principales 
de  celle-ci  ont  pris  leur  caraclère  définitif,  ce 
qui  n'a  eu  lieu  que  de  nos  jours.  Jusqu'alors  on 
n'a  pu  recueillir  à  ce  sujet  que  des  matériaux 
plus  ou  moins  incohérens ,  qui  sont  même  encore 
fort  incomplets.  Les  faits  connus  ne  pourront  èlrc 
cDordoiincs  de  manière  à  former  de  véritables 
théories  spéciales  des  différens  êtres  de  l'univers, 
que  lorsque  la  distinction  fondamentale  rappelée 
ci-dessus  ,  sera  plus  profondément  sentie  et  plus 
rcj;uliè renient  organisée  ,  et  que  ,  par  suite , 
les  savans  particulièrement  livres  à  l'étude  des 
TOME  I.  6 
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sciences  naturelles  proprement  dilcs,  auront  re- 
connu )a  nécessite  de  fonder  leurs  recherches 
.^ur  une  connaissance  approfondie  de  toutes  les 
sciences  fondamentales ,  condition  qui  est  encore 
aujourd'hui  fort  loin  d'être  convcuahlement 
remplie. 

L'examen  de  celle  cond  tion  confirme  neile- 
raent  pourquoi  nous  devons,  dans  ce  cours  de 
philosophie  positive,  réduire  nos  considérations 
à  l'élude  des  sciences  générales  ,  sans  embrasser 
en  même  temps  les  sciences  descriptives  ou  parti- 
culières. On  voit  naître  ici ,  en  ctTet ,  une  nou- 
velle propriété  essentielle  de  cette  élude  propre 
des  généralités  de  la  physique  abstraite;  c'est  de 
fournir  la  base  rationnelle  d'une  physique  con- 
crèlc  vraimen'l  systématique.  Ainsi,  dans  l'état 
présent  de  l'esprit  bumain,  il  y  aurait  une  sorte 
de  conlradiclion  h  vouloir  réunir,  dans  un  seul 
(!t  même  cours,  les  deux  ordres  de  sciences.  On 
peut  dire,  déplus,  que  quand  même  la  physique 
concrèle  aurait  déjà  atteint  le  degré  de  perfection- 
nement de  la  physique  abstraite,  et  que,  par 
suite,  il  serait  possible  ,  dans  un  cours  de  philo- 
sophie positive ,  d'embrasser  à  la  fois  l'une  et  l'au- 
tre ,  il  n'en  faudrait  pas  moins  évidemment  com- 
mencer par  la  section  abstraite,  qui  restera  la 
base  invariable  de  l'autre.  Il  est  clair,  d'ailleurs, 
que  la   seule  élude   des   généralités  des  sciences 
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rundamcnuiles,  osl  assez  vaste  par  elle-même, 
jiour  qu'il  importe  d'en  ecarUtr,  niitanl  que  po»H 
Lie,  loutcs  les  eonsltWalious  qui  itc  sont  pas 
indispensables;  or,  celles  relatives  aux  sciences 
secondaires  seront  toujouis,  quoi  qu'il  arrive, 
d'un  genre  disiincl.  La  philosophie  des  sciences 
fondamentales,  présentant  un  système  de  concep- 
tions positives  sur  tous  nos  oitlres  de  connaissan- 
ces réelles,  suffit,  par  cela  m^rae,  pour  consti- 
luer  celle  philosophie  pianière  que  cherchait 
Bacon  ,  et  qui  c'ianl  destinée  à  servir  désormais  de 
hase  permanente  à  toutes  les  spéculations  hu- 
maines, doit  être  soigneusemcnl  réduite  à  la  plos 
simple  expression  possiblu. 

Js  n'ai  pas  besoin  d'insister  davantage  en  ce  mo- 
ment sur  une  telle  discussion,  que  j'aurai  natu- 
rellement plusieurs  occasions  de  reproduire  dans 
les  diverses  parties  de  ce  cours.  L'explication  pré- 
cédente est  assez  développée  pour  motiver  k  ma- 
nière dont  j'ai  circonscrit  le  sujet,  généiol  de  dos 
considérations. 

Ainsi ,  en  résultat  de  lout  ce  qui  vient  d'être 
exposé  dans  celte  leçon ,  nous  voyons  :  i'  que  la 
science  humaine  se  composant,  dtins  son  eJisem'- 
ble  ,  lie  connaissances  spéculatives  et  de  connais- 
sances d'application ,  c'est  seulement  des  premières 
«lUe  nous  devons  nous  occuper  ici;  3"  que  les 

K naissances  titcoriques  ou  les  sciences  propre- 
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ixiduisant  alors  à  étudier  succcsâÎTement ,  dans 
l'ordre  chronolùgique ,  les  divers  ouvrages  oiigi- 
ii.iu\  qui  ont  contribué  aux  progrès  de  la  science. 
Le  moile  dogmatique,  supposant  au  contraire, 
([lie  tous  CCS  travaux  lurticiiliera  ont  été  relondus 
ca  un  système  gônéral ,  pour  être  présentes  sui- 
vant un  ordre  logique  plus  naturel  ,  n'est  appli- 
cable qu'à  une  science  déjà  parvenue  à  un  assez 
haut  degré  de  développement.  Mais,  à  niesui-e 
que  la  science  fait  des  progrès,  l'ordre  historique 
d'exposition  devient  de  plus  en  plus  iuipra  il  cable, 
j)ar  ta  trop  longue  suite  d'intermédiaires  qu'il 
obligerait  l'esprit  à  parcourir;  tandis  que  l'ordre 
dogmatique  devient  de  plus  en  plus  possible^ 
en  même  temps  que  nécessaire ,  parce  que  de 
nouvelles  conceptions  permettent  de  présentei- 
lesdécouvertes  antérieures  sous  un  point  de  vue 
jJ«d  direct. 

C'est  ainsi ,  par  exemple ,  que  l'éducation-  d'un 
géomètre  de  l'antiquité  consistait  simplement 
dons  l'étude  successive  du  très-petit  nombre  de 
traités  originaux  produits  JTisqu'alors  sur  les  di- 
%'erses  parties  de  la  géométrie  ,  ce  qui  se  rédui- 
sait esseu licitement  aux  écrits  d'Arcbimède  et 
d'Apollonius  ;  tandis  que,  au  contraire  ,  un  géo- 
mètre moderne  a  Gonimunémeiit  terminé  sou 
éducation,  sans  avoir  la  un  sctd  ouvrage  original, 
xccpté  relalivomcnt    aux    dccouvcrtcs   les  plus 
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rèoentcf , .  qu'on  ne  peut  cooaaltre  '  que  par  ce 
JDOjreii. 

L«  tenàance  conatante  de  l'esprit  humain, 
qniAt  &  l'eipoaition  des  coanaissattces,  est  donc 
de  sobstitoer  de  fJus  en  plus  À  l'ordre  historique 
l'ordre  dogmatique ,  qui  peut  seul  convenir  i  l'é-^ 
tat'  perfectionné  de  notre  inlelligeoce. 

Le  proU^me  général  de  l'éducation  intellec- 
tadle  consiste  i  faire  parvenir,  en  peu  d'aimécSj 
un  aeul  entendement,  le  plus  souvent,  médiocre, 
an  m&ne  point  de  développement  qui  a  été  at- 
teint, dans  une  longue  suite  de  siècles ,  par  un 
grand  nombre  de  génies  supérieurs  appliquant 
successivemeot ,  pendant  leur  vie  entière,  toutes 
leurs  forces  à  l'étude  d'un  même  sujet.  T)  est  clair, 
diaprés  cela,  que,  quoiqu'il  soit  iiiGiiiment  plus 
facile  et  plus  court  d'apprendre  que  d'inventer, 
il  serait  certainement  impossible  d'atteindre  le  but 
proposé,  si  l'on  voulait  assujétir  chaque  esprit 
individuel  h  passer  successsivemeni  par  les  mêmes 
intermédiaires  qu'a  dû  suivre  nécessairement  le 
génie  collectif  de  l'espèce  humaine.  De  là ,  l'in- 
dispensable besoin  de  l'ordre  dc^pnatique ,  qui  est 
surtout  si  sensible  aujourd'hui  pour  les  sciences 
les  plus  avancées ,  dont  le  mode  ordinaire  d'expo- 
sition ne  présente  plus  presqu'aucune  trace  de  la 
filiation  efieclive  de  leurs  détails. 

Il  faut,  néanmoins,  ajouter,  pour  prévenir 
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toute  exagération,  cpie  tout  mode  réel 
tion  est ,  inévitablement^  une  certaine  combinai- 
son de  Tordre  dogmatique  avec  l'ordre  historique , 
dans  laquelle  seulement  le  premier  doit  dominer 
constamment  et  de  plus  en  plu^  L'ordre  dogma- 
tique ne  peut,  en  effet,  être  suivi  d'une  manière 
tout-à-fait  rigoureuse;  car,  par  cela  même  qu'il 
exige  une  nouvelle  élaboration  des  connaissances 
acquises,  il  n'est  point  applicable,  à  chaque 
époque  de  la  science,  aux  parties  récemment 
formées,  dont  l'étude  ne  comporte  qu'un  ordre 
essentiellement  historique,  lequel  ne  présente 
pas,  d'ailleurs,  dans  ce  cas,  les  inconvéniens 
principaux  qui  le  font  rejeter  en  général. 

La  seule  imperfection  fondamentale  qu'on 
pourrait  reprocher  au  mode  dogmatique ,  c'est  de 
laisser  ignorer  la  manière  dont  se  sont  formées 
les  diverses  connaissances  humaines,  ce  qui, 
quoique  distinct  de  l'acquisition  même  de  ces 
connaissances,  est,  en  soi,  du  plus  haut  intérêt 
pour  tout  esprit  philosophique.  Cette  considé- 
ration aurait,  à  mes  yeux,  beaucoup  de  poids, 
si  elle  était  réellement  un  motif  en  faveur  de 
l'ordre  historique.  Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'il 
n'y  a  qu'une  relation  apparente  entre  étudier  une 
science  en  suivant  le  mode  dit  historique ^  et  con-* 
naître  véritablement  l'histoire  effective  de  cette 
science. 
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En  effet ,  non  seulement  les  diverses  parties  de 
chaque  science ,  qu'on  est  conduit  à  séparer  dans 
l'ordre  dogmatique  y  se  sont,  en  réalité ,  déve- 
loppées simultanément  et  sous  l'influence  les  unes 
des  autres ,  ce  qui  tendrait  à  faire  préférer  l'ordre 
historique  :  mais  en  considérant  »  dans  son 
ensemble^  le  développement  effectif  de  l'esprit 
humain  y  on  voit  de  plus  que  les  différentes 
sciences  ont  été,  dans  le  fait,  perfectionnées  en 
même  temps  et  mutuellement;  on  voit  même 
que  les  pr(^ès  des  sciences  et  ceux  des  arts  ont 
dépendu  les  uns  des  autres ,  par  d'innombrables 
influences  réciproques ,  et  enfin  que  tous  ont  été 
étroitement  liés  au  développement  général  de  la 
société  humaine.  Ce  vaste  enchaînement  est  tel' 
lement  réel  que  souvent,  pour  concevoir  la  géné- 
ration effective  d'une  théorie  scientifique,  lesprit 
est  conduit  à  considérer  le  perfectionnement  de 
quelque  art  qui  n'a  avec  elle  aucune  liaison  ra- 
tionnelle ,  ou  même  quelque  progrès  particulier 
dans  l'organisation  sociale^  sans  lequel  cette  dé- 
couverte n'eût  pu  avoir  lieu.  Nous  en  verrons 
dans  la  suite  de  nombreux  exemples.  Il  résulte 
donc  delà  que  l'on  ne  peut  connaître  la  véritable 
histoire  de  chaque  science,  c'est-à-dire,  la  for- 
mation réelle  des  découvertes  dont  elle  se  com- 
pose, qu'en  étudiant,  d'une  manière  générale  et 
directe,  Thisloirc  de  rhuninnitc.  GVst  iiounpioi 
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lous  los  (]ocuiiiciis  rcciiGillis  jusqu'ici  sur  lliis-' 
toirc  des  malliématiqiies ,  do  l'aslronomie  ,  de  la 
médecine,  etc.,  ([iielque  précieux  qu'ils  soient,  ne 
peuvent  èlrc  regartlés  que  comme  des  malériaux. 

Le  prétendu  ordre  historique  d'exposition , 
même  quand  îl  pourrait  être  suivi  rigoureusement 
pour  les  détails  de  chaque  science  en  particulier, 
serait  déjà  purement  hyotliétique  et  ahstiait  sous 
le  rapport  le  plus  important  ,  en  ce  qu'il  considé- 
rerait le  développement  de  celle  science  comme 
isolé.  Bien  loin  de  mettre  en  évidence  la  vérita- 
ble histoire  de  la  science,  il  tendrait  à  en  faire 
concevoir  une;  opinion  Irès-fausse. 

Ainsi,  nous  sommes  certainement  convaincus 
que  la  conuaissance  de  l'histoire  des  sciences  est 
de  la  plus  haute  importance.  Je  pense  même 
qu'on  ne  connaît  pas  complètement  une  science 
tant  qu'on  n'eu  sait  pas  l'histoire.  Mais  celle  étude 
doit  être  conçue  comme  entièrement  séparée  de 
l'étude  propre  et  dogmatique  de  la  science,  sans 
laquelle  même  cette  histoire  ne  serait  pas  intpJli- 
gible.  Nous  considérerons  donc  avec  beaucoup  do 
soin  l'histoire  léelle  des  sciences  fondamcnlates 
qui  vont  être  le  sujet  de  nos  méditations  j  mais 
ce  sera  seulement  dans  la  dernière  partie  de  ce 
cours  y  celle  relative  i  l'étude  des  phénomènes  so- 
ciaux, en  traitant  du  développement  général  de 
J'humanite,  dont  l'histoire  des  sciences  constitue 
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)a  partie  la  plus  importante  ,  i^uotcpic  jn.srju'ici  la 
plus  négligée.  Dans  l'ëtude  de  chaque  science ,  les 
considérations  historiques  incidentes  qui  pour- 
ront se  présenter,  auront  un  caractère  nettement 
distinct,  de  manière  à  ne  pas  altérer  la  nature 
propre  de  notre  travail  principal. 

la  discussion  prece'denle  ,  qui  doit  d'ailleurs , 
comme  on  le  voit ,  être  spe'cialement  développée 
plus  tard  ,  tend  i  préciser  davantage ,  en  le  pré- 
sentant sous  un  nouveau  poi  nt  de  vue ,  le  vérita- 
ble esprit  de  ce  cours.  Mais,  surtout,  il  en 
résulte,  relativement  à  la  question  actuelle,  la  dé- 
termination exacte  des  conditions  qu'on  doit  s'im- 
poser et  qu'on  peut  justeuient  espérer  Je  remplir 
dans  la  construction  d'une  échelle  encyclopédi- 
que des  diverses  sciences  fondamentales. 

Ou  voit ,  en  effet .  que ,  quelque  parfaite  qu'on 
pût  la  supposer,  cette  classification  ne  saurait  ja- 
mais être  rigoureusement  conforme  5  l'enchaîne- 
ment historique  des  sciences.  Quoi  qu'on  fasse, 
on  ne  peut  éviter  enlièrcment  de  présenter, 
comme  antérieure  telle  science  qui  aura  ccpen- 
dani  besoin  ,  sous  quelques  rapports  particuliers 
plus  ou  moins  importans,  d'emprunter  des  no- 
tions k  une  autre  science  classée  dans  un  rang 
postérieur.  Il  faut  tâcher  seulement  qu'un  tel  in- 
convénient n'ait  lieu  relativement  aux  concep- 
tions   caractéristiques   de    chaque    science ,  car 
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alors  la  ciâssificatioa  serait  tout-à-fait  vicieuse.^ 
Ainsi ,  par  c&emple  i  il  me  semble  incontesla-^ 
ble  que  9  dans  le  système  général  des  sciences  i 
l'astronomie  doit  être  placée  avant  la  physique 
proprement  dite^  et  néanmoins  plusieurs  bran- 
ches de  celle-ci 9  surtout  loptique,  sont  indis- 
jiensables  à  l'exposition  complète  de  la  première. 
De  tels  défauts  secondaires  >  qui  sont  stricte- 
ment inévitables  9  ne  sauraient  prévaloir  contre 
une  ckssificatiou,  qui  remplirait  d'ailleurs  con- 
venablement les  conditions  principales.  Ils  tien- 
nent à  ce  qu'il  y  a  nécessairement  d'artificiel  dans 
notre  division  du  travail  intellectuel* 

Néanmoins  y  quoique,  d'après  les  explications- 
précédentes  y  nous  ne  devions  pas  prendre  l'ordre 
historique  pour  base  de  notre  classification ,  je  ne 
dois  pas  nq;liger  d'indiquer  d'avance ,  comme  une 
propriété  essentielle  de  l'échelle  encyclopédique 
que  je  vais  proposer,  sa  conformité  générale  avec 
l'ensemble  de  l'histoire  scientifique ren  ce  sens, 
que,  malgré  la  simultanéité  réelle  et  continue  du 
développement  des  différentes  sciences,  celles  qui 
seront  classées  comme  antérieures  seront,  en  ef- 
fet ,  plus  anciennes  et  constamment  plus  avancées 
que  celles  présentées  comme  postérieures.  C'est  ce 
qui  doit  avoir  lieu  inévitablement  si ,  en  réalité  , 
nous  prenons ,  comme  cela  doit  être ,  pour  prin- 
cipe de  classification ,  l'enchainemeat  logique  na- 
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turd  des  diverses-sciences ^  le  point  de  départ  de 
l'espèce  ayant  dû  nécessairement  être  le  même 
que  celui  de  l'individu. 

Pour  achever  de  déterminer  avec  toute  la  prë- 
xïision  possible  la  difficulté  exacte  de  la  question 
encyclopédique  que  nous  avons  à  résoudre  y  je 
crois  utile  d'inti'oduire  une  considération  mathé- 
matique fort  simple  qui  résumera  rigoureuse- 
ment l'ensemble  des  raisonnemens  exposés  jus- 
qu'ici dans  cette  leçon.  Voici  en  quoi  elle  consiste. 

Nous  nousproiiosons  de  classer  les  sciences  fon- 
damentales. Or  j  nous  verrons  bientôt  que  y  tout, 
bien  considéré,  il  n'est  pas  possible  d'en  distin- 
guer moins  de  six  ;  la  plupart  des  savans  en  ad- 
mettraient même  vraisemblablement  un  plus 
grand  nombre.  Cela  posé,  on  sait  que  six  objets 
comportent  720  dispositions  différentes.  \jqs 
sciences  fondamentales  pourraient  donc  don- 
ner lieu  à  720  classifications  distinctes  ^  parmi 
lesquelles  il  s'agit  de  choisir  la  clnssiiication 
nécessairement  unique/  qui  satisfait  le  mieux 
aux  principales  conditions  du  problème.  On  voit 
que  ,  malgré  le  grand  nombre  d'échelles  encyclo- 
pédiques successivement  proposées  jusqua  pré- 
sent y  la  discussion  n'a  porté  encore  que  sur  une 
bien  faible  partie  des  dispositions  possibles  ; 
et  néanmoins,  je  crois  pouvoir  dire  sans  exagé- 
ration   qu'en   examinant   chacune  de  ces   720 
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classifications  ,  il  n'en  serait  pciU  -élre  pas 
nue  seule  co  faveur  de  laquelle  on  ne  pût  faire 
valoii-  qiieltjues  motifs  pkusibles;  car,  ea  obser- 
vant les  diverses  dispositions  qui  ont  etc  effecti- 
vement proposées,  OH  remarque  entre  elles  les  plus 
extrêmes  différences;  les  sciences  qui  sont  placées 
par  les  uns  à  la  tête  du  système  encyclopédique, 
étant  renvoyées  par  d'autres  à  l'extrémité  oppo- 
sée, et  réciproquement.  C'est  donc  dans  ce  choix 
d'un  seul  ordre  vraiment  rationnel ,  parmi  le  nom- 
bre irès-considérablu  des  systèmes  possibles ,  que 
consiste  la  difficulté  précise  de  la  question  que 
nous  avons  posée. 

Abordant  maintenant  d'une  manière  directe 
cette  grande  qnestion ,  rappelons -nuUs  d'abord 
que  pour  obtenir  une  classilication  naturelle  et  po- 
sitive des  sciences  fondamentales,  c'est  dans  la 
comparaison  des  divers  ordres  de  phénomènes 
dont  elles  ont  pour  olijet  de  découvrir  les  lois 
que  nous  devons  en  chercher  le  principe.  Ce  que 
nous  voulons  déterminer,  c'est  la  déf>endauce 
réelle  des  diverses  éludes  scientifiques.  Or,  cette 
dépendance  ne  peut  résulter  que  de  celle  des 
phénomènes  eorrespondaiis. 

En  considérant  sons  ce  point  de  vue  lous  les 
j)hénomènrs  observables,   nous  allons  voir  qu'il 
est  possible  de  les  classer  en  un  petit  nombre  de 
tégorics  naturelles,  disposées  d'une  Iclie  ma- 
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nière  »  que  l'élude  rationnelle  de  chaque  caU^o- 
rie  soit  fondée  sur  la  counaissance  de»  lois  prin- 
cipales de  la  cal^orie  précédente,  et  devienne  le 
fondement  de  1  étude  de  la  suivante.  Cet  ordre  est 
déterminé  par  le  degré  de  simplicité  ,  ou,  ce  qui 
revient  au  même  ^  par  le  degré  de  généralité  défi 
phénomènes^  d'où  résulte  leur  dépendance  suc* 
cessive,  et,  en  conséquence^  la  facilité  plus  ou 
moins  grande  de  leur  étude. 

Il  est  clair ,  en  effet,  à  priori ,  que  les  phéno^ 
mènes  les  plus  simples,  ceux  qui  se  compliquent 
le  moins  des  autres ,  sont  nécessairement  aussi  les 
plus  généraux  ;  car,  ce  qui  s'observe  dans  le  plus 
grand  nombre  de  cas  est^  par  cela  même,  dégagé 
le  plus  possible  des  circonstances  propres  à  cha- 
que cas  sépare.  C'est  donc  par  l'étude  des  phé- 
nomènes les  plus  généraux  ou  les  plus  simples 
qu'il  faut  commencer,  en  procédant  ensuite  suc- 
cessivement jusqu'aux  phénomènes  les  plus  parti- 
culiers ou  les  plus  compliqués,  si  l'on  veut  con- 
cevoir la  |.)]iiIosophie  naturelle  d'une  manière 
vraiment  méthodique;  car,  cet  ordre  de  généra- 
lité ou  de  simplicité  déterminant  nécessairement 
l'enchaînement  rationnel  des  diverses  sciences 
fondamentales  par  la  dépendance  successive  do 
leurs  phénomènes,  fixe  ainsi  leur  degré  de  faci- 
lilé. 

En  même  temps,  par  line  considération  auxî« 
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lîaire  que  je  crois  important  de  noter  ici,  et  qui 
converge  exactement  avec  toutes  les  précédentes, 
les  phénomènes  les  plus  généraux  ou  les  plus  sim- 
ples se  trouvant  nécessairement  les  plus  étrangers  h 
l'homme,  doivent,  par  cela  même,  être  étudies 
dans  une  disposition  d'esprit  plus  calme ,  plus  ra*^ 
tionnelle,  ce  qui  constitue  un  nouveau  motif 
pour  que  les  sciences  correspondantes  se  dévelop- 
pent plus  rapidement* 

Ayant  ainsi  indiqué  la  règle  fondamentale  qui 
doit  présider  à  la  ciassification  des  sciences^  je 
puis  passer  immédiatement  à  la  construclion  de 
l'échelle  encyG]opé«iique  d'après  laquelle  le  plan 
de  ce  cours  doit  être  déterminé,  et  que  chacun 
pourra  aisément  apprécier  à  l'aide  des  considéra- 
tions précédentes. 

Une  première  contemplation  de  l'ensemble  des 
phénomènes  naturels  nous  porte  h  les  diviser 
d'aboitl,  conformément  au  principe  que  nous  ve- 
nons d  établir,  en  deux  grandes  classes  principales, 
la  première  comprenant  tous  les  phénomènes  des 
corps  bruts ,  la  seconde  tous  ceux  des  corps  or- 
ganisés. 

Qes  derniers  sont  évidemment,  en  effet ,  plus 
compliqués  et  plus  particuliers  que  les  autres  ;  ils 
dépendent  des  précédens,  qui,  au  contraire, 
n'en  dépendent  nullement.  De  là  la  nécessité  de 
n'étudier  les  phénomènes  physiologiqnes  qu'après 
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ceui   des  coips   inorganiques.   De   (|aelque  ma- 
nière (jil'on  explique  les  différences  de  ces  deux 
sortes  d'élres,  il  est  certain  qn'on  observe  dans 
les  eorps  vivans  tous  les  phénomènes,  soit  mé- 
raniqucs,  soit  chJmiqnes ,  qui  ont  lieu  dans  les 
corps  bnils,  plus  un  ordre  tout  spécial  de  phé- 
nomènes,    les  phénomènes   vitaux   proprement 
dits,  ceux  qui  tiennent  à    V organisation.   Il  ne 
'agit  pas  ici  d'examiner  si  les  deux   classes  de 
trps  sont  ou  ne  sont  pas  de  la  même  miUire, 
tfestion  insoluble  qu'on  agite  encore  beaucoup 
*1fop  de  nos  jours ,  par  un  reste  d'influence  des 
habitudes  théologiqnes   et   métaphysiques;    une 
telle  question  n'est  pas  du  domaine  de  la  philoso- 
,ie  positive,  qui  fait  formellement  profession 
ignorer  absolument  la  n/tlitre  intime  d'un  corps 
lelcouque.  Mais  il  n'est  Dullemcnt  indispensable 
;le  considérer  les  corps  krùls  et  les  corps  vivans 
comme  étant  d'une  nature  essentiellement  diffé- 
itC  pour  reconnaître  la  nécessité  de  la  sépara- 
de  leurs  éludes, 
ians  doute ,  les  idées  ne  sont  pas-cncore  sulH- 
Hicnt  ilx<îes  sur  la  manière  générale  de  con- 
lïr  les  phénomènes  des  corps  vivans.  Mais, 
lelqvie  piirli  qu'on  puisse  prendre  à  cet  égard 
te  lies  progrès  ultérieurs  de  la  philosophie 
iturelle,  la  classiGcalion  que  nous  établissons 
saurait  éh-e  aucunement  affectée.  Un  effet, 
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regardât-on  comme  dilmonUé ,  ce  cjue  pcrmel  ii 
peine  d'enlrevoir  l'état  présent  de  la  physiologie , 
que  les  phénomènes  pliysiologiques  sont  toujours 
desimpies  phénom^QCs mécaniques,  électriques  et 
chimiques,  modifies  pr  la  sUucture  et  la  com- 
position propres  aux  corps  organisés,  notre  divi- 
sion fondamentale  n'en  subsisterait  pas  moins. 
Car  il  reste  toujours  vrai,  même  dans  cette  hy- 
pothèse, que  les  phénoraèues  généraux  doivent 
être  étudiés  avant  de  procéder  à  l'examen  des 
modifications  spéciales  tp'ils  éprouvent  dans  cer- 
tains êtres  de  l'univers,  par  suite  d'une  disposition 
particulière  des  mulécuU's.  Ainsi,  la  division,  qui 
est  aujourd'hui  fondée  dans  la  plupart  des  esprits 
éclairés  sur  la  diversité  des  lois,  est  de  nature  à 
se  maintenir  indéfiniment  L  cause  de  la  subordi- 
nation des  phénomènes  et  par  suite  des  études  , 
quelque  rapprochemeul  qu'on  puisse  jamais  éta- 
blir solidement  entre  les  deu\  classes  de  corps. 

Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  développer,  dans  ses 
diverses  parties  essentielles,  la  comparaison  géné- 
rale entre  les  corps  bruts  et  les  corps  vivans  ,  qui 
sera  le  sujet  spécial  d'un  examen  approfondi  dans 
la  section  physiologique  de  ce  cours.  Il  sulïït , 
quant.\  présent,  d'avoir  reconnu, en  principe,  la 
nécessité  logique  de  séparer  la  science  relative 
aux  premiers  de  celle  relative  aux  seconds ,  et  de 
ne  procéder  à  l'élude  de  la  jiltjsiiftii-  organique 
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ttapi'ès  avoir  étaMi  lea  lois  générales  de  la  ftJt}-- 
sUjùii  hi'ii-^aniijuc. 

Passons  mainteoanl  à  la  dëterjiiÎDatiou  ,de  la 
ious  -  division  princijMilc  dont  est  susceptible , 
d'après  la  même  rcylt ,  chacuiiti  de  ces  deux 
grandes  moitiés  de  la  philosophie  naturelle. 

Pour  la  phjsique  inorganique ,  nous  voyons 
d'abord,  en  nous  conformant  toujours  à  l'ordre 
de  généralité  et  de  dépendance  des  phL^uomènesT 
rju'elle  doit  être  partagée  en  deux  sections  dis- 
tinctes ,  suivant  qu'elle  considèie  les  phéno- 
mènes  généraux  de  l'univers ,  ou  ,  en  particulier , 
ceux  que  présentent  les  corps  terrestres.  D'où  la 
physique  céleste ,  ou  l'astronomie  .  soit  géomé- 
trique, soit  mécanique;  et  la  physique  terrestre. 
La  nécessité  de  celte  division  est  exactement 
semblable  à  celle  de  la  précédente. 

Les  phénomènes  astronomiques  étantJes  plusigé- 
néraux,  les  plus  simples,  les  plus  abstraits  de  tous, 
c'est  évidemment  par  leur  étude  quedoitcommen- 
cer  la  philosophie  naturelle ,  puisque  les  lois  aux- 
quelles ils  sou  tassujélis  influent  sur  celles  de  tous 
les  autres  phénomènes,  dootelles-mèmcssont,  au 
contraire,  essentiellement  indépendantes.  Dans 
tous  les  phénomènes  de  la  physique  tei-restre  ,  on 
observe  d'abord  leseifctsgcnérauxde  la  gravitation 
uuiverselle  ,  plus  quelques  autres  effets  qui  leur 
sont  propres ,  et  qui  niodîlient  les  premiers.  11 
7- 
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s'ensuit  fpie,  lorsqu'on  analyse  le  phënomèiie  ter- 
restre le  plus  simple  ,  non-seulement  en  prenant 
on  phénomène  chimique,  mais  en  choisissant 
même  mi  phénomène  pui-emcnl  mécanique  ,  on 
le  trouve  constamment  plus  composé  qne  le  phé- 
nomène céleste  le  phis  complique'.  C'est  ainsi , 
par  exemple  ,  qne  le  simple  mouvement  d'un 
corps  pesant ,  même  quand  il  ne  s'agit  que  d'un 
solide  ,  pi-ésente  réellement,  lorsqu'on  veut  tenir 
compte  de  toutes  les  circonstances  déterminâmes, 
un  sujet  de  recherches  plus  compliqué  que  la 
question  astronomique  la  plus  diiTicile.  Une  telle 
considération  montre  clairement  comhien  il  esl 
indispensable  de  séparer  netlenienl  la  physique 
céleste  et  la  physique  terrestre  ,  et  de  ne  pro- 
céder à  l'élude  de  la  seconde  qu'après  colle  de 
la  première  ,  qui  en  est  la  hase  ralionnelle< 

L&  physique  terrestre ,  k  son  tour ,  se  sous- 
divisc  ,  (Vaprè«  le  même  prîneijjc  ,  en  deux  poi"- 
tions  tr^s-drstinctes ,  selon  qu'elle  envisage  le» 
corps  sous  le  point  devue  mécanique* ,  ou  sous  le 
point  de  vue  chimique.  D'où  la  physique  pro^ 
prement  dite,  et  la  chimiC'  Celle-ci ,  pour  être 
conçue  d'une  manière  vraiment  méthodique  , 
suppose  évidemment  la  connaissance  préalable  de 
l'autre.  Car,  tous  les  phcnomènce  chimitiues  sont 
nécessairetnent  plus  compliqués  que  tes  phéno^ 
mènes  physiques  ;  ils  en  dépendent  sans  infloer 


•ur  €ux»  Cbaeun  aail ,  en  effet  «  quQ  toute  action 
chimique  est  jomnise  d*%boird  à  TiJoilaenGe  de  la 
pesanteur  »  de  la  chaleur ,  de  réiectriciiâ ,  etc., 
et  préseute,  ea  outre,  quelque  choite  de  propre 
qui  modifie  l'action  des  ogeoa  pr^cédens.  Cette 
considération,  qui  montre  ëvidemmei^t  la  chimie 
comme  ne  pouvant  marcher  qu'après  la  physique, 
la  présente  en  même  temps  comme  une  ^science 
distincte.  Car,  quelque  opinion  qu'on  adopte  re- 
lativement aux  affinités  chimiques ,  et  quand 
même  on  ne  verrait  en  elles ,  ainsi  qu'on  peut  le 
concevoir ,  qqe  des  inodificatjions  de  la  gravitation 
générale  produites  par  la  figure  et  par  la  disposi*- 
tion  mutuelle  des  atomes ,  il  demeurerait  incon* 
testahle  que  la  nécessité  d'avoir  continuellement 
^rd  à  ces  conditions  spéciales  ne  permettrait 
point  de  traiter  la  chimie  comme  un  simple  ap- 
pendice de  la  physique.  On  serait  donc  obligé, 
daoa  tous  les  cas ,  ne  fût-ce  que  pour  la  facilité  de 
l'étude,  de  maintenir  la  division  et  l'enchaîne* 
ment  que  l'on  regarde  aujourd'hui  comme  tenant 
à  l'hétérogénéité  des  phénomènes. 

Telle  est  donc  la  distribution  rationnelle  des 
principales  branches  de  la  science  générale  des 
corps  hrats.  Une  division  analogue  s'établit,  de 
la  même  manière ,  dans  la  science  générale  des 
corpis  organisés.  .  '' 

Tous  les  êtres  vivans  présentent  deux  ordres 
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de  phénomènes  essentiellement  distincls  ,  ceux 
retatil'sà  l'individu,  et  ceux  qui  concernent  l'es- 
|)èce,  surtout  quand  elle  est  sociable.  C'est  prin- 
cipalement par  rapport  à  l'homme ,  que  cette  dis- 
tinction est  fondamentale.  Le  dernier  ordre  de 
phénomènes  est  évidemment  plus  compliqué  et 
plus  particulier  que  le  premier  ;  il  en  dépend 
sans  influer  siu-  lui.  De  là  ,  deux  jurandes  sériions 
dans  \aphjsi(jtie  organique  ,  la  physiologie  pro- 
prement dite  ,  et  la  physique  sociale  ,  qui  est 
fondée  sur  la  première. 

Dans  tous  les  phénomènes  sociaux ,  on  observo 
d'abord  l'influence  des  lois  physiologiques  de 
l'individu  ,  et  ,  en  outre,  quelque  chose  de  par- 
ticulier qui  en  modifie  les  effets,  et  qui  tient  à 
l'action  des  individus  les  uns  sur  les  autres  ,  sin- 
gulièrement compliquée,  dans  l'espèce  humaine, 
par  l'action  de  chaque  génération  sur  celle  qui 
la  suit.  11  est  donc  évident  que ,  pour  étudier  con- 
venablement les  phénomènes  sociaux  ,  il  fauld'a- 
bord  partir  d'une  connaissance  approfondie  des 
lois  relatives  i  la  vie  individuelle.  D'un  autre 
côté  ,  cette  subordination  nécessaire  entre  les 
deux  études  ne  prescrit  nullement ,  comme  quel- 
ques physiologistes  du  premier  ordre  oui  été 
portés  à  le  croire  ,  de  voir  dans  la  physique  so- 
ciale un  simple  appendice  de  la  physiologie. 
(Quoique  les  phénomènes  soient  ccrUinement  ho- 
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mogènes  ',  ib  ne  sont  point  identicpies ,  et  la  sépa-  ' 
ration  des  deux  sciences  est  d'une  importance 
vraiment  fondamentale.  Car ,  il  serait  impossible 
de  traiter  Tëtnde  collective  de  Tespèce  comme 
une  pure  déduction  de  Tëtude  de  Hndividu  , 
puisque  les  conditions  sociales^  qui  modifient  Fac- 
tion des  lois  physiologiques  ,  sont  prëciséaoïent 
alors  la  considération  la  plus  essentielle.  Ainsi , 
la  physique  sociale  doit  être  fondée  sur  uu  corps  ' 
d'observatiQns  directes  qui  lui  soit  propre ,  tout  en 
ayant  ^rd ,  comme  il  convient ,  à  son  intime 
relation  nécessaire  avec  la physiolc^e proprement 
dite. 

On  pomTait  aisément  établir  une  symétrie  par- 
faite entre  la  division  de  la  physique  organique 
et   celle  ci  -  dessus  exposée  pour  ]&  physique 
inorganique  ,  en  rappelant  la  distinction  vulgaire 
de  la   physiologie  proprement  dite  en  v^étale  cl 
animale.  Il  serait  facile  ,  en  effet  ^  de  rallacher  ^ 
cette  sous-division  au  principe  de  classification 
que  nous  avons  constamment  suivi  y  puisque  les 
phénomènes  de  la  vie  animale  se  présentent  ^  en 
général   du  moins ,  comme  plus  compliqués  et 
plus  spéciaux  que  ceux  de  la  vie  végétale.  M ais  . 
la  recherche  de  cette  symétrie  précise  aurait({uel*' 
que  chose  de  puéril ,  si  elle  entraînait  à  mécon- 
naître ou  à  exagérer  les  analogies  réelles  ou  les 
différences'  effectives  des  phénomènes.    Or,   il' 
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est  cerUiu  que  la  distLiicLiou  entre  la  physiologie 
végétale  et  la  physiologie  animale,  qui  a  une  grande 
importance  dans  ce  que  j'ai  appelé  la /j/ys/ywe 
concrète ,  n'en  a  presque  aucune  dans  la  phjsique 
abstraite,  la  seule  dont  il  s'agisse  ici.  La  con- 
naissance des  lois  générales  delà  vie,  qui  doit 
élrC)  à  nos  yeux,  le  véritable  objet  de  la  physio- 
logie ,  e\igc  la  considération  simultanée  de  toute 
la  série  organique  sans  distinction  de  végétaux  cL 
d'animaux,  djsiiactiou  qui,  d'ailleurs,  selface 
de  jour  en  jour,  à  mesure,  que  les  phénomè- 
nes sont  étudiés  d'une  manière  plus  approfon- 
die. 

Nous  pei'sislerons  donc  à  ne  considérei'  qu'une 
seule  division  dans  la  physique  organique,  quoi- 
que nous  ayons  cru  devoir  en  établir  d«ix  succes- 
sives dans  la  physique  inorganique. 

£n  résultat  de  cette  discussion ,  la  phdosophie 
positive  se  trouve  donc  naturellement  partagée 
en  cinq  sciences  fondamentales,  dont  la  succes- 
sion est  déterminée  par  une  subordination  néces- 
saire et  invariable,  fondée  ,  indépendamment  de 
toute  opinion  hypothétique,  sur  la  snnple  com- 
paraison approfondie  des  phénomènes  correspon- 
dans  :  ce  sont  l'astronomie,  la  physique,  la  chimie, 
la  physiologie ,  et  enfin  la  physique  sociale.  La 
première  considère  les  phénomènes  les  plus  gé- 
néraux, les  plus  simples,  les  plus  abstraits  et  les 


fjIfW  flflignA  Ji0  ïbxmanitéi  ik  îofluwt  fur  tout 
Iw  «iMrc0,  Wis  être  influeocés  par  eia.  Le»  phé- 
Hiwéiwi  considéra  par  la  demiâre  «ont»  au  cou» 
tffiirp  »  lea  fdns  partiouUcrA,  lea  plus  complicpiés, 
le»  plw  cMcic^  et  les  plva  direotemeat  inftérm- 
iMa  pour  lliflmme;  ibdipendeDt»  plus  ou  iaoiii«f 
detOMlespreoédeiM,  saMexitrcer  avr  enx  aucune 
ieflnepor»  Entre  /çe»  deuiC'e9i;tréineai  lea  degrés  de 
qiéentitit^  de  complication  et  de  pevaonnaliië  dea 
pMneiaènos  vont  gradueUemeoten  augmentaat  » 
ainsi  que  leur  dépendance  aucoeasife,  Tdle  est 
riatiiêe  «elation  générale  que  Je  iréritaUe  obaêr^ 
ti^tion  pbUoaophique,  convenaUement  employée» 
et  non  de  vaines  distinctions  arbitraires ,  nous 
conduit  à  étaUir  entre  les  diyerses  sciences  fon- 
damentale^.  Tel  doit  donc  être  le  plan  de  ce 
cours. 

Je  n'ai  pu  ici  qu'esquisser  l'exposition  des 
considérations  principales  sur  lesqudles  repose 
cette  classification.  Pour  la  concevoir  complète- 
ment ,  il  feiudrait  maintenant ,  après  l'avoir  envi- 
sagée d'un  point  de  vue  général ,  l'examiner  rela- 
tivement à  chaque  science  fondamentale  en  parti- 
culier» C'est  ce  que  nous  ferons  soigneusement  en 
commençant  l'étude  spéciale  de  chaque  partie  de 
ce  cours.  Ia  construction  de  cette  échelle  ency- 
clopédique ^  reprise  ainsi  successivement  en  par- 
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tant  de  chacune  des  cinq  grandes  sciences,  Inj 
fera  acquérir  plus  d'exactitude,  et  surtout  mettra 
(jkinement  eii  évidence  sa  solidité.  Ces  avantages 
seront  d'autant  plus  sensibles  que  nous  verrons 
alors  la  distribution  intérieure  de  chaque  science 
s'établir  naturellement  d'après  le  même  principe, 
ce  qui  présentera  tout  le  système  des  connais- 
sances humaines  décomposé,  jusque  dans  ses 
détails  secondaires,  d'après  une  considération 
unique  constamment  suivie,  celle  du  degré  d'ab- 
straction plus  ou  moins  grand  des  conceptions 
correspondantes.  Mais  des  travaux  de  ce  genre, 
outre  qu'ils  nous  entraîneraient  maintenant  beau- 
coup trop  loin,  seraient  certainement  déplacés 
dans  cette  leçon,  où  noire  esprit  doit  se  mainte- 
nir au  point  de  vue  le  plus  général  de  la  philoso- 
phie positive. 

Néanmoins,  pour  faire  apprécier  aussi  com- 
plètement que  possible ,  dès  ce  moment ,  l'impor- 
tance de  cette  hiérarchie  fondamentale,  dont  je 
ferai,  dans  toute  la  suite  de  ce  cours,  des  applica- 
tions continuelles  ,  je  dois  signaler  rapidement 
ici  ses  propriétés  générales  les  plus  assenlielles. 

Il  faut  d'abord  remarquer,  comme  une  vérifi- 
cation très-décisive  de  l'exactitude  de  cette  classi- 
fication ,  sa  conformité  essentielle  avec  la  coordi- 
nation, en  quelque  sorte  spontanée,  qui  se  trouve 
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tn  effet  implicitement  admise  par  les  savans 
livrés  à  Tëtude  des  diverses  branches  de  la  phi- 
losophie naturelle* 

C'est  une  condition  ordinairement  fort  n^ligëe 
par  les  constructeurs  d'échelles  encyclopédiques^ 
que  de  présenter  comme  distinctes  les  sciences 
que  la  marche  effective  de  l'esprit  humain  a  con- 
duit f  sans  dessein  prémédité ,  à  cultiver  séparé- 
ment ,  et  d'établir  entr'elles  une  subordination 
conforme  aux  relations  positives  que  manifeste 
leur  développement  journalier.  Un  tel  accord  est 
néanmoins  évidemment  le  plus  sûr  indice  d'une 
bonne  classilication  ;  car  y  les  divisions  qui  se 
sont  introduites  spontanément  dans  le  système 
scientifique  n'ont  pu  être  déterminées  que  par 
le  sentiment  long-temps  éprouve  des  véritables 
besoins  de  l'esprit  liumain  ,  sans  qu'on  ait  pu  être 
égaré  par  des  généralités  vicieuses. 

Mais ,  quoique  la  classificali(^n  ci-dessus  pro- 
posée remplisse  entièrement  cette  condition  ,  ce 
qu'il  serait  superflu  de  prouver ,  il  n'en  faudrait 
pas  conclure  que  les  habitudes  généralement  éta- 
blies aujourd'hui  par  expérience  chez  les  savans , 
rendraient  inutile  le  travail  encyclopédique  que 
nous  venons  dcxécuter.  Elles  ont  seulement 
rendu  possible  une  telle  opération ,  qui  pre'sente 
la  différence  fondamentale  d'une  conception  ra- 
tionnelle à  une  classification  purement  empirique. 
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Il  s'en  faut  d'ailleurs  que  cette  classification  soit 
ordinairement  conçue  et  surtout  suivie  avec  toute 
la  précision  nécessaire  ,  et  que  son  importance 
soit  convenablement  appréciée  ;  il  suffirait ,  pour 
s'en  convaincre  ,  de  considérer  les  graves  infrao* 
tions  qui  sont  commises  tous  les  jours  contre  cette 
loi  encyclopédique ,  au  grand  préjudice  de  Tes-^ 
prit  humain. 

Un  second  caractère  très-essentiel  de  notre 
classification ,  c'est  d'être  nécessairement  cour- 
forme  à  l'ordre  effectif  du  développement  de  la 
philosophie  naturelle^.  C'est  ce  que  vérifie  tout  ce 
qu'on  sait  de  l'histoire  des  sciences  ,  particulière* 
ment  dans  les  deux  derniers  siècles  ,  où  nous  pou- 
vons suivre  leur  marche  avec  plus  d'exactitude» 

On  conçoit^  en  effet  y  que  l'étude  rationnelle 
de  chaque  science  fondamenjtâle  exigeant  la  cul"» 
ture  préalable  de  toutes  celles  qui  la  précèdent 
dans  notre  hiérarchie  encyclopédique ,  n'a  pu 
faire  de  progrès  réels  et  prendre  son  véritable 
caractère  ^  qu'après  un  grand  développement  des 
sciences  antérieures  relatives  k  des  phénomènes 
plus  généraux  y  plus  abstraits, «moins  compliqués^ 
et  indépendans  des  autres.  C'est  donc  dans  cet 
ordre  que  la  progression ,  quoique  simultanée  ^  a 
dû  avoir  lieu. 

Cette  considération  me  semble  d'une  telle  im- 
portance y  que  je  ne  crois  pas  possible  de  com-' 
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rendre  rccllement,  sans  y  avoir  egai-d ,  l'histoire 
I  J'espril  humain.  I^  loi  générale  (|iii  domine 
bute  cette  histoire  ,  et  que  j'ai  exposée  dans  la 
)  précédente  ,  ne  peut  être  convenablement 
JDtendue,  si  on  ne  la  combine  point  danst',ipplt~ 
Don  avec  la  formule  encyclopédique  que  nous 
TeDoas  d'établir.  Car ,  c'est  suivant  l'ordre  énoncé 
par  cette  formule  que  les  différentes  théories  hu- 
tnaiaes  ont  atteint  successivement ,  d'abord  l'état 
théologique ,  ensuite  l'état  métaphysique,  et  en- 
fin l'état  positif.  Si  l'on  ne  tient  pas  compte  dans 
l'usage  de  la  loi  de  cette  progression  nécessaire, 
on  rencontrera  souvent  des  difllcultés  qui  paraî- 
tront insu  r  m  ont  ailles ,  car  il  est  clair  que  l'état 
bëolc^ique  ou  métaphysique  de  certaines  théo- 
fondamentales  a  dit  temjKirai  renient  coïii- 
*  cîder  et  a  quelquefois  coïncidé  en  effet  avec  l'état 
positif  de  celles  qui  leur  sont  antérieures  dans 
notre  système  encyclopédique  ,  ce  qui  leml  à 
jeter  sur  la  vérification  de  la  loi  générale  une 
obscurité  qu'on  ne  peut  dissiper  que  par  la  classi- 
fication précédente. 

En  troisième  lieu  ,  cette  classification  présente 
la  propriété  tf^s-remarquable  de  marquer  exac- 
tement la  perfection  relative  des  différentes 
«cifflOces ,  laquelle  consiste  essentiellement  dana 
le  degré  de  précision  des  connaissances,  et  dans 
leiiC  coordination  plus  ou  moins  intime. 

n  est  aisé  de  sentir  en  effet  que  plu»  des  pho'- 
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uomcncs  sont  ^éuéraux,  simples  et  abstraits, 
moins  ils  dépendent  de*  autres,  et  plus  les  con- 
naissances qui  s'y  rap])orlenl  peuvent  être  pré- 
cises ,  en  même  temps  que  leur  coordination 
peut  être  plus  complète.  Ainsi  ,  les  phénomènes 
organiques  ne  comportent  qu'une  étude  à  la  fois 
moins  exacte  et  moins  systématique  que  les  phé- 
nomènes des  corps  bruts.  De  même,  dans  la  phy- 
sique inorganique ,  les  phénomènes  célestes ,  vu 
leur  plus  grande  généralité  et  leur  indépendance 
de  tous  les  autres ,  ont  donné  lieu  à  une  science 
bien  plus  précise  et  beaucoup  plus  liée  que  celle 
des  phénomènes  terrestics. 

Cette  observation ,  qui  est  si  frappante  dans 
l'étude  effective  des  sciences,  et  qui  a  souvent 
donné  lieu  à  des  espérances  chimériques  ou  à 
d'injustes  comparaisons,  se  trouve  donc  complète- 
ment expliquée  par  l'ordre  encyclopédique  que 
j'ai  Ëtalili.  J'aurai  naturellement  occasion  de  lui 
donner  tout*;  son  extension  dans  la  leçon  pro- 
chaine ,  en  monltanl  que  la  possibilité  d'appliqiiei- 
à  Tétude  des  divers  phénomènes  l'analyse  mathé- 
matique, ce  qui  est  le  moyen  de  procurer  i  cette 
étude  le  plus  haut  degré  possible  de  précision  et 
de  coordination,  se  ti'ouve  exactement  détermi- 
née par  le  ran^  qu'occupent  ces  phénomènes  dans 
mon  échelle  encyclopédique. 

Je  ne  dois  poijit  passer  à  une  autie  considéra- 
tion ,  sans  mettre  le  lecteur  en  garde  à  ce  sujet 
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contre  une  erreur  fort  grave,  et  qui,  bien  que 
très- grossière,  est  encore  extrêmement  commune. 
Elle  consiste  à  confondre  le  d^rë  de  précision 
que  comportent  nos  différentes  connaissances  avec 
leur  degré  de  certitude,  d'où  est  résulté  le  pré- 
jugé très- dangereux  que,  le  premier  étant  évi- 
demment fort  inégal ,  il  en  doit  être  ainsi  du  se^ 
cond.  Aussi  parle- t-on  souvent  encore,  quoique 
moins  que  jadis,  de  Tinégale  certitude  des  diverses 
sciences,  ce  qui  tend  directement  à  décourager 
la  culture  des  sciences  les  plus  difficiles.  Il  est 
clair^  néanmoins ,  que  la  précision  et  la  certitude 
sont  deux  qualilés  en  elles-mêmes  fort  différentes. 
Une  proposition  tout-à-fait  absurde  peut  être  ex- 
trêmement précise,  comme  si  Ion  disait,  par 
exemple,  que  la  somme  des  angles  d'un  triangle 
est  égale  à  trois  angles  droits;  et  une  proposition 
très-certaine  peut  ne  comporter  qu  une  précision 
fort  médiocre,  comme  lorsqu\)n  aflirme,  par 
exemple,  que  tout  homme  mourra.  Si,  d'après 
1  explication  précédente ,  les  diverses  sciences 
doivent  nécessairement  présenter  une  précision 
très-inégale,  il  n'en  est  nullement  ainsi  de  leur 
certitude.  Chacune  peut  offrir  des  résultats  aussi 
certains  que  ceux  ilc  toute  autre,  poiuwu  qu'elle 
sache  renfermer  ses  conclusions  dans  le  degré  de 
précision  cjue  comportent  les  phénomènes  cor- 
respondans,  condition  qui  petit  n'être  pas  tou- 
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jours  très-facile  à  remplir.  Dans  lUie  science 
(inelconque,  tout  ce  qui  est  simijlement  conjec- 
tural n'est  que  plus  ou  moins  probable,  et  ce 
u'esl  pas  là  ce  qui  compose  son  domaine  essen- 
tiel; tout  ce  f[ui  est  positif,  c'est-à-dire,  fondé 
sur  des  faits  bien  constatés,  est  certain  ;  il  n'y  a 
pas  de  distinction  à  cet  ^ard. 

Enfin,  la  propriélé  la  plus  intéressante  de  notrr 
formule  encyclopédique,  h  cause  de  l'impor- 
tance et  de  la  multiplicité  des  ajiplications  im- 
médiates qti'ou  m  peut  faire,  cesi  de  déterminer 
directement  le  véritable  plan  général  d'une  e'du- 
cation  scientifique  entièrement  rationnelle.  C'est 
ce  qui  résulte  sur  le  chatnp  de  la  seule  composi- 
tion de  la  formule. 

H  esisonsible,  en  effet,  qu'avant  d'entreprendre 
l'élude  méthodique  de  quelqu'une  des  sciences 
fondamentales,  il  faut  nécessairement  s'être  pré- 
paré par  l'examen  de  celles  relatives  aux  phéno- 
mènes antérieurs  dans  notre  échelle  encyclopé- 
dique, puisque  ceux-ci  influent  toujours  d'uni' 
manière  prépondérante  sur  ceux  dont  on  se  pro- 
pose de  connaître  les  lois.  Celle  considér<ition  est 
tellement  frappante,  que,  malfçré  son  extrême 
importance  pratique,  je  n'ai  pas  besoin  d'insister 
davantage  en  ce  moment  sur  un  princijîc  qui,  pins 
tard,  se  reproduira  d'ailleurs  inévitablement . 
par  rapport  à  chaque  science  fonda mentile.  Je  me 
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bornerai  seulement  à  faire  obserTer  que ,  s'il  est 
éminemment  applicable  à  l'éducation  générale  ^ 
il  l'est  aussi  particuliârement  à  l'éducation  spé- 
ciale des  savans. 

Ainsi  9  les  pbyâciens  qui  n'ont  pas  d'abord 
étudié  l'astronomie  j  au  moins  sous  un  point  de 
vue  général;  les  chimistes  qui^  avant  de  s'occu- 
per de  leur  science  propre ,  n'ont  pas  étudié  préa- 
lablement l'astronomie  et  ensuite  la  physique;  les 
physiologistes  qui  ne  se  sont  pas  préparés  à  leurs 
travaux  spéciaux  par  une  étude  préliminaire  de 
l'astronomie  5  de  la  physique  et  de  la  chimie,  ont 
manqué  à  lune  des  conditions  fondamentales  de 
leur  développement  intellectuel.  Il  en  est  encore 
plus  évidemment  de  même  pour  les  esprits  qui 
veulent  se  livrer  à  l'étude  positive  des  phénomènes 
sociaux ,  sans  avoir  d'abord  acquis  une  connais- 
sance générale  de  l'astronomie ,  de  la  physique,  de 
la  chimie  et  de  la  physiologie. 

Comme  de  telles  conditions  son i  bien  rarement 
remplies  de  nos  jours,  et  qu'aucune  institution 
r^ulière  n'est  organisée  pour  les  accomplir ,  nous 
pouvons  dire  qu'il  n'existe  pas  encore  pour  les  sa- 
vans, d'éducation  vraiment  rationnelle.  Celte  con- 
sidération est ,  à  mes  yeux ,  d'une  si  grande  im- 
portance ,  que  je  ne  crains  pas  d'attribuer  en 
partie  à  ce  vice  de  nos  éducations  actuelles,  l'cLit 
d'imperfection  extrême  où  nous  voyons  encore  les 
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sciences  les  [ilus  diniciles ,  clul  véiilaltluincat  m- 
l'érieur  à  ce  que  prescrit  en  effet  la  nature  plus 
compliquée  de&  pliéiiooièues  correspondans. 

Relativement  a  lëducatioii  f;éné»ale,  cette  con- 
ililioo  est  encore  bien  plus  Dccessaîrc.  Je  la  crois 
lelicmeiit  indispensable,  que  je  ie{;aide  l'enseigne- 
inenl  scicutiUquc  conmie  incapable  dcrcaliserks 
résultats  {généraux  les  plus  essentiels  qu'il  est  des- 
tiné h  produti-edansla  société  pour  la  rénovation 
du  syslèoïc  iatellecluel ,  si  les  diverses  braochcs 
principales  de  la  philosophie  nalurelle  ue  sont 
|tas  étudiées  dans  l'crdrc  convenable.  N'oublions 
pas  que,  dans  presque  toutes  les  intelligences, 
même  les  plus  élevées ,  les  idées  restent  ordinal- 
lement  enchaînées  suivant  l'ordre  de  leur  acqui- 
KiLion  première;  et  que,  par  conséquent,  c'est 
un  mal  le  plus  souvent  irrémédiable  que  de  u'a- 
voir  pas  commencéparle  commencement.  Chaque 
siècle  ne  compte  qu'un  bien  petit  nombre  de  pen- 
seurs capables,  à  l'époque  de  leur  virilité,  comme 
Bacon,  Descarleji  el  Leibnilz,  de  faire  véi-itable- 
rnent  table  rase,  pour  reconstruire  de  fond  eu 
comble  le  système  entier  de  leurs  idées  acquises. 

L'imporLimce  de  notre  loi  encycloi>édique  pour 
servir  de  base  à  l'éthication  scienllâque,  ne  peut 
être  convenablement  appréciée  qu'en  la  considé- 
rant aussi  par  rapport  à  la  méthode,  au  lieu  de 
l'envisager  seulement,  comme  nous  venons  de  le 
faire,  relativement  à  la  doctrine. 
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Sousee  nouveau  point  de  vue,  tmeexecalioa 
convenable  du  plan  général  d'études  que  nous 
avooa  déterminé  doit  avoir  pour  résultat nécen- 
saire  de  nous  procurer  une  conuaissancep^Aite 
de  la  médiode  positive,  qui  ne  pourrait  «â^re  qb- 
cenùe  d*aucujie  autre  manière. 

En  effet ,  les  phénotnèncs  naturels  ayant  4hé 
classés  de  telle  aorte,  que  ceux  qui  sont  i^éeUeoaent 
homogènea  restent  toujours  'compris  dadia  une 
mime  étude»  tandis  que  ceux  qui  ovtiiélé  affectés 
4  des  études  diffiirehtcs  sont  effeotiveiniettt.:hélé* 
nigéneS)  il  doit  nécessairement  en  résulter  qu^la 
méthode  positive  générale  sera  constamment  mo- 
diiiëc  dune  manièi^e  uniforme  dans  leteiidue 
d'une  mémo  science  fondamentale,  et  quelle 
éprouvera  sans  cesse  des  modifications  différentes 
otdc  plus  en  plus  composées,  en  passant  d'une 
?fCÎenoe  k  une  autre.  Nous  aurons  donc  ainsi  la 
riertitude  de  la  considérer  dans  toutes  les  variétés 
itsclles  dont  elle  est  susceptible,  ce  qui  u aurait 
{m  avoir  lieu,  si  nous  avions  adopté  une  formule 
rncyclopédique  qui  ne  remplit  pas  les  conditions 
essentielles  posées  ci-dessus. 

Cette  nouvelle  considération  est  d'une  impor- 
tance vraiment  fondamentale  ;  car^  si  nous  avons 
vu  en  général ,  dans  la  dernière  leçon  ^  qu'il  est 
impossible  de  connaître  la  méthode  positive^ 
quand  on  veut  l'étudier  séparément  de  son  cm- 


uloî,  nous  devons  ajouter  aujourd'hui  qu'on  ne 
|(eul  s'en  former  une  idée  nette  ei  exacte  qu'en 
étudiant  successivement,  et  dans  l'ordre  conve- 
naLle ,  son  application  à  toutes  les  diverses  classes 
principales  des  phénomènes  naturels.  Une  seule 
science  ne  suffirait  point  pour  atteindre  ce  but, 
même  en  la  choisissant  le  plus  judicieusement 
possible.  Car,  quoique  la  méthode  soit  essentiel- 
lement identique  dans  toutes,  chaque  science 
développe  spécialement  tel  ou  tel  de  ses  procé- 
dés caractëristiques ,  dont  l'influence,  trop  peu 
prononcée  dans  les  au  1res  sciences,  demeurerait 
inaperçue.  Ainsi ,  par  exemple ,  dans  certaines 
branches  de  la  philosophie,  c'est  l'observation 
proprement  dite  ;  dans  d'autres  c'est  l'expérience, 
et  telle  ou  telle  nature  d'expériences,  qui  con- 
stitue le  principal  moyen  d'exploration.  De 
même,  tel  précepte  général,  qui  fait  partie  inté- 
grante de  la  méthode,  a  été  fourni  primitivement 
par  une  certaine  science;  et,  bien  qu'il  ait  pu 
être  ensuite  transporté  dans  d'autres  ,  c'est  à  sa 
source  qu'il  faut  l'étudier  [jour  le  bien  connaître  ; 
comme  ,  par  exemple  ,  la  théorie  des  classifica- 
tions. 

En  se  bornant  à  l'étude  d'une  science  unique, 
il  faudrait  sans  doute  choisir  la  plus  parfaite ,  pour 
avoir  un  sentiment  plus  profond  de  la  méthode  po- 
sitive. Or,  la  plus  parfaite  ét;ml  en  même  temps 
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m  filos  aimplcy  on  n'aurait  aipsi  qu'une  connaia- 
aanoe  bien  ineoiQpléte  de  la  .méthode^  puiscjue 
on  n'aj^fettdrait  pas  quelles  modifications  es- 
MDtidÎM  >eUe  doit  subir:  poikT  s'adapter  à  des 
phrfaoff  Anes  plus  compliqua.  Chaque  scienœ 
fondapientale  a  don^,  sous  ce  rapport  »  des  avan-. 
tilgeè  qui  lui  sont  propres;  ce.  qui  prouve  claire^ 
ment  la  nécessité  de  les  considérer  toutes,  sous 
peine  de  ne  se  former  que  des  conceptions  trop 
étroites  et  deë  habitudes  insufCsantes.  Cette  con-^ 
sîdémtion:  '  devant  se  reproduire  fréquemment 
dans  la  sttite^  il  est  inutile  de  la  développer  da- 
vantage en  ce. moment t 

.  Je  dois  nâmmoins  ici ,  toujours  sous  le  rap- 
port de  la  métllode^  insister  spécialement  sur  le  be- 
soin^ pour  la  bien  connaître^  non-seulement  d'étu- 
dier philosophiquement  toutes  les  diverses  scien- 
oes  fondamentales  >  mais  de  les  étudier  suivant 
l'ordre  encyclopédique  établi  dans  cjette  leçon. 
Que  peut  produire  de  rationnel ,  à  moins  d'une 
extrême  supériorité  naturdle,  un  esprit  qui  s'oc- 
cupe de  prime  abord  de  l'étude  des  phénomènes 
les  plus  compliqués ,  sans  avoir  préalablement 
appris  à  connaître,  par  Fexamen  des  phénomènes 
les  plus  simples ,  ce  que  c'est  qu'une  loi^  ce  que 
c'est  qvL  absenter ,  ce  que  c'est  qu'une  conception 
positive  >  ce  que  c'est  même  qu'un  raisonnement 
suivi  ?  Telle  est  pourtant  encore  aujourd'hui  la 
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iiiarclie  ordinaire  de  nos  jeunes  pliysiologlslps  . 
([ui  abordent  imraeiliatemcnt  l'élude  (ips  corps 
vivans,  sans  avoir  le  plus  souvent  été  prépares 
auheiiicnt  que  par  une  éducation  pFéliniiiiaîrc 
réduite  à  1  élude  d'une  ou  deux  langues  mûries, 
cl  n ayniit ,  tout  au  plus,  qu'une  connaissance 
Irès-supcrficiclle  de  la  physique  el  de  la  chimie, 
connaissance  presque  nulle  sous  le  rspjwrt  de  Ir 
iiiélliode,  puisqu'elle  n'a  pas  élé  obtenue  com- 
munément d'une  manière  r>itioimclle,  et  en  par- 
tiiit  du  YcritiiMe  point  de  dc[iarl  de  la  philoso- 
phie iialtirellf.  On  conçoit  coinlMi'u  il  importe 
de  réformer  un  plan  d'études  aussi  vicieux.  De 
ui^rae,  reliilivenient  aux  phénomènes  sociaux, 
qui  sont  encore  plus  compliqués,  ne  serait-ce 
point  avoir  fait  un  grand  pas  vers  le  retour  des 
sociétés  modernes  àuh  état  vraiment  normaJ,  qtie 
d'avoir  reconnu  la  néecssilé  iogiqnc  de  ne  procé- 
der ù  l'éiude  de  ces  phénomènes ,  qu'après  avoir 
dressé  successivement  Torganc  intollecluel  par 
l'examen  philusophiqne  approfondi  de  tous  les 
phénomènes  antérieurs?  On  peut  mémo  dire  avec 
précisioii  que  c'est  là  toute  la  diflicullé  princi- 
pale. Cur,  il  est  peu  de  bons  esprits  qui  ne  soit^t 
convaincus  anjonrdTiui  qu'il  faut  oludier  les  phé- 
nomènes sociaux  d'après  la  méthode  positive. 
Seulemeiii,  ceux  qui  s*occu|iont  de  cette  élude  , 
ne  sachant  pas  et  ne  poitvant  pas  savoir  c\actt:- 
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leul  eu  (|aai  consiste  cette  m<itlioiIe  ,  l'ai 
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e  lie 
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scien 
r         sider 


ivoir  exnRiinée  dans  ses  applicaliuiis  aulûrieu- 
res  ,  celle  maxime  est  jusqu'à  présent  demeurée 
fetcrile  jKiur  la  rénovation  des  théories  sociales, 
nesoDt  pas  encore  sorties  de  l'état  tbéolo(;ique 
de  l'état  méujih^siquc,  malgré  les  etrortsdes 
ilendiis  réformaleura  positifs.  Cette  cousidéra- 
lîon  sera  ,  plus  tard  ,  spêcialcmetit  développée  ; 
je  dois  ici  nie  borner  à  l'indiquer,  nniqneinciit 
pour  faire  apercevoir  toule  la  porléedcia  «on- 
ccptioii  encyclopédique  que  j'ai  proposée  liius 
:lte  leeou. 

Tels  sont  donc  les  qnatre  points  de  vue  priii- 
X,  sous  lesquels  j'ai  dû  rii'altacher  à  l'aîic 
ressortir  l'imporlance  générale  de  la  classification 
rationnelle  et  positive,  établie  ci-dessus  pour  les 
sciences  fondamentales. 

Afin  de  compléter  l'exposition  générale  du 
de  ce  cours,  il  me  reste  niainlciiant  à  coa- 
siâércr  une  lacune  immense  et  capitale,  que  j'ai 
laissée  A  dessein  dans  ma  formule  encyclopédi- 
que, et  que  le  lecteur  a  sans  doute  déjà  rensar- 
f[u<'e.  Eu  eilet,  nous  n'avons  point  marqué  dans 
notre  système  scicntilïque  le  rang  de  la  science 
uintlicmatique. 

Le  uiolil  de  cette  omission  volonlairc  est  dans 
l'ipiportance  même  de  cette  science,  si  ^asle  cl 
f»  l'oud;i;iicnIidr.  Car,  la   leçon   proclwiie   sera 
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emièrement  consacrée  à  la  dëlermination  exacld 
de  son  véritable  caractère  général  ,  et  par  suiief 
4\  la  fixiatioa  précise  de  son  rang  encyclopédique* 
Mais  pour  ne  pas  laisser  incomplet,  sous  un  rap' 
port  aussi  capital ,  le  gfand  tableau  que  j'ai  tâché 
d*esquisser  dans  cette  leçon,  je  dois  indiquel*  ici 
sommairement,  par  anticipation ,  les  résultats  gë^ 
néraux  de  Fexamen  que  nous  entreprendrons 
dans  la  leçon  suivante. 

Dans  l'état  actuel  du  développement  de  nos 
connaissances  positives ,  il  convient,  je  crois^  de 
nigardcr  la  science  mathématique,  moins  comme 
une  partie  constituante  de  la  philosophie  natu- 
relle proprement  dite,  que  comme  étant,  depuis 
Descartes  et  Newton,  la  vraie  hase  fondamentale 
de  toute  cette  philosophie,  quoique,  à  parler 
exactement,  elle  soit  à  la  fois  l'une  et  l'autre^ 
Aujourd'hui,  en  effet,  la  science  mathématique 
est  bien  moins  importante  par  les  oonnaissances^ 
très-réelles  et  très-précieuses  néanmoins,  qui  la 
composent  directement,  que  comme  constituant 
l'instrument  le  plus  puissant  que  resprit  humain 
puisse  employer  dans  la  recherche  des  lois  des 
phénomènes  naturels. 

Pour  présenter  à  cet  ^ard  une  conception 
parfaitement  nette  et  rigoureusement  exacte,  nous 
verrons  qu'il  £iut  diviser  la  science  mathémati-^ 
que  en  deux  grandes  sciences^  dont  le  caractère 
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est  essentidlement  distinct:  la  mathëmatique  ab- 
straite,  oa  le  calcul,  en  prenant  ce  mot  dans  sa 
|j1u8  grande  extension,  et  la  mathématique  con- 
crête»  qui  se  compose,  d'une  part  de  la  géométrie 
générale ,  d'une  autre  part  de  la  mécanique  ra- 
tionnelle. La  partie  concrète  est  nécessairement 
fondée  sur  la  partie  abstraite ,  et  devient  à  son 
tour  la  base  directe  de  toute  la  philosophie  na- 
turelle, en  considérant 9  autant  que  possible» 
tons  les  phénomènes  de  Tunivers  comme  géomé- 
triques ou  comme  mécaniques. 

La  partie  abstraite  est  la  seule  qui  soit  pure* 
ment  instrumentale ,  n'étant  autre  chose  qu'une 
immense  extension  admirable  de  la  logique  na- 
turelle à  un  certain  ordre  de  déductions»  La  géo- 
métrie et  la  mécanique  doivent ,  au  contraire , 
être  envisagées  comme  de  véritables  sciences  na- 
turelles ,  fondées  ainsi  que  toutes  les  autres,  sur 
l'observation  y  quoique,  par  l'extrême  simplicité 
de  leurs  phénomènes,  elles  comportent  un  degré 
infiniment  plus  parfait  de  systématisation  ,  qui  a 
pu  quelquefois  faire  méconnaître  le  caractère  ex- 
périmental de  leurs  premiers  principes.  Mais  ces 
deux  sciences  physiques  ont  cela  de  particulier, 
que,  dans  l'état  présent  de  l'esprit  humain ,  elles 
sont  déjà  et  seront  toujours  davantage  employées 
comme  méthode,  beaucoup  plus  que  comme  doc- 
trine directe. 

11  est ,  du  reste  ,  évident  qu'en  plaçant  ainsi 
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Uscicncc  mathématique  à  la  tcte  de  la  philosophie 
positive,  nous  ne  faisons  qu'étendre  davantage 
l'appUcalion  du  ce  même  principe  de  classifica- 
tion, fondé  sur  la  dépendance  successive  des 
scipDces  en  résultai  du  degré  d'ahs traction  de 
leurs  phénomènes  i-especlifs  ,  qui  nous  a  fourni 
]a  série  encyclopédique,  établie  d:ins  cette  leçon. 
Nous  ne  faisons  mainU;nant  que  restituer  i  celte 
série  son  véritahle  premier  terme  ,  dont  l'impor- 
lance  propre  exîi^eait  un  examen  spécial  plus 
développé.  On  voit ,  en  effet,  que  les  phénomè- 
nes géoméuiqucs  et  mécaniques  sont,  de  tous, 
les  plus  géiiéi  aux,  les  plus  simples ,  les  plus  ahs- 
traits,  les  plus  iiTcduclibles,  et  les  plus  indépcn- 
dans  de  tous  les  autres,  dont  ils  sont,  au  contraire, 
la  hase.  On  conçoit  pareillement  que  leur  étudo 
est  un  préliminaire  indispensalilo  à  celle  de  tous 
les  autres  ordres  de  phénomènes.  C'est  donc  la 
sfiieuce  mathématit[ue  qui. doit  constihier  le  vé- 
ritable point  de  départ  de  toute  éducation  scien- 
tilique  rationnelle,  soit  générale  ,  soit  spécial«, 
ce  qui  explique  l'usagi:  universel  qui  s'est  éuhli 
depuis  long-temps  à  ce  sujet,  d'une  manière  em- 
pirique, quoiqu'il  n'ait  ou  primitivemenl  d'autiv» 
cause  que  la  plus  gramle  ancienneté  relative  de 
la  science  maibémaliquei  Je  dois  me  borner  en 
ce  ntoniciit  à  uny  liidicatioit  l rôi-ra|>idi;  de  ces 
diverses  considérations,  qui  vont  t}lre  l'objet  sp8- 
cial  de  la  leçon  suivante. 
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Nous  avons  ilonc  exactement  déterminé  dans 
celte  leçon  ,  non  d'après  de  vaines  spéculations 
arbitraires  y  mais  on  le  regardant  comme  le  sujet 
d  un  véritable  problème  philosophique ,  le  plan 
rationnel  qui  doit  nous  guider  constamment  dans 
Fétud^  de  la  philosophie  positive*  En  résultat  dé-, 
fiuitify  la  mathématique,  l'astronomie,  la  phy- 
sique,  la  chimie,  la  physiologie,  et  la  physique 
sociale;  telle  est  la  formule  encyclopédique  qui , 
parmi  le  très-grand  nombre  de  classifications  que 
comportent  lessixsciencesfondamentales,estseule 
logiquement  conforme  à  la  hiérarchie  naturelle 
et  invariable  des  phénomènes.  Je  n  ai  pas  besoin 
de  rappeler  Tiuiporlance  de  ce  résultat,  que  le 
lecteur  doit  se  rendre  éminemment  familier ,  pour 
en  faire  dans  toute  l'étendue  de  ce  cours  une  ap- 
plication continuelle. 

La  conséquence  finale  de  cette  leçon,  exprimée 
sous  la  forme  la  plus  simple,  consiste  donc  dans 
l'explication  et  la  justificafion  du  grand  tableau 
synoptique  place  au  conimcuccmcnt  de  cet  ou- 
vrage, et  dans  la  construction  duquel  je  me  suis 
efforcé  de  suivre,  aussi  rigoureusement  que  pos- 
sible, pour  la  distribution  intérieure  de  chaque 
science  fondamentale,  le  même  principe  de  clas- 
sification qui  vient  de  nous  fournir  la  série  géné- 
rale di?s  sciences. 
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SoxHAiBB.  Coniidùitioiu  philo«ophiqae«  «ur  l'euemUe  de  la 
tdenc«  mathématique. 


En  commençant  à  entrer  directement  en  ma- 
tière par  l'élude  philosophique  de  la  première 
des  six  sciences  fondamentales  établies  dans  la 
leçon  précédente,  nous  avons  lieu  de  constater 
immédiatement  l'importance  de  la  philosophie 
positive  pour  perfectioimer  le  caractère  général 
de  chaque  science  en  particulier. 

Quoique  la  science  mathématique  soit  la 
plus  ancienne  et  la  plus  parfaite  de  toutes,  l'idée 
générale  qu'on  doit  s'en  formef  n'est  point  encore 
nettement  déterminée.  La  définition  de  la  science, 
ses  principales  divisions)  sont  demeurées  jus- 
qu'ici  vagues  et  incertaines.  Le  nom  multiple 
par  lequel  on  la  désigne  habituellement  suffirait 
mdme  seul   pour  indiquer  le  défaut  d'unité  de 
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son  caractère  philosophique,  tel  quHl  est  conçu 
communément. 

Â  la  vérité ,  c'est  seulement  au  commencement 
du  siècle  dernier  que  les  diverses  conceptions  fon- 
damentales  qui  constituent  cette  grande  science 
ont  pris  chacune  assez  de  développement  pour  que 
le  véritable  esprit  de  l'ensemble  pût  se  manifester 
clairement.  Depuis  cette  époque,  l'attention  des 
géomèlres  a  été  trop  justement  et  trop  exclusive- 
ment absorbée  par  le  perfectionnement  spécial 
des  différentes  branches ,  et  par  l'application  ca- 
pitale qu'ils  en  ont  faite  aux  lois  les  plus  impor- 
tantes de  l'univers,  pour  pouvoir  se  diriger  con- 
venablement sur  le  système  général  de  la  science. 

Mais  aujourd'hui  le  progrès  des  spécialités 
n'est  plus  tellement  rapide ,  qu'il  interdise  la  con- 
iemplaiion  de  Tcnsemble.  La  mathématique  (i) 
est  maintenant  assez  développée ,  soit  en  elle- 
même,  soit  quant  à  ses  applications  les  plus 
essentielles,  pour  être  parvenue  à  cet  état  de  con- 
sistance, dans  lequel  on  doit  s'efforcer  de  coor- 
donner en  un  système  unique  les  diverses  pai^ 
ties  de  la  science ,  afin  de  préparer  de  nouveaux 
progrès.  On  peut  même  observer  que  les  der- 
niers;  perfectionnemens  capitaux  éprouvés  par  la 

(i)  J^emploierai  aouvent  cette  expression  au  singulier,  comme 
Ta  préposé  Condorcet ,  afin  d^indiqucr  avec  plus  d^énergie  Tes- 
prit  d^inîlé  dans  lequel  je  conçois  la  scionrc. 
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science  mathënutique  ont  directement  préparé 
cette  importante  opération  philosopbique,  en  im- 
primint  à  se*  principales  parties  un  caractère 
d'nait^  qui  n'existait  pas  aaparanat;  tel  e«t' 
éminemment  et  hors  de  toute  comparaison 
l'eqirit  des  travaux  de  l'immortel  auteur  de  la 
Théorie  des  Foneùons  et  de  la  Mécanique  aiui'- 
fytique.' 

Pour  se  former  une  juste  idée  de  l'objet  de  la 
science  mathématique  considérée  dans  son  en- 
semble, CD  peut  d'abord  partir  de  la  définition 
YSgue  et  insignifiante  qu'on  en  donne  ordinai- 
rement, à  défaut  de  toute  autre ,  en  disant  qu'elle 
est  la  science  des  grandeurs ,  ou ,  ce  qui  est  pins 
positif,  la  science  qui  apour  but  la  mesure  des 
{grandeurs.  Cet  aperçu  scolastique  a ,  sans  doute, 
singulièrement  besoin  d'acquérir  plus  de  préci- 
sion et  plus  de  profondeur.  Mais  l'idée  est  jusieau 
fond  ;  elle  est  même  suffisamment  étendue ,  tors- 
(lu'on  la  conçoit  convenablement  II  importe  d'ail* 
leurs,  en  pareille  matière,  quand  on  le  peut  sans 
inconvénient ,  de  s'appuyer  sur  des  notions  gé- 
néralement admises.  Voyons  donc  comment,  en 
partant  de  cette  grossière  ébauche ,  on  peut  s'é- 
lever A  une  véritable  définition  de  la  mathéma- 
tique, à  une  définition  qui  soit  digne  de  cor- 
respondre à  l'importance,  à  l'étendue  et  à  la 
diffîctilté  de  la  science. 

0- 
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La  question  de  fnesurer  une  grandeur  ne  pré^ 
sente  par  elle-même  à  l'esprit  d'autre  idée  que 
celle  de  la  simple  comparaison  immédiate  de 
cette  grandeur  avec  une  autre  grandeur  sem- 
blable supposée  connue,  qu'on  prend  pour  unité 
entre  toutes  celles  de  la  même  espèce.  Ainsi , 
quand  on  se  borne  à  définir  les  mathématiques 
comme  ayant  pour  objet  la  mesure  des  grandeurs, 
on  en  donne  une  idée  fort  imparfaite^  car  il  est 
même  impossible  de  voir  par  là  comment  il  y 
a  lieU;  sous  ce  rapport,  à  une  science  quelconque , 
et  surtout  à  une  science  aussi  vaste  et  aussi  pro- 
fonde qu'est  réputée  l'être  avec  raison  la  science 
mathématique.  Au  lieu  d'un  immense  enchaîne- 
metit  de  travaux  rationnels  très-prolongés^  qui  of- 
frent à  notice  activité  intellectuelle  un  aliment 
inépuisable,  la  science  paraîtrait  seulement  con* 
sister,  d'après  un  tel  énoncé,  dans  une  simple 
suite  de  procédés  mécaniques,  pour  obtenir  di- 
rectement. Il  l'aide  d'opérations  analogues  à  la 
superposition  des  lignes,  les  rapports  des  quan- 
tités à  mesurer  à  celles  par  lesquelles  on  veut  les 
mesurer.  Néanmoins ,  cette  définition  n'a  point 
réellement  d'autre  défaut  que  de  n'être  pas  suf^ 
fîsamment  approfondie.  Elle  n'induit  point  en  er- 
reur sur  le  véritable  but  final  des  mathématiques  ; 
seulement  elle  présente  comme  direct  un  objet 
qui,  presque  toujours,  est,  au  contraire,  fort  indi- 
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rcct,  et  par  là,  elle  ne  fait  nullement  concevoir 
la  nature  de  la  science. 

Pour  y  parvenir,  il  faut  d'abord  considérer 
un  fait  général ,  très-facile  à  constater.  C'est  que 
la  mesiU'e  directe  d'une  grandeur,  par  la  super- 
position ou  par  quelque  procédé  semblable ,  est 
le  plus  souvent  pour  nous  une  ope'ration  tout-à- 
fait  impossible:  en  sorte  que  si  nous  n'avions 
pas  d'autre  moyen  pour  déterminer  les  gran- 
deurs que  les  comparaisons  immédiates,  nous 
serions  obligés  de  renoncer  à  la  connaissance  de 
la  plupart  de  celles  qui  nous  intéressent. 

On  comprendra  toute  l'exactitude  de  cette  ob- 
servatiou  générale,  en  se  bornant  h  considérer 
spécialenaen t  le  cas  particulier  qui  présente  évi- 
demment le  plus  de  facilité,  celui  de  la  mesure 
d'uue  ligne  droite  par  une  autre  ligne  droite. 
Cette  comparaison,  qui,  de  toutes  celles  que  nous 
pouvons  imaginer,  est  sans  contredit  la  plus 
simple,  ne  peut  néanmoins  presque  jamais  être 
effectuée  immédiatement.  En  réfléchissant  k  l'en- 
semble des  conditions  nécessaires  pour  qu'une 
ligne  droite  soit  susceptible  d'une  mesure  di- 
recte, on  voit  que  le  plus  souvent  elles  ne  peu- 
vent point  être  remplies  à  la  fois,  relativement 
:  ligues  que  nous  desirons  connaître.  La  pre- 
ilière  et  la  plus  grossière  de  ces  conditions,  celle 

^pouvoir  parcourir  la  lit^ned'un  boula  l'autre. 
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(jour  porter  successivement  i'unite  dans  toute  sou 
étendue,  exclut  evidemoient  déjà  la  très-ma- 
jeure partie  des  distances  qui  nous  intéressent 
le  plus  i  d'abord  tontes  les  distances  entre  les  dîf- 
féreas  corps  célestes ,  ou  de  la  terre  h  ([uelqu'au- 
tre  corps  céleste ,  et  cusitite  même  la  plupart  des 
distances  terrestres,  qui  sont  si  fi-équemmcnt 
inaccessibles.  Quand  cette  première  condiiioase 
trouve  accomplie,  il  laut  encore  que  la  longueur 
ne  soit  ni  trop  grande  ni  trop  petite,  ce  qui 
t-endiait  Ja  mesure  di  recte  également  impossible  ; 
il  faut  qu'elle  soit  convenablement  située,  etc. 
La  plusli^ère  circonstance,  qui  aKslraitemenl  ne 
paraîtrait  devoir  introduire  aucune  nouvelle  diffi- 
culté, suffira  souvent,  dans  la  réalité,  pour  nous 
interdire  toute  mesure  directe.  Ainsi,  parei«iiple, 
telle  ligne  que  nous  pourrions  mesurer  exacte- 
ment avec  la  plus  grande  facilité,  si  elle  était  ho- 
Tisoutalc,  il  suffira  de  la  concevoir  redressée  ver- 
ticalement,  pour  que  la  mesure  en  devienne  im- 
possible. En  un  mol ,  la  mesure  immédiate  d'une 
ligne  droite  ,  présente  une  telle  complication  de 
-difficultés,  surtout  quand  ou  veut  y  apporter 
^elque  exactitude,  que  presque  jamais  nous  ne 
rencontrons  d'autres  lignes  susceptibles  d'être 
^llesurées  directement  avec  précision  ,  du  moins 
parmi  celles  d'une  certaine  grandeur,  que  des 
lignes  purement  artilicielles,  créées  expressément 
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fm  non  pour  ooviponer  nà»  ^itétefniimrlioff  di*^ 
reel0r«t  antqudhs  iwoa»  par^ÔMos  à  rÎAtftckev 
tonte»  k»  aaJIrei^ 

Ce  cpie  je  iriens  d'étaibltr  Mlati^venent  aux  li«« 
gBM  «  oonfoit,  à  bien  plua  Corte raison ,  (teto anr»' 
fiwaa,  dea  YoluDiea^  dea^ntesftea^deacanpopdei 
fbrae»,  etc^-f  et^eti  géuérali  de  foutes  les  autre» 
grsndenra  aqsoapûbles  df appréciation  «xacte ,  at 
(pi,  parlenr  nature,  préteutent  néGessanvemenC 
bseveooi^  pins  d^olMades  encora  à  une  aMsem 
iunédiale*  U  est  dooe  inutile'  de  s'y  àrréfisr ,  et 
nese  devess'  regarder  eemme  suffisamment  toàr- 
staUJ^fimpossilMlité  de  défermmeri  en  leamesu* 
rant  dîreetement,  la  plupart  des  grandeurs  que 
nous  désirons  connaître.  C'est  ce  fait  général  qui 
nécessite  la  formation  de  la  science  mathémati- 
que f  comme  nous  allons  le  ypir.  Car,  renonçant , 
dans  presque  tous  les  cas ,  à  la  mesure  immédiate 
des  grandeurs ,  Fesprit  humain  a  dû  chercher  à 
les  déterminer  indirectement ,  et  c'est  ainsi  qu'il 
a  élé  conduit  à  la  création  des  mathématiques. 

La  méthode  générale  qu'on  emploie  constam- 
ment, la  seule  évidemment  qu'on  puisse  conce- 
voir ^  pour  connaitre  des  grandeurs  qui  ne  com- 
portent point  une  mesure  directe ,  consiste  à  les 
rattacher  à  d'autres  qui  soient  susceptibles  d'être 
déterminées  immédiateivienti  et  d'après  lesquelles 
on  parvient  à  découvrir  les  premières ,  au  moyen 
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des  relations  qui  existent  entre  les  unes  et  les  au  - 
très.  Tel  est  l'objet  précis  de  la  science  maihe- 
maliquc  envisagée  dans  son  ensemble.  Pour  s'en 
faire  une  idée  suffisamment  étendue,  il  faut 
considérer  que  cette  détermination  indirecte 
des  grandeurs  peut-être  indirecte  à  des  de- 
grés fort  différens.  Dans  un  grand  nombre  de 
cas,  qui  souvent  sont  les  plus  importans,  les 
grandeurs,  h  la  détermination  desquelles  on  ra- 
mène la  recherche  des  grandeurs  principales  qu'on 
veut  connaître,  ne  peuvent  point  elles-mêmes 
êire  mesurées  immédiatement,  et  doivent  par  con- 
séquent, à  leur  tour,  devenir  le  sujet  d'une  ques- 
tion semblable,  et  ainsi  de  suite;  en  sorte  que, 
dans  beaucoup  d'occasions ,  l'esprit  humain  est 
obligé  d'établir  une  lojigue  suite  d'intermédiaires 
entre  le  système  des  grandeurs  inconnues  qui  sont 
l'objet  déûaitif  de  ses  recherches,  et  le  système 
des  grandeurs  susceptibles  de  mesure  directe,  d'a- 
près lesquelles  on  détermine  finalement  les  pre- 
mières ,  et  qui  ne  paraissent  d'abord  avoir  avec 
celles-ci  aucune  liaison. 

Quelques  exemples  vont  suffire  pour  cclaircir 
ce  que  les  généralités  précédentes  pourraient  pré- 
senter de  trop  abstrait. 

Considérons,  en  premier  lieu,  un  phénomène 
naturel  très-simple  qui  puisse  néanmoins  don- 
ner lieu  à  une  question  mathématique  réelle  et 
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soioeptible  d'applicatic»»  effeciives,  le  phéno? 
mène  ^de  la  chute  yerticale  des  corps  pesans. 
En  observant  ce  fixénomàne,  Tesprit  le  plus 
étranger  aux  conceptions  mathânatiques  recon- 
naît snrje-champ  que  lesdenz  quantités  qoTil  pré- 
sente, savoir  :  lahauteurdoùuncorpsest  tombée  et 
letempsdaea  chute,  sont  nécessairementliéesPune 
à  l^tJDe,  puisqu'elles  varient  ensemble ,  et  restent 
fixes  âmnltanément;  ou ,  suivant  le  langage  des 
géomètres  I  qu'elles  sontybnclibii  Tune  de  Tautre. 
Le  phénomène,  considéré  sous  ce  point  de  vue, 
donne  donc  lieu  à  une  question  mathématique , 
qui  consiste  à  suppléer  à  la  mesure  directe  de 
Tune  de  ces  deux  grandeurs  lorsqu'elle  sera  im- 
possible ,  par  la  mesure  de  1  autre.  Cestainsi ,  par 
exemple ,  qu'on  pourra  déterminer  indirectement 
la  profondeur  d'un  précipice ,  en  se  bornant  à 
mesurer  le  temps  qu'un  corps  emploierait  à  tom- 
ber jusqu'au  fond  ;  et ,  en  procédant  convenable- 
ment ,  cette  profondeur  inaccessible  sera  connue 
avec  tout  autantde précision  que  si  c'était  une  ligne 
horizontale  placée  dans  les  circonstances  les  plus 
Ëivorables  à  une  mesure  facile  et  exacte.  Dans 
d'autres  occasions,  c'est  la  hauteur  d'où  le  corps 
est  tombé  qui  sera  facile  à  connaître  ^  tandis  que 
le  temps  de  la  chute  ne  pourrait  point  être  ob- 
servé directement;  alors  le  même  phénomène 
donnera  lieu  à  la  question  inverse^  déterminer  le 
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temps  d'après  la  hauteur  ;  comme ,  par  exemple, 
si  Ton  voulait  conoaître  quelle  serait  la  durée  de 
la  chute  verticale  d'un  corps  tombant  de  la  lune 
sur  la  terre* 

Dans  l'exemple  précédent ,  la  question  mathé- 
matique est  fort  simple ,  du  moins  quand  on  n'a 
pas  ^rd  à  la  variation  d'intensité  de  la  pesanteur , 
ni  à  la  résistance  du  fluide  que  le  corps  traverse 
dans  sa  chute.  Mais ,  pour  agrandir  la  question^ 
il  suffira  de  considérer  le  même  phénomène  dans 
sa  plus  grande  généralité ,  en  supposant  la  chute 
oblique ,  et  tenant  compte  de  toutes  les  circon* 
stances  principal  es.  Alors,  au  lieu  d'offrir  simple- 
ment deux  quantités  variables  liées  cntr'elles  par 
une  relation  facile  à  suivre  ,  le  phénomène  en 
présentera  un  plus  grand  nombre^  l'espace  par- 
couru ,  soit  dans  le  sens  vertical ,  soit  dans  le  sçns 
.  horizontal ,  le  temps  employé  à  le  parcourir  y  la 
vitesse  du  corps  à  chaque  point  de  sa  course  ^  et 
même  l'intensité  et  la  direction  de  son  impulsion 
primitive ,  qui  pourront  aussi  être  envisagées 
comme  variables ,  et  enfin ,  dans  certains  cas ,  pour 
tenir  compte  de  tout  ^  la  résistance  du  milieu  et 
l'énergie  de  la  gravité.  Toutes  ces  diverses  quan- 
tités seront  liées  enlr'elles ,  de  telle  sorte  que 
chacune  à  son  tour  pourra  être  déterminée  indi- 
rectement d'après  les  autres ,  ce  qui  pr&entera 
autant  de  recherches  mathématiques  distinctes 
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qu'il  y  aura  de  grandeurs  coexistantes  dans  le 
pbénomàoe  considéré.  Ce  changement  très-simple 
dans  les  conditions  physiques  d'un  problème 
pourra  faire  ^  comme  il  arrive  en  effet  pour 
l'exemple  cité ,  quune  recherche  mathématique, 
primitivement  fort  élémentaire ,  se  place  tout-à- 
coup  au  rang  des  questions  les  plus  difficiles , 
dont  la  solution  complète  et  rigoureuse  surpasse 
jusqu'à  présent  toutes  les  plus  grandes  forces  de 
l'esprit  humain. 

Prenons  un  second  exemple  dans  les  phéno- 
mènes géométriques*  Qu'il  s'agiâe  de  déterminer 
une  distance  qui  n'est  pas  susceptible  de  niesut*e 
directe  ;  on  la  concevra  généralement  comme  fai- 
sant partie  d'une  Jigure  ,  ou  d'un  système  quel- 
conque de  lignes ,  choisi  de  telle  manière  que 
tous  ses  autres  éléraens  puissent  être  observés  im- 
médiatement ;  par  exemple  y  dans  le  cas  le  plus 
simple  et  auquel  tous  les  autres  ))euvent  se  réduire 
finalement ,  ou  considérera  la  distance  proposée 
comme  appartenant  à  un  trian<];le ,  dans  lequel  on 
pourrait  déterminer  directement,  soit  un  autre 
côté  et  deux  angles ,  soit  deux  côtés  et  un  seul 
angle.  Dès-lors  ,  la  connaissance  de  la  dislance 
cherchée,  au  lieu  d'être  obtenue  inimédiatemeiil, 
sera  le  résultat  iVun  travail  matliématicme  ([ui 
consistera  à  la  déduire  des  éleniens  observes  , 
daprès  la  relation  qui  la  lie  avec  eux.  Ce  travail 
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pourra  devenir  successivement  de  plus  en  pli^ 
compliqué ,  si  les  ëlémens  supposés  connus  ne 
pouvaient ,  à  leur  tour ,  comme  il  arrive  le  plus 
souvent ,  être  déterminés  que  d'une  msmière  inr 
directe ,  k  Taide  de  nouveaux  systèmes  auxiliaires» 
dont  le  nombre  ,  dans  les  grandes  opérations  de 
ce  genre  y  finit  par  devenir  quelquefois  très-con- 
sidérable. La  distance  une  fois  déterminée,  cette 
seule  connaissance  suffira  fréquemment  potur 
faire  obtenir  de  nouvelles  quantités^  qui  offriront 
le  sujet  de  nouvelles  questions  mathématiques. 
Ainsi ,  quand  on  sait  à  quelle  distance  est  situé 
un  objet,  la  simple  observation,  toujours  possi- 
ble, de  son  diamètre  apparent ,  doit  évidemment 
permettre  de  déterminer  indirectement,  quel- 
qu'inaccessible  qu'il  puisse  être,  ses  dimensions 
réelles,  et,  par  une  suite  de  recherches  analogues, 
sa  surface,  son  volume,  son  poids  même,  et  une 
foule  d'autres  propriétés,  dont  la  connaissance 
semblai  tdevoir  nous  être  nécessairement  interdite. 
C'est  par  de  tels  travaux ,  que  l'homme  a  pu 
parvenir  à  connaître,  non-seulement  les  dislaur 
ces  des  astres  à  la  terre ,  et  par  suite ,  entr'eux  , 
mais  leur  grandeur  effective ,  leur  véritable  figure, 
jusqu'aux  inégalités  de  leur  surface,  et ,  ce  qui 
semble  se  dérober  bien  plus  encore  à  nos  moyens 
d'investigation,  leurs  masses  respectives,  leurs 
densités  moyennes,  les  circonstances  principales 
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de  la  chute  des  corpi  peuns  i  la  aor&tse  de  cha- 
enn  d'eux,  etc.  Par  la  puiwance  des  théories  ma- 
Uiématicpies»  tons  .ces  divers  rësnltato,  et  bien 
d'antres  encore  relatifs  anx  difi&entes  classes 
de  phénomines  naturels ,  n'ont  exigtf  d^finitive- 
iM&t  -d'autres  mesures  immédiates  tjaa  celles 
d'an  tr^petit  nombre  de  lignes  droites,  conve- 
naUemant  choisies,  etd'unplus  grand  nomla^ 
d'anglea.  On  peut  méine  dire ,  en  -  tonte  rigueur, 
pour  indiquer'  d'un  seul  trait  la  portée  générale 
de  la  science,  que  *  l'on  ne  craignait  pas  avec 
raison  de  multiplier  sans  nécessité  les  opérations 
mathématiques,  et  si,  par  conséquent,  ou  ne 
devait  pas  les  réserver  seulement  pour  la  déter- 
mination dés  quantités  qui  ne  pourraient  nul- 
lement être  mesurées  directement,  ou  d'unema- 
nière  assez  exacte ,  la  connaissance  de  toutes  les 
grandeurs  susceptibles  d'estimation  précise  que' 
les  divers  ordres  (le  phénomènes  peuvent  nous 
offrir,  serait  finalement  réductible  à  la  mesure 
immédiate  d'une  ligne  droite  unique  et  d'un  nom- 
bre d'angles  convenable. 

Nous  sommes  donc  parvenu  maintenant  à  dé- 
finir avec  exactitude  la  science  mathématique, 
en  lui  assignant  pour  but,  la  mesure  indirecte 
des  grandeurs,  et  disant  qu'on  s'y  propose  con- 
stamment de  déterminer  les  grandeurs  les  unes 
par  les  autres,  daprès  les  reialioTis  précises  qui 
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existent  entr^ elles.  Cet  énonce^  au  lieu  de  don- 
ner seulementridée  d'un  art,  comme  le  font  jus-^ 
qu'ici  toutes  les  définitions  ordinaires,  caractë* 
rise  immédiatement  une  véritable  science  y  et  la 
montre  sur-le-champ  composée  d'un   immense 
enchaînement  d'opérations  intellectuelles  ^  qui 
pourront  évidemment  devenir  très-compliquées^ 
à  raison  de  la  suite  d'intermédiaires  qu'il  faudra 
établir  entre  les  quantités  inconnues  et  celles  qui 
comportent  une  mesure  directe ,  du  nombre.des 
variables  co-existantes  dans  la  question  proposée , 
et  de  la  nature  des  relations  que  fourniront  entre 
toutes  ces.diverses  grandeurs  les  phénomènes  con- 
sidérés. D'après  une  telle  définition ,  l'esprit  ma- 
thématique consiste  à  regarder  toujours  comme 
liées  entr'elles  toutes  les  quantités  que  peut  pré- 
senter un  phénomène  quelconque ,  dans  la  vue 
de  les  déduire  les  unes  des  autres.  Or,  il  n'y  a 
pas  évidemment  de  phénomène  qui   ne  puisse 
donner  lieu  à  des  considérations  de  ce  genre; 
d'où  résulte  l'étendue  naturellement  indéfinie  et 
même  la  rigoureuse  universalité  logiique  de  la 
science  mathématique  :  nous  chercherons  plus 
loin  à  circonscrire  aussi  exactement  que  possible 
son  extension  effective. 

Les  explications  précédentes  établissent  clai- 
rement la  justification  du  nom  employé  pour 
désigner  la  science  cpie  nous  considérons.  Cette 
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dénomination  I  qui  a  pris  aujourd'hui  une  ac* 
oeplion  si  déterminée ,  signifie  simplement  par 
elle-métne  la  science  en  général.  Une  telle  dési- 
gnation I  rigoureusement  exacte  pour  les  Grecs , 
qui  n'avaient  pas  d'autre  science  réelle ,  n'a  pu 
élre  conservée  par  les  modernes  que  pour  indi- 
quer les  mathématiques  comme  la  science  par 
excellence*  Et,  en  effets  la  définition  a  laquelle 
nous  venons  d*étre  conduits ,  si  on  en  écarte  la 
circonstance  de  la  précision  des  déterminations, 
n  est  antre  chose  que  la  définition  de  toute  véri* 
table  science  quelconque^  car  chacune  n'a-t-elle 
pas  nécessairement  pour  but  de  déterminer  des 
phénomènes  les  uns  par  les  autres^  d'après  les 
relations  qui  existent  entr'eux?  Toute  science  con- 
siste dans  la  coordination  des  faits;  si  les  diverses 
observations  étaient  entièrement  isolées,  il  n'y 
aurait  pas  de  science.  On  peut  même  dire  géné- 
ralement que  la  science  csl  essentiellement  des- 
tinée à  dispenser,  autant  que  le  comportent  les 
divers  phénomènes ,  de  toute  observation  directe, 
en  permettant  de  déduire  du  plus  petit  nombre 
possible  de  données  immédiates,  le  plus  grand 
nombre  possible  de  résultats.  N'est-ce  point  là, 
en  effet ,  l'usage  réel ,  soit  dans  la  spéculation , 
soit  dans  l'action  ,  des  lois  que  nous  parvenons  à 
découvrir  entre  les  phénomènes  naturels?  La' 
science  mathématique,  ne  fait,  d'après  cela^  que 
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pousser  au  plus  liaut  degré  possible,  tani  sous  le 
rapport  de  la  quatililé  que  sous  celui  de  la  qua- 
lité, sur  les  sujets  véritablement  de  son  ressort , 
le  même  genre  de  recherches  que  poursuit,  à 
des  degrés  plus  ou  dioIus  inférieurs,  chaque 
science  réelle,  dans  sa  sphère  respective. 

C'est  donc  par  l'étude  des  mathématiques ,  et 
seulement  par  elle,  que  l'on  peut  se  faire  une 
idée  juste  et  approfondie  de  ce  que  c'est  qu'une 
science.  C'est  là  uniquement  qu'on  doit  chercher 
à  connaître  avec  précision  la  méthode  générale 
que  l'esprit  humain  emploie  consLimmcnt  dans 
toutes  ses  recherches  positives,  parce  que  nulle 
part  ailleurs  les  questions  ne  sont  résolues  d'une 
manière  aussi  complète,  et  les  déductions  pro- 
longées aussi  loin  avec  une  sévérité  rigoureuse. 
C'est  là  paiement  que  notre  entendement  a 
donné  les  plus  grandes  preuves  de  sa  force,  parce 
que  les  idées  qu'il  y  considère  sont  du  plus  haut 
degré  d'abstraction  possible  dans  l'ordre  positif 
Toute  éducation  scientifique  qui  ne  commence 
point  par  une  telle  élude,  pèche  donc  nécessai- 
rement par  sa  base. 

Nous  avons  jusqu'ici  envisagé  la  science  ma- 
thématique seulement  dans  son  ensemble  total, 
sans  avoir  aucun  égard  à  ses  divisions.  Nous  de- 
vons maintenant,  pour  compléter  celle  vue  gé- 
nérale et  nous  formel'  une  jusie  idée  du  carac- 
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(àvc  philosophique  delà  scîejicc,  considérer  sa 
division  fondamentale.  Les  divisions  secondaires  * 
set'ont  examinées  dans  les  leçons  suivantes. 

Celte  division  principale  ne  saurait  être  viai- 
menl  rationnelle,  et  dériver  de  la  nature  même 
du  sujet,  qu'autant  qu'elle  se  présentera  spon- 
tanément ,  eu  faisant  l'analyse  exacte  d'une  ques- 
tion mathématique  complète.  Ainsi,  après  avoir 
ilélf'iminc  ci-dessus  quel  est  l'objet  général  des 
travaux  mathématiques ,  caractérisons  mainte- 
nant avec  précision  les  divers  ortlres  princdr- 
paux  de  recherches  dont  iJs  se  composent  cons- 
tamment. 

La  solution  complète  de  tonte  question  ma^ 
ihématiquc  sedécompose  uécessai rement  en  deux 
parties,  d'une  nature  essenlicltemcnt  distincte, 
l'I  dont  la  relation  est  invariablement  détermi- 
née lui  effet,  nous  avons  vu  ijue  toute  recherche 
Riathcmatique  a  pour  objet  de  déterminer  des 
grandeurs  inconnues  ,  d'après  les  relations  qui 
i^xisteut  entre  elles  et  des  grandeurs  connues.  Or, 
il  faut  évidemment  d'abord,  à  <x;lte  fin,  parvenir 
à  connaître  avec  précision  les  relations  exisUntes 
enUe  les  quantités  que  l'on  considère.  Ce  pre- 
mier ordre  de  recherches  constitue  ce  que  j'ap- 
pelle la  partie  coiici'ète  de  la  solution.  Quand  elle 
est  terminée,  la  question  change  de  nature;  elle 
se  réduit. 'l  une  pi:re  question  de  nombres,  con- 
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sistant  simplement  désormais  à  déterminer  de» 
nombres  inconnus,  lorsquW  sait  qiielles  relations 
précises  les  lient  à  des  nombres  connus.  C'est  dans 
ce  second  ordre  de  recherches  que  consiste  ce 
que  je  nomme  la  partie  abstraite  de  la  solution. 
De  là  résulte  la  division  fondamentale  de  la 
science  mathématique  générale  en  deux  grandes 
sciences,  la  mathématique  abstraite  et  la  mathé- 
tique  concrète. 

Cette  analyse  peut  être  observée  dans  toute 
question  mathématique  complète^  quelque  sim- 
ple ou  quelque  compliquée  qu'elle  soit.  11  suffira, 
pour  la  faire  bien  comprendre,  den  indiquer  un 
seul  exemple. 

Reprenant  le  phénomène  déjà  cité  de  la  chute 
verticale  d'un  corps  pesant,  et  considérant  le  cas 
le  plus  simple,  on  voit  que  pour  parvenir  à  dé- 
terminer l'une  par  1  autre  la  hauteur  d'où  le  corps 
est  tombé  et  la  durée  de  sa  chute ,  il  faut  com- 
mencer par  découvrir  la  relation  exacte  de  ces 
deux  quantités^  ou,  suivant  le  langage  des  géo- 
mètres, Véquation  qui  existe  entre  elles.  Avant 
que  cette  première  recherche  soit  terminée,  toute 
tentative  pour  déterminer  numériquement  la  va- 
leur de  l'une  de  ces  deux  grandeurs  par  celle  de 
Tautre  serait  évidemment  prématurée,  car  elle 
n'aurait  aucune  base.  Il  ne  suffit  pas  de  savoir 
vaguement  qu'elles  dépendent  l'une  de  l'autre» 
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ce  que  tout  le  inonde  aperçoit  sur-le-champ,  mais 
il  &ut  déterminer  en  qaoi  consiste  cette  dépen- 
dance; ce  qui  peut  être  fort  difficile,  et  constitue 
en  effet ,  dans  le  cas  actuel ,  la  partie  incompara- 
blement supérieure  du  problème.  Le  véritable 
e^rit  scientifique  est  si  moderne  et  encore  telle- 
ment rare ,  que  personne  peut-être  avant  Galilée 
n'avait  seulement  remarqué  1  accroissement  de  vi- 
tesse qu'éprouve  un  corps  dans  sa  chute ,  ce  qui 
exclut  l'hypothèse,  vers  laquelle  notre  intelli- 
gence ,  toujours  portée  involontairement  à  suppo- 
ser dans  chaque  phénomène  \esi fonctions  les  plus 
simples,   sans  aucun  autre  motif  que  sa  plus 
grande  facilité  à  les  concevoir,  serait  naturelle- 
ment entraînée  ,  la  hauteur  proportionnelle  au 
temps.  En  un  mot^  ce  premier  travail  aboutit  à  la 
découverte  de  la  loi  de  Galilée.  Quand  cette  par- 
lie  concrète  est  terminée,  la  recherche  devient 
d  une  tout  autre  nature.  Sachant  que  les  espaces 
parcourus  par  le  corps  dans  chaque  seconde  suc- 
cessive de  sa  chute  croissent  comme  la  suite  des 
nombres  impairs,  c'est  alors  une  question  pure- 
ment numérique  et  abstraite  que  d'en  déduire  ou 
la  hauteur  d'après  le  temps ,  ou  le  temps  par  la 
hauteur,  ce  qui  consistera  à  trouver  que,  d'après 
la  loi  établie ,  la  première  de  ces  deux  quantités 
ei  t  un  multiple  connu  de  la  seconde  puissance  de 
l'autre ,  d'où  l'on  devra  finalement  conclure  la  va- 
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leur  de  l'une  quand  celle  de  l'aulre  sera  domtéc. 

Dans  CCI  esciuple,  la  question  concrète  est  plus 
diSicik  (jue  la  question  abstraite.  Ce  serait  l'in- 
verse, si  Ion  considérait  le  même  plie'nomèue 
dans  sa  plus  grande  géncralilé ,  tel  que  je  l'ai  en- 
visagé plus  haut  pour  un  autie  motif-  Suivant  le» 
cas,  ce  sera  tantôt  ta  première,  tantôt  la  seconde 
de  ces  deux  parties  qui  constituera  la  principale 
difficulté  de  la  question  totale;  la  loi  malkcma- 
tique  du  pliciiomène  pouvant  être  très-simple, 
mais  difficile  à  obtenir,  et,  dans  d'antres  occa- 
sions, facile  ù  dccouTrir,  mais  fort  compliquée  : 
en  sorte  que  les  dcus  grandes  sections  de  la 
science  madiémaliqnt:,  quand  on  les  compare  en 
masse,  doivent  être  regardées  comme  exactement 
équivalentes  en  étendue  et  en  difficulté,  aussi 
bien  qu'en  importance,  ainsi  que  nous  le  consta- 
terons plus  tard  eu  considérant  chacune  d'elles 
séparénieul. 

Ces  deux  parties,  essentiellement  cUstincies, 
d'après  l'explication  précédente,  par  l'objet  que 
l'esprit  s'y  propose,  ne  le  sont  pas  moins  par  la 
natme  des  lechcrches  dont  elles  se  composent. 

La  première  doit  porter  le  nom  de  conci'èle, 
car  elle  dépend  évidemment  du  genre  des  phéno- 
mènes considérés,  et  doit  varier  nécessairement 
lorsqu'on  envisagera  de  nouveaux  phénonièncsj 
tandis  que  la  seconde  est  complètement  indépen- 
danle  de  la  nature  des  objets  examinés,  et  porte 
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aeiilement  sar  les  relations  numâ'iijaes  qu'ils  pré- 
sentent» ce  qui  doit  la  faire  appeler  aijl>-ai/e.  Les 
mêmes  nlattons  peuvent  exister  dans  un  grand 
nombre  de  phénomènes  diffëreas,  qui,  malgré  leur 
extrême  diversité,  seront  envisagés  par  le  géomètre 
comme  offrant  une  question  analytique,  suscepti- 
ble^en  l'étudiant  isolément,  d'éti-e  résolue  une  fois 
pour  toutes.  Ainsi,  par  exemple,  la  même  loi  qui 
règne  entre  l'eqiace  et  le  tempsi  quand  on  examine 
la  chute  verticale  d'un  corps  dans  le  vide ,  se  re- 
trouve pour  d'autres  phénomènes  qui  n'offrent 
aucune  analogie  avec  le  {Htmier  ni  entre  eux  : 
car  elle  exprime  aussi  la  rclatioh  entre  l'aire  d'un 
corps  sphérique  et  la  longueur  de  son  diamètre  ; 
elle  détermine  paiement  le  décroisseiiicnt  de 
l'intensité  de  la  lumière  ou  de  la  cli.it«ur  h  rai- 
sou  de  la  distance  des  objets  éclairés  ou  échauf- 
fés, etc.  Ija  partie  abstraite,  commune  à  ces  di- 
verses questions  mathématiques,  ayant  été  U'aitéc 
à  l'occasion  d'une  seule  d'entre  elles ,  se  trouvera 
l'être ,  par  cela  même ,  pour  toutes  les  antres  ; 
tandis  que  la  partie  concrète  devra  nécessaire- 
ment être  reprise  pour  chacune  sépaiément,  sans 
que  la  solution  de  quelques-unes  puisse  fournir, 
sous  ce  rapport,  aucun  secoms  direct  pour  celle 
des  suivantes.  Il  cKt  impossible  d'établir  de  véri- 
tables méthodes  générales  qui,  par  une  marche 
déterminée  et  invariable ,  assurent,  dans  tous  les 
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cas,  !  a  découverte  des  relations  existantes  eolre 
les  (fiiantités.relativeinenl  à  des  phénomènes  quel- 
conques :  ce  sujet  ne  comporte  nécessairement 
que  des  méthodes  spéciales  pour  telle  ou  telle 
classe  de  phénomènes  géométriques,  ou  mécani- 
ques, ou  thermologiques,  etc.  On  peut,  au  con- 
traire, dt^  quelque  source  que  proviennent  les 
quantités  considérées,  établir  des  méthodes  uni- 
formes pour  les  déduire  les  unes  des  autres  ,  en 
supposant  connues  leurs  relations  exactes.  La  par- 
tie abstraite  des  mathématiques  est  donc  ,  de  -'a 
nature,  générale;  la  partie  concrète,  spéciale. 

En  présentant  celte  comparaison  sous  un  nou- 
veau point  de  vue,  on  peut  dire  que  la  mathé- 
matique concrète  a  un  caractère  philosophique 
essentiellement  expérimental,  physique,  phéno- 
ménal; tandis  que  celui  de- la  mathématique 
abstraite  est  purement  logique,  rationnel.  Ce 
n'est  pas  ici  le  lieu  de  discuter  exactement  les  pro- 
cédés qu'eaiploie  l'esprit  humain  pour  découvrir 
les  lois  mathématiques  des  phénomènes.  Mais, 
soit  que  l'observation  précise  suggère  elle-même 
la  loi ,  soit,  comme  il  arrive  plus  souvent,  qu'elle 
ne  fasse  que  confirmer  la  loi  construite  par  le  rai- 
sonnement d'après  les  faits  les  plus  communs  ; 
toujours  est-il  certain  que  cette  loi  n'est  envisa- 
gée comme  réelle  qu'autant  qu'elle  se  montre 
d'accord  avec  les  résultats  de  l'expérience  di- 
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recte.  Ainsi ,  la  partie  concrète  de  toute  question 
mathématicpie  est  nécessairement  fondée  sur  la 
considération  du  monde  extérieur,  et  ne  saurait 
jamais ,  quelle  qu'y  puisse  être  la  part  du  raison- 
nement,  se  résoudre  par  une  simple  suite  de  com- 
binaisons intellectuelles.  La  partie  abstraite ,  au 
contraire^  quand  elle  a  été  d'abord  bien  exacte- 
ment séparée  j  ne  peut  consister  que  dans  une 
série  de  déductions  rationnelles  plus  ou  moins 
prolongée.  Car^  si  Ton  i^  une  fois  trouvé  les  équa- 
tions d'un  phénomène,  la  détermination  des  unes 
par  les  autres  des  quantités  qu'on  y  considère, 
quelques  difficultés  d'ailleurs  qu'elle  puisse  sou- 
vent offrir,  est  uniquement  du  ressort  du  raison- 
nement. C'est  à  l'intelligence  qu'il  appartient  de 
déduire,  de  ces  équations,  des  résultats  qui  y  sont 
évidemment  compris,  quoique  d'une  manière 
peut-être  fort  implicite,  sans  qu'il  y  ait  lieu  à 
consulter  de  nouveau  le  monde  extérieur,  dont 
la  considération^  devenue  dès  lors  étrangère,  doit 
même  être  soigneusement  écartée  pour  réduire  le 
travail  à  sa  véritable  difficulté  propre. 

On  voit ,  par  cette  comparaison  générale^  dont 
je  dois  me  borner  ici  à  indiquer  les  traits  princi- 
paux, combien  est  naturelle  et  profonde  la  divi- 
sion fondamentale  établie  ci-dessus  dans  la  science 
mathématique. 

Pour  terminer  l'exposition  générale  de  cette 
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division^  il  ne  nous  reste  plus  qu'à  circonscrite , 
aussi  exactement  que  nous  puissions  le  faire 
dans  ce  premier  aperçu ,  chacune  des  deux 
grandes  sections  de  la  science  mathématique. 

La  mathématique  concrète  ayant  pour  objet 
de  découvrir  les  équations  des  phénomènes^  semr- 
hlerait  y  à  priori,  devoir  se  composer  d'autant  de 
sciences  distitictes  qu'il  y  a  de  catégories  réel- 
lement .différentes  pour  nous  parmi  les  phéno^ 
mènes  naturels*  Mais  il  s'en  faut  de  beaucoup 
qu'on  soit  encore  parvenu  à  découvrir  des  lois 
mathématiques  dans  tous  les  ordres  de  pheno^ 
mènes  ;  nous  verrons  même  tout-à^l'heure  que , 
sous  ce  rapport^  la  majeure  partie  se  dérobera 
très^-vraisemblablement  toujours  à  nos  efforts. 
En  réalité,  dans  l'état  présent  de  l'esprit  humain, 
il  n'y  a  directement  que  deux  grandes  catégo- 
ries générales  de  phénomènes  dont  on  connaisse 
constamment  les  équations  ;  ce  sont  d'abord  les 
phénomènes  géométriques,  et  ensuite  les  phéno- 
mènes mécaniques*  Ainsi ,  la  partie  concrète  des 
mathématiques  se  compose  donc  de  la  géomé^ 
trie  et  de  la  mécanique  rationnelle. 

Cela  suffit,  il  est  vrai^  pour  lui  donner  un  ca** 
ractère  complet  d'universaUté  lexique  ,  quand  on 
considère  l'ensemble  des  phénomènes  du  point 
de  vue  le  plus  élevé  de  la  philosophie  naturelle. 
En  effet ,  si  toutes  les  parlies  de  l'univers  étaient 
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conçues  comme  immobiles  ^  il  qj!j  aurait  évi« 
demment  h  observer  que  des  phénomènes  géo- 
métriques f  puisque  tout  se  réduirait  à  des  rela- 
tions de  forme  «  de  grandeur ,  et  de  situation  ; 
ayant  ensuite  ^;ard  aux  mouvemens  qui  s'y  exé- 
cutent ,  il  y  a  lieu  à  considérer  de  plus  des  phé- 
nom^es  mécaniques.  En  appliquant  ici,  après 
lavoir  suffisamment  généralisée  »  une  conception 
philosophique 9  due  à  M.  de  Blainville,  et  déjà 
citée  pour  un  autre  usage  dans  la  i*^  leçon 
(page  32),  on  peut  donc  établir  que^  vu  sous  le 
rapport  statique ,  l'univers  ne  présente  que  des 
phénomènes  géométriques  ;  et ,  sous  le  rapport 
dynamique  y  que  des  phénomènes  mécaniques. 
Ainsi  la  géométrie  et  la  mécanique  constituent, 
par  elles-mêmes  9  les  deux  sciences  naturelles 
fondamentales ,  en  ce  sens ,  que  tous  les  effets 
naturels  peuvent  être  conçus  comme  de  simples 
résultats  nécessaires ,  ou  des  lois  de  l'étendue , 
ou  des  lois  du  mouvement. 

Mais,  quoique  cette  conception  soit  toujours 
logiquement  possible ,  la  difficulté  est  de  la  spé- 
cialiser avec  la  précision  nécessaire,  et  de  la 
suivre  exactement  dans  chacun  des  cas  généraux 
que  nous  offre  1  étude  de  la  nature ,  c  est-à-dire , 
de  réduire  effectivement  chaque  question  prin- 
cipale de  philosophie  naturelle,  pour  tel  ordre 
(le  phénomènes  déterminé ,  à  la  question  de  géo- 
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mëtrie  ou  de  mÀ^anique  »  à  laquelle  on  pourmit 
rationnellement  la  supposer  ramena.*  Cette  trans- 
formation f  qui  exige  préalablement  de  grands 
progrès  dans  l'étude  de  cliaque  classe  de  phéno- 
mènes, n'a  été  réellement  exécutée  jusqu'ici  que 
pour  les  phénomènes  astronomiques ,  et  pour 
une  partie  de  êeux  que  considère  la  physique 
terrestre  proprement  dite.  Cest  ainsi  que  l'astro- 
nomie ,  l'acoustique  j  l'optique ,  etc. ,  sont  deve- 
nues finalement  des  applications  de  la  science 
mathématique  à  de  certains  ordres  d'observa- 
tions (i).  Mais,  ces  applications  n'étant  point, 

(i)  Je  dois  faire  ici,  par  anticipation  ,  une  mention  sommaire 
de  la  thermologie  ,  à  laquelle  je  consacrerai  plus  tard  une  leçon 
spéciale.  La  théorie  mathe'matique  des  phe'nomènes  de  la  chaleur, 
a  pris  ,  par  les  mémorables  travaux  de  son  illustre  fondateur ,  un 
tel  caractère,  qu^on  peut  aujourd'hui  b  concevoir,  après  la  géomé- 
trie et  b  mécanique  ,  comme  une  véritable  troisième  section  dis- 
tincte de  la  mathématique  concrète ,  puisque  M.  Fourier  a  établi, 
d'une  manière  entièrement  directe ,  les  équations  thermologi- 
ques ,  au  lieu  de  se  représenter  hypothétiquement  les  question» 
comme  des  applications  de  b  mécanique  ,  ainsi  qu*on  a  tenté  de 
le  faire  pour  les  phénomènes  électriques ,  par  exemple.  Cette 
grande  découverte,  qui,  comme  toutes  celles  qui  se  rapportent  âr 
la  méthode  ,  n'est  pas  encore  convenablement  appréciée  ,  mérite 
singulièrement  notre  attention  ;  car ,  outre  son  importance  im- 
médiate pour  Pétude  vraiment  rationnelle  et  positive  d'un  ordre 
de  phénomènes  aussi  universel  et  aussi  fondamental ,  elle  tend  à 
relever  nos  espérances  philosophiques ,  quant  à  Peztcnsion  future 
desapplicatîonslégitimesde  l'analyse  mathématique,  ainsi  que  je 
l'expliquerai  dans  le  second  volume  de  ce  cours  ,  en  examinant  le 
caractère  général  de  cette  nouvelle  séné  de  travaux.  Je  n^aurais 
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par  leur  nature,  rigoureusement  circonscrites» 
ce  serait  assigner  à  la  science  un  domaine  in- 
défini et  entièrement  vague,  que  de  les  confon- 
dre avec  elle ,  comme  on  le  fait  dans  la  division 
ordinaire ,  si  vicieuse  à  tant  d  autres  éffivds^  des 
mathématiques  en  pures  et  appliquées.  Nous  per- 
sisterons donc  à  regarder  la  mathématique  con- 
crète comme  uniquemement  composée  de  la 
géométrie  et  de  la  mécanique. 

Quant  à  la  mathématique  abstraite f  dont  j'exa- 
minerai la  division  générale  dans  la  leçon  sui- 
vante, sa  nature  est  nettement  et  exactement 
déterminée.  Elle  se  compose  de  ce  qu'on  ap- 
pelle le  calcul  y  en  prenant  ce  mot  dans  sa  plus 
grande  extension^  qui  embrasse  depuis  les  opéra- 
tions numériques  les  plus  simples  jusqu'aux  plus 
sublimes  combinaisons  de  l'analyse  transcendante. 
Le  calcul  a  pour  objet  propre  de  résoudre  toutes 
les  questions  de  nombres.  Son  point  de  départ 
est,  constamment  et  nécessairement ,  la  connais- 
sance de  relations  précises  ,  c'esi-à-<iire  à^ équa- 
tions f  entre  les  diverses  grandeurs  que  Ton  con- 
sidère simultanément ,  ce  qui  est,  au  contraire, 
le  terme  de  la  mathématique  concrète.  Quelque 

pas  hésite  dès  à  présent  à  traiter  la  thermologie  ,  ainsi  conçue  , 
comme  use  troisième  branche  principale  de  la  mathématique 
concrète  ,  si  je  n^avais  craint  de  diminuer  Tutililé  de  cet  ouvrage 
en  mV'cartant  trop  des  habitudes  ordinaires. 
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compliquées  ou  quelque  indirectes  que  puissent 
être  d'ailleurs  ces  relations  ^  le  but  final  de  la 
science  du  calcul  est  d'en  déduire  toujours  les 
valeurs  des  quantités  inconnues  par  celles  des 
quantités  connues.  Cette  science j  bien  que  plus 
perfectionnée  qu'aucune  autre ,  est  j  sans  doute  y 
réellement  peu  avancée  encore ,  en  sorte  que  ce 
but  est  rarement  atteint  d  une  manière  complè- 
tement satisfaisante.  Mais  tel  n'en  est  pas  moins 
son  vrai  caractère.  Pour  concevoir  nettement  la 
véritable  nature  d'une  science ,  il  faut  toujours 
la  supposer  parfaite* 

Afin  de  résumer  le  plus  philosophiquement 
possible  les  considérations  ci-dessus  eiposées 
sur  la  division  fondamentale  des  mathématiques, 
il  importe  de  remarquer  qu  elle  n'est  qu'une  ap- 
plication du  principe  général  de  classification 
qui  nous  a  permis  d'établir,  dans  la  leçon  précé- 
dente ,  la  hiérarchie  rationnelle  des  différentes 
sciences  positives. 

Si  Von  compare ,  en  effet ,  d'une  part  jle  calcul , 
et  d'une  autre  part  la  géométrie  et  la  mécani- 
que ,  on  vérifie ,  relativement  aux  idées  considé- 
rées dans  cliacune  de  ces  deux  sections  prin- 
cipales  de  la  mathématique ,  tous  les  caractères 
essentiels  de  notre  méthode  encyclopédique.  Les 
idées  analytiques  sont  évidemment  à  la  fois  plus 
abstraites,  plus  générales  et  plus  simples  que  le^ 
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idées  géoniétri(jues  ou  mécanicym^.  Bioii  que  les 
coQceptions  principates  de  l'analyse  tnalbémati- 
que,  envisagées  historiquement,  se  soient  for- 
mées sous  l'inlluence  des  cousidératîons  de  géo- 
iiiélrie  ou  de  mécanique,  au  peri'ectionueraenl 
desquelles  les  progrès  du  calcul  sont  étroitement 
liés,  laualyse  n'en  esl  pas  moins,  sous  le  point  de 
vue  logique,  essentiellement  indépendante  delà 
géométrie  et  de  la  mécanique,  Uindis  que  celles- 
ct  sont,  au  contraire,  nécessairement  fondëes  sur 
la  première. 

L'analyse  mathématique  est  donc  ,  d'après  les 
principes  que  nous  avons  constamment  suivis 
jusqu'ici^  la  véritable  base  rationnelle  du  sys- 
tème entier  de  nos  connaissances  positives.  Elle 
constitue  la  première  et  la  plus  parfaite  de  toutes 
les  sciences  fondamentales.  Les  idées  dont  elle 
s'occupe,  sontks  plus  universelles,  les  plus  ab- 
straites et  les  plus  simples  que  nous  puissions  réel- 
lement concevoir.  On  ne  saurait  tenter  d'aller 
plus  loin,  sous  CCS  trois  rapports  écjuivalens,  sans 
tomberiDevitablement  dans  les  rêveries  métapliysi- 
ques.Car,  quel iuii/racïuwieirectifpounait-il res- 
ter dans  IVsprit  pour  servlrdesujet  positif  au  rai- 
sonncmciit.  si  on  voulait  supprimer  encoreqnel- 
que  circonstance  dans  les  notions  des  quantités 
indéterminées,  constantes  ou  variables,  telles  que 
les  géomètres  les  emploient  aujourd'hui,  afin  de 
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s'élever  à  un  prétendu  degré  supérieur  d'abstrac- 
tion, comme  le  croient  les  ontologistes? 

Cette  nature  propre  de  l'analyse  mathémati- 
que permet  de  s'expliquer  aisément  pourquoi , 
lorsqu'elle  est  convenablement  employée,  elle 
nous  offre  un  si  puissant  moyen,  non-seulement 
pour  donner  plus  de  précision  à  nos  connaissances 
réelles,  ce  qui  est  évident  de  soi-même^  mais  sur- 
tout pour  établir  une  coordination  infiniment 
plus  parfaite  dans  l'étude  des  phénomènes  qui 
comportent  celte  application.  Car,  les  concep- 
tions ayant  été  généralisées  et  simplifiées  le  plus 
possible,  à  tel  point  qu'une  seule  question  analy- 
tique, résolue  abstraitement ,  renferme  la  solu- 
tion implicite  d'une  foule  de  questions  physiques 
diverses,  il  doit  nécessairement  en  résulter  pour 
l'esprit  humain  une  plus  grande  facilité  à  aper- 
cevoir des  relations  entre  des  phénomènes  qui 
semblaient  d'abord  entièrement  isolés  les  uns  des 
autres,  et  desquels  on  est  ainsi  parvenu  à  tirer, 
pour  le  considérer  à  part,  tout  ce  qu'ils  ont  de 
commun.  C'est  ainsi  qu'en  examinant  la  marche 
de  notre  intelligence  dans  la  solution  des  ques- 
tions importantes  de  géométrie  et  de  mécanique, 
nous  voyons  surgir  naturellement,  par  l'intermé- 
diaire de  l'analyse,  les  rapprochemens  les  plus  fré^ 
quens  et  les  plus  inattendus  entre  des  problèmes 
qui  n'offraient  primitivement  aucune  liaison  appa- 
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rente  f  et  que  nous  finissons  souvent  par  enviaa-  ' 
met  comme  identiques.  Pourrions  -  nous  ,  par 
exemple,  sans  le  secours  de  l'analyse,  apercevoir 
la  moindre  analc^ie  entre  la  détermination  de  la 
direction  d'une  courbe  à  chacun  de  ses  points , 
et  cdle  de  la  vitesse  acquise  par  un  corps  h  cha- 
que instant  de  son  mouvement  varié  ,  questions 
qui ,  quelque  diverses  qu'elles  soient,  n'en  font 
qu'une,  anx  yeux  du  giSomètre? 

La  haute  perfection  relative  de  l'analyse  ma- 
thëmatiquet  comparée  à  toutes  les  autres  bran- 
ches de  nos  connaissances  positives,  se  conçoit 
avec  la  même  facilité,  quand  ou  a  bien  saisi  son 
vrai  caractère  général.  Cotte  perfection  ne 
tient  pas,  comme  l'ont  cru  les  métaphysiciens. 
et  surtout  Gondillac ,  d'après  un  examen  superll- 
ciel,  à  la  nature  des  signes  éminemment  concis 
et  généraux  qu'on  emploie  comme  instrumens 
de  raisonnement.  Dans  cette  importante  occasion 
spéciale,  comme  dans  toutes  les  autres,  l'in- 
fluence des  signes  a  été  considérablement  exagé- 
rée, bien  qu'elle  soit  sans  doute,  très  réelle, 
ainsi  que  l'avaient  reconnu  ,  avant  Gondillac,  et 
d'une  manière  bien  plus  exacte,  la  plupart  des 
géomètres.  En  réalité,  toutes  les  grandes  idées  ana- 
lytiques ont  été  formées  sans  que  les  signes  al- 
gébriques fussent  d'aucun  secours  essentiel  ,  au- 
trement que  pour  les  exploiter  après  que  l'esprit 
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les  avait  obtenues.  La  perfection  supérieure  de 
la  science  du  calcul  tient  principalement  à  Tex- 
Irémc  simplicité  des  klées  qu'elle  considère,  par 
quelques  signes  qu'elles  soient  exprimées  :  en 
sorte  qu  il  n  y  a  pas  le  moindre  espoir,  à  Taide 
d'aucun  artifice  quelconque  du  langage  scientifi* 
que,  même  en  le  supposant  possibje,  de  perfec- 
tionner, au  même  degré,  des  théories  qui,  portant 
sur  des  notions  plus  complexes,  sont  nécessai<- 
rement  condamnées,  par  leur  nature,  à  une 
infériorité  logique  plus  ou  moins  grande  suivant 
la  classe  correspondante  de  phénomènes. 

L'examen  que  nous  avons  tenté  de  faire ,  dans 
cette  leçon,  du  caractère  philosophique  de  la 
science  mathématique,  resterait  incomplet ,  si, 
après  lavoir  envisagée  dans  son  objet  et  dans  sa 
composition,  nous  n'indiquions  pas  quelques 
considérations  générales  directement  relatives  à 
l'étendue  réelle  de  son  domaine. 

A  cet  effet ,  il  est  indispensable  de  reconnaître 
avant  tout,  pour  se  faire  une  juste  idée  de  la  véri- 
table nature  des  mathématiques,  que,  sous  le 
point  de  vue  purement  logique,  cette  science  est, 
par  elle-même ,  nécessairement  et  rigoureusement 
universelle.  Car  il  n'y  a  pas  de  question  quel- 
conque qui  ne  puisse  finalement  être  conçue' 
comme  consistant  h  déterminer  des  quantités  les 
unes  par  les  autres  d'après  certaines  relations^  et ^ 
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ptf  conséquent ,  comme  réductible,  en  dernière 
analyse ,  à  une  simple  question  de  nombres*  On  le 
comprendra  si  Ton  remarque  effectivement  que , 
dans  toutes  nos  recherches ,  à  quelque  ordre  de 
phénomènes  qu'elles  se  rapporteut,   nous  avons 
définitivement  en  vue  d'arriver  à  des  nombres , 
à  des  doses.  Quoique  nous  n  y  parvenions  le  plus 
souvent  qued'une  manière  fort  grossière  et  d'après 
des  méthodes  très  incertaines,  il  n'en  est  pas 
moins  évident  que  tel  est  le  terme  réel  de  tous  nos 
problèmes  qudconques.  Ainsi ,   pour  prendre 
un  exemple  dans  la   classe  de    phénomène  la 
moins  accessible  à  l'esprit  mathématique,   les 
phénomènes  des  corps  vivans^  considérés  même, 
pour  plus  de  complication ,  dans  le  cas  pathologi- 
que,  n'est-il  pas  manifeste  que  toutes  les  ques- 
tions de  thérapeutique  peuvent  être  envisagées 
comme  consistant  à  déterminer  les  quantités  de 
tous   les   divers    modificateurs   de    l'organisme 
qui  doivent  agir  sur  lui  pour  le  ramener  à  l'état 
normal  y  en  admettant  ^  suivant  l'usage  des  géo- 
mètres^ les  valeurs  nulles  ^  n^âtives,  ou  même 
contradictoires,  pour  quelques-unes  de  ces  quan- 
tités dans  certains  cas?  Sans  doute ^  une  telle  ma- 
nière de  se  représenter  la  question  ne  peut  être 
en  effet  réellement  suivie ,  comme  nous  allons  le 
voir,  pour  les  phénomènes  les  plus  complexes , 
parce  qu'elle  nous  présente  dans  l'application  des 
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difEcuItës  insurmontables;  mais  quand.il  s'agit 
de  concevoir  abstraitement  toute  la  portée  intel- 
lectuelle dune  science^  il  importe  de  lui  sup- 
poser Textension  totale  dont  elle  est  logiquement 
susceptible. 

On   objecterait  vainement  contre  une    telle 
conception  la  division  générale  des  idées  hu- 
maines selon  les  deux  cat^ories  de  Ejunt^  de  la 
quantité ,  et  de  la  qualité ,  dont  la  première  seule 
constituerait  le  domaine  exclusif  de  la  science 
mathématique.  Le  développement  même  de  cette 
science  a  montré  positivement  depuis  long-temps 
le  peu  de  réalité  de  cette  superficielle  distinction 
métaphysique.    Car   la   conception   fondamen- 
tale de  Descartes  sur  la  relation  du  concret  à 
l'abstrait  en  mathématiques  y  a  prouvé  que  toutes 
les  idées  de  qualité  étaient     réductibles  à  des 
idées  de  quantité.  Cette  conception,  établie  da- 
bord  y  par  son  immortel  auteur^  pour  les  phéno- 
mènes géométriques  seulement ,    a  été  ensuite 
effectivement  étendue  par  ses  successeurs  aux 
phénomènes  mécaniques;  et  elle  vient  de  l'être 
de  nos  jours  aux  phénomènes  thermologiques.  En 
résultat  decette  généralisation  graduelle  ^  il  n'y  a 
pas  maintenant  de  géomètres  qui  ne  la  considèrent, 
dans  un  sens  purement  théorique ,  comme  pouvant 
s'appliquer  à  toutes  nos  idées  réelles  quelconques  ; 
en  sorte  que  tout  phénomène  soit  logiquement 
susceptible  d'être  représenté  par  une  équation  , 


HATUâHATiQUfiS.  l5l 

aussi  bien  qu'une  courbe  ou  un  mouvement ,  sauf 
la  difficulté  de  la  trouver,  et  celle  de  la  résoudre, 
<{ai  peuvent  être  et  sont  souvent  supérieures  aux 
plus  grandes  forces  de  Tesinrit  humain. 

Hais  si ,  pour  se  former  une  idée  convenable 
de  la  science  mathématique ,  il  importe  de  la 
concevoir  comme  étant  nécessairement  douée 
par  sa  nature  d'une  rigoureuse  universalité  lo- 
gique ,  il  n'est  pas  moins  indispensable  de  consi- 
dérer maintenant  les  grandes  limitations  réelles 
qui^  vu  la  faiblesse  de  notre  intelligence,  rétré- 
cissent singulièrement  son  domaine  effectif,  à 
mesure  que  les  phénomènes  se  compliquent  en 
se  spécialisant. 

Toute  question  peut  sans  doute,  ainsi  que 
nous  venons  de  le  voir,  être  conçue  comme  ré- 
ductible à  une  pure  question  de  nombres.  Mais 
la  difficulté  de  la  traiter  réellement  sous  ce  point 
de  vue ,  c'est-à-dire  d'effectuer  une  telle  trans- 
formation, est  d'autant  plus  grande,  dans  les 
diverses  parties  essentielles  de  la  philosophie  na- 
turelle ,  que  l'on  considère  des  phénomènes 
plus  compliqués ,  en  sorte  que  sauf  pour  les  phé- 
nomènes les  plus  simples  et  les  plus  généraux , 
elle  devient  bientôt  insurmontable. 

On  le  sentira  aisément^  si  l'on  considère  que, 
pour  faire  rentrer  une  question  dans  le  domaine 
de  l'analyse  mathématique,  il  faut  d'abord  être 

II. 


le  phénomèue 
étudié,  l'établissement  de  ces  équations  des  phé- 
nomènes étant  le  point  de  départ  nécessaire  de 
tous  les  travaux  analytiques.  Or,  cela  doit  être 
évidemment  d'autant  plus  difficile ,  qu'il  s'agit  de 
phénomènes  plus  particuliers,  et  par  suite  plus 
compliqués.  En  examinant  sous  ce  point  de  vue 
les  diverses  catégories  fondamentales  des  pliéno- 
mènes  naturels  établis  dans  la  leçon  précédente  , 
ou  trouvera  que,  tout  bien  considéré,  c'est  seu- 
lement au  plus  pour  ïes  trois  premières ,  compre- 
nant toute  la  phjsique  inorganique ,  qu'on  peut 
légitimement  espérer  d'atteindre  un  jour  ce  haut 
df^éde  perfection  scienti6quc,  autant  du  moins 
qu'une  telle  limite  peut  être  posée  avec  précisiou. 
Comme  je  dois  plus  tard  traiter  spécialement 
celte  discussion  par  rapport  à  chaque  science 
fondantenlale,  il  suflira  de  l'indiquer  ici  de  la 
manière  la  plus  générale. 

La  première  condition  pour  que  des  phéno- 
mènes comportent  des  lois  mathématiques  sus- 
ceptibles d'être  découvertes,  c'est  évidemment 
que  les  diverses  quantités  qu'ils  présentent  puis- 
sent donner  lieu  à  des  nombres  fixes.  Or,  en  com- 
parant, à  cet  égard,  les  deux  grandes  sections 
principales  de  la  philosophie  naturelle^  on  voit 
que  ]à  physique  organique  tout  entière,  elpro- 
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baUaiient  ausêi  Je»  partia»  les .  plu$  cooipliqué^ç 
de  la  pbjrûqoe  iporgwique,  sont  itéeessaîremeiit. 
inacoembleSy  |  ar  leur  nalurci^  à  notre  analyse 
mathématiyie^  eo  vertu  de  1  extrême  yariabîHt^ 
owuëriqne  des .  plténomènes  correspondims.. 
T(Nite  )4ée  précise  d0  nombres  finies  est  yëdtji- 
UenteDt  délacée  dai^s  les  phëçomènes  des  corps 
▼imis^  quand  an.veut  remployer  autrement  que 
oopme  moyen  de. soulagea. Ji'fittention A  et  qu'on 
attache  qodque  importwce  aqix  relations  exacte^ 
des  valeui^  aaêi^nées..  Sous  ce  rapport,  les  ré- 
itmions .  de  Bichat ,,  /but  l'abus  de^  l'esprit  mathé- 
matique en  physiologie  9  sont  parfaitement  justes; 
on  soit  à  quelles  aberrations  a  conduit  cette  ma* 
nière  vicieuse  de  considérer  les  corps  vivans. 

Les  différentes  propriétés  des  corps  bruts, 
surtout  les  plus  générales,  se  présentent  dans 
chacun  d'eux  avec  des  degrés  presque  invariables, 
ou  du  moins  elles  n  éprouvent  que  des  variations 
simples ,  séparées  par  de  longs  intervalles  d'unifor- 
mité^ et  qu'il  est  possible,  en  conséquence ,  d'as- 
sujétir  à  des  lois  précises  et  r^^ières.  Ainsi, 
les  qualités  physiques  d'un  corps  inorganique, 
principalement  quand  il  est  solide  ,  sa  forme,  sa 
consistance,  sa  pesanteur  spécifique,  son  élas- 
ticité^ etc.,  présentent,  pour  un  temps  considé- 
rable,  une  fixité  numérique  remarquable,  qui 
permet  de  les  considérer  réellement  et  utilement 
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so'.is  un  point  de  vue  mathémalique-  Ou  sait 
qu'il  n'en  est  déjà  plus  ainsi  à  beaucoup  près  pour 
les  phénomènes  chimiques  que  présentent  les 
mêmes  corps,  et  qui,  plus  compliqués,  dépen- 
dant d'un  bien  plus  grand  nombre  de  circon- 
stances, présentent  des  variations  plus  étendues, 
plus  fréquentes,  et  par  suite  plus  irrégulières. 
Aussi,  d'après  quelques  considérations  déjà  in- 
diquées dans  la  première  leçon  (  page  4^  )  et  qui 
seront  spécialement  développées  dans  le  troi- 
sième volume  de  ce  cours ,  on  ne  peut  pas  seule- 
ment assurer  aujourd'hui,  d'une  manière  géné- 
rale, qu'il  y  ait  lieu  à  concevoir  des  nombres 
fixes  en  chimie,  même  sous  le  rapport  le  plus 
simple,  quant  aux  proportions  relatives  des  corps 
dans  leurs  combinaisons,  ce  qui  montre  claire- 
ment combien  un  tel  ordre  de  phénomènes  est 
encore  loin  de  comporter  de  véritables  lois  ma- 
thématiques. Admettons-en  néanmoins  ,  pour  ce 
cas,  la  possibilité  et  même  la  prohabilité  futures, 
afin  de  ne  pas  rendre  trop  minutieuse  la  discus- 
sion de  la  limite  générale  qu'il  s'agit  d'établir  ici 
par  rapport  à  l'extension,  eifeclivement  possible , 
du  domaine  réel  de  l'analyse  malhcmaliquc.  Il 
n'y  aura  plus  le  moindre  doute  aussitôt  que  nous 
passerons  aux  phf'nomènes  que  présentent  les 
corps,  considérés  dans  cet  étal  d'agitation  intestine 
continuelle  de  leurs  molécules,    qui   constitue 
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enentielleiiient  Ge^qiie  nous  nommoii»  It  Jîiie  >  en- 
Tisagée'  de  la  nmnière  la  pins  .générale^  daiia 
Tensendiile  des  êtres  ^pi  nous  la  manifestent*  En 
efet,  un  caiactère  éminemment  propre  aux 
phénomène»  physiologi([ues ,  et  que  leur  étude 
plus  exacte  rend  maintenant  plus  sensible  de 
jour  en  jour,  c'est  réitréme  instabilité  numérique 
qn^  présentent,  sous  quelque  aspect  qu'on  les 
eiamine,  et  que  nous  verrons  plus  tard,  quand 
Tordre  naturel  des  matières  nous  y  conduira  » 
être  une  conséquence  nécessaire  de  la  d^nition 
méme*des  corps  vivans.  Quant  à  présent,  il  suffit 
de  nota'  cette  observation  incontestable ,  vérifiée 
par  tous  les  faits,  que  chaque  propriété  quel- 
conque dun  corps  organisé,  soit  géométrique, 
soit  mécanique,  soit  chimique,  soit  vitale,  est 
assujélie,  dans  sa  quantité,  à  d'immenses  varia- 
tions numériques  tout-à-fait  irrégulières  ;  qui 
se  succèdent  aux  intervalles  les  plus  rapprochés 
sous  Finfluence  d'une  foule  de  circonstances, 
tant  extérieures  qu'intérieures,  variables  elles- 
mêmes  f  en  sorte  que  toute  idée  de  nombres  fixes , 
et ,  par  suite ,  de  lois  mathématiques  que 
nous  puissions  espérer  d'obtenir,  implique  réelle- 
ment contradiction  avec  la  nature  spéciale  de 
cette  classe  de  phénomènes.  Ainsi,  quand  on 
veut  évaluer  avec  précision ,  même  uniquen>ent 
les  qualités  les  plus  simples  dW  être  vivant ,  par 
exemple  sa  densité  moyenne ,  ou  celle  de  l'une 
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de  ses  principales  parties  constiluantes,  sa  tem- 
pérature, la  vitesse  de  sa  circulation  intérieure, 
la  proportion  des  éléniens  imuicdiats  qui  compo- 
sent ses  solides  ou  ses  fluides,  la  quantité  d'oxi- 
gène  qu'il  consomme  en  un  temps  donne',  la 
masse  de  ses  absorptions  ou  de  ses  exhalations 
continuelles,  etc. ,  et ,  à  plus  forte  raison,  l'éner- 
gie de  ses  forces  musculaires,  l'intensité  de  ses 
impressions,  etc.,  il  ne  faut  pis  seulcnieut,  ce 
qui  est  évident,  faire,  pour  chacun  de  ces  résul- 
tais, autant  d'observations  qu'il  y  a  d'espèces  ou 
de  races  et  de  variétés  dans  chaque  espèce  ;  on 
doit  encore  mesurer  le  changement  très-consi- 
dérable qu'éprouve  cette  quantité  tn  passant 
d'un  individu  à  un  autre,  et,  quant  au  même 
individu,  suivant  son  âge,  son  état  de  s/inlé  ou 
de  maladie,  sa  disposition  intérieure,  les  cir- 
constances de  tout  genre  incessamment  mobiles 
sous  l'influeucc  desquelles  il  se  trouve  placé, 
telles  que  la  constitution  almosphcri([ue,  etc. 
Que  peuvent  donc  signifier  ces  prétendues  éva- 
luations numériques  si  soigneusement  enregis- 
trées pour  les  divers  phénomènes  physiologiques 
ou  même  pathologiques,  et  dc'duitcs,  dans  le  cas 
le  plus  favorable,  d'une  seule  mesure  réelle, 
lorsqu'il  en  faudrait  une  multitude?  Elles  ne 
peuvent  qu'induire  en  erreur  sur  la  vraie  marche 
des,  phénomènes,  .et. ne, dpijfe^itétrç  at^ljqi^éfs 


icath£iiatiqu£s«  1^7 

ntÎQiiiidleiiiaait  que  oopnine  un  moyen,  pour 
ainsi  dire  mnëmonique ,  de  &ner  les  idées.  Dans 
tous  les  cas,  ^  7  ^  éYidemment  impossibilité  tçH 
taie  d'obtenir  jamais  de  véritables  lois  mathéma-. 
tiques.  Il  en  e9t  encore  .plus  forteinent  de  même 
pour  les  phénomènes  sociaux ,  qui  offrent  une 
complication,  encore  supérieure;^  et,  par  sui^» 
une  ¥ariai>ilité.  pliji^  g^pande,  comme  nous  Tétji- 
Uirons  spécialenj^nt.dans  k  qufitriànie  volume 
de:oecoufSft.  y  •  > 

l  CSen'eslpaa  néanmoins  qu'on  doive  cesser, 
dapréa  eda,  de. concevoir^. en  tfai^  phUosophi- 
qne  générale,  les  phénomdnes  de  tous  les  ordres 
comme  nécessairement  soumis  par  eux-mêmes  à 
des  lois  mathématiques ,  que  nous  sommes  seule- 
ment condanmés  à  ignorer  toujours  dans  la  plu- 
part des  cas ,  à  cause  de  la  trop  grande  compli- 
cation des  phénomènes,  il  n'y  a  en  effet  aucune 
raison  de  penser  que ,  sous  ce  rapport ,  les  phé- 
nomènes les  plus  complexes  des  corps  vivons 
soient  essentiellement  d'une  autre  nature  spéciale 
que  les  phénomènes  les  plus  simples  des  corps 
bruts.  Car,  s'il  était  possible  d'isoler  rigoureuse- 
ment  chacune  des  causes  simples  qui  concourent 
à  produire  un  mémo  phénomène  physiologique, 
tout  porte  à  croire  qu'elle  se  montrerait  douée  ^ 
dans  des  circonstances  déterminées ,  d'un  genre 
d'influence  et  d'une  quantité  d'action  aussi  exacte^ 
mi*nt  fixes  que  nous  le  voyons  dans  la  gravitation 


l58  PHILOSOPHIE    POSITIVE. 

universelle,  ye'ritable  type  des  lois  fondamen- 
tales de  la  nature.  Ce  qui  engendre  la  variabilité 
irrégulière  des  effels ,  c'est  le  grand  nombre 
d  agcns  divers  déterminant  à  la  fois  un  même  phé- 
nomène ,  et  d'où  il  rêsulie  que,  dans  les  phéno- 
mènes très-compliqués,  il  n'y  a  peut-être  pas 
deux  cas  rigoureusement  semblables.  Nous  n'a- 
VODS  pas  besoin,  pour  trouver  un  elelle  difficulté , 
d'aller  jusqu'aux  phénomènes  des  corps  vivans. 
Elle  se  présente  déjà  dans  ceux  des  corps  bruts, 
quand  nous  considérons  les  cas  les  plus  complexes; 
par  exemple ,  en  étudiant  les  phénomènes  météo- 
rologiques. On  ne  peut  douter  que  chacun  des 
nombreux  agens  qui  concourent  à  la  production 
de  ces  phénomènes  ne  soit  soumis  séparément 
à  des  lois  mathématiques ,  quoique  nous  ignorions 
encore  la  plupart  d'entr'elles;  mais  leur  multi- 
plicité rend  les  effels  obsenrés  aussi  irrégulière- 
ment variables  que  si  chaque  cause  n'était  assu- 
jétie  à  aucmie  condition  précise. 

La  considération  précédente  conduit  à  aper- 
cevoir un  second  motif  distinct  en  vertu  duquel 
il  nous  est  nécessairement  interdit,  vu  la  fai- 
blesse de  notre  intelligence,  de  faire  rentrer  l'é- 
tude des  phénomènes  les  plus  compliqués  dans  le 
domaine  des  applications  de  l'analyse  mathéma- 
tique. En  effet,  indépeiidanmiejit  de  ce  que, 
dans  les  phénomènes  les  plus  spéciaux,  les  résul- 
tais effctlfs  sont  tellement  variables  que  nous  ne 
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pouvons  pas  jonéme  j  saisir  des  valeurs  fiiàr»  il 
soit'de  la  complicationdes  eas,  que ^  quand  même 
nous  poumons  connaître  un  jour  la  loi  mathé* 
matique  k  laquelle  est  soumis  chaque  agent  pris  à 
parti  la  combinaison  d'un  aussi  grand  nombre  de 
conditions  rendrait  le  problème  mathématique* 
correspondant  tellement  supérieur  à  nos  faibles 
moyens ,  que  la  question  resterait  le  plus  souvent 
insoluble*  Ce  n'est  donc  pas  ainsi  qu'on  peut  fidre 
une  étude  réeUe  et  féconde  de  la  majeure  partie 
des  phénomènes  naturels. 

Pour  apprécier  aussi  exactement  que  possible 
cette  difficulté  I  considérons  à  quel  point  se 
compliquent  les  questions  mathématiques ,  même 
relativement  aux  phénomènes  les  plus  simples 
des  corps  bruts ,  quand  on  veut  rapprocher  suffi- 
samment l'état  abstrait  de  l'état  concret^  en  ayant 
^ardà  toutes  les  conditions  principales  qui  peu- 
vent exercer  sur  l'effet  produit,  une  influence  vé- 
ritable. On  sait  y  par  exemple  y  que  le  phénomène 
très-simple  de  l'écoulement  d'un  fluide,  en  vertu 
de  sa  seule  pesanteur,  par  un  orifice  donné,  n'a  pas 
jusqu'à  présent  de  solution  mathématique  com- 
plète, quand  on  veut  tenir  compte  de  toutes  les 
circonstances  essentielles.  Il  en  est  encore  ainsi , 
méipe  pour  le  mouvement  encore  plus  simple 
d'un  projectile  solide  dans  un  milieu  résistant. 

Pourquoi  l'analyse  mathématique  a-t-elle  pu 
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S  adapter  j  avec  uu  succès  si  admirable ,  à  l'étude 
approfondie  des  phénomènes  célestes  ?  Parce  qu'ils 
sont ,  malgré  les  apparences  vulgaires ,  beaucoup 
plus  simples  que  tous  les  autres.  Le  problème  le 
plus  compliqué  qu'ils  présentent,  celui  de  la  mo- 
dification que  produit,  dans  le  mouvement  de 
deux  corps  tendailt  l'un  vers  l'autre  en  vertu  de 
leur  gravitation  y  l'influence  d'un  troisième  corps 
agissant  sur  tous  deux  de  la  même  manière ,  est 
bien  moins  composé  que  le  problème  terrestre  le 
plus  simple.  Et,  néaiinpioins,   il  offre  déjà  une 
telle  difficulté,  que  nous  n'en  possédons  encore 
que  des  solutions  approximatives.   Il  est  même 
aisé  de  voir ,  en  examinant  ce  sujet  plus  profon* 
dément,  que  la  haute  perfection  à  laquelle  a  pu 
s'élever  l'astronomie  solaire  par  l'emploi  de  la 
science  mathématique  est  encore  essentiellement 
due  à  ce  que  nous  avons  profité  avec  adresse  de 
toutes  lés  facilités  particulières,  et,  pour  ainsi 
dire,  accidentelles,  qu'offrait  pour  la  solution  des 
problèmes  la  constitution  spéciale ,  très-favorable 
sous  ce  rapport ,  de  notre  système  planétaire.  En 
effet ,  les  planètes  dont  il  se  compose  sont  assez 
peu  nombreuses,  mais  surtout  elles  âont,  en  gé- 
néral ,  de  masses  fort  iix^les  et  bien  moindres 
que  celle  du  soleil ,  et  de  plus  fort  éloignées  les 
unes  des  autres;  elles  ont  des  formes  presque 
sphériques;  leurs  orbites  sont  presque  circulaires, 
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et  pi^éientmitde  faibles  ineImaiaoD3mi)ti]eUét»etG» 
n  rAaIte'de  oçt  ensemUe  de  dircbiuitanoea'que 
lél  perturbalions  sont  lé  [dûs  soiivent  peu  oonsi- 
déridblés ,  et  que  pobr  Iqs  ctlcoler  il  suffit  ordi* 
ndremeni  de  tenir  compta ,  oonciirremtnënt  «véc 
l'action  dû  Â>leil  sur  chaque  planète  en  pàrticii» 
Iter,  de  J4ftflaoiice vd'iinè  seule  autre  planète, 
•ttMei[>tîb)e,  jpar  sa  grosseur  et  n-proximilé»  de 
dAOrminer'  des  dërangemeàs  sensibles.  Alaia'iaL , 
au  lien  d'un^  état  de  cbôses,  notre  systèma  so- 
laire ettt  été  composé  d'un  plqs  grand  noimbre  de 
plailiètes  co<icentrées  dans  un  mcândre  espace^  et 
à  peu  près  ^ales  en  masse  f*  si  leurs  orbiteb 
avaient  offert  des  inclinaisons  fort  différentes ,  et 
des  excentricités  considérables;  si  ces  corps éus- 
sentétéd'une  forme  plus  compliquée,  par  exemple, 
des  ellipsoïdes  très  -  excentriques ,  etc.;  il  est 
certain  qu'en  supposant  la  mâroe  loi  réelle  de 
gnivitation ,  nous  ne  serions  pas  encore  parvenus  h 
soumettre  Tétude  des  phénomènes  célestes  à  notre 
analyse  mathématique,  et  probablement  nous 
n'eussions  pas  même  pu  démêler  jusqu'à  présent 
la  loi  principale. 

Ces  conditions  hypothétiques  se  trouveraient 
précisément  réalisées  au  plus  haut  degré  dans. les 
phénomènes  chimiques ,  si  on  voulait  les  calculer 
d  après  la  théorie  de  la  gravitation  générale. 

£n  pesant  convenablement  les  diverses  consi- 
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dératioiis  qui  précèdent,  ou  sera  convaincu,  je 
crois,  qu'en  réduisant  aux  diverses  partiesde  la  phy- 
sique inorganique  l'estonsion  future  des  grandes 
.ippi icatioDS  récllementpossiblesde  l'analyse  ma- 
diëmatique,  j'ai  bien  plutôt  exagéré  que  rétréci 
l'étendue  de  son  domaine  effectif.  Autant  il  im- 
portait de  rendre  sensible  la  rigoureuse  universa- 
lité logique  de  la  science  mathématique  ,  autant 
je  devais  signaler  les  conditions  qui  limitent  pour 
nous  son  extension  réelle ,  afin  de  ne  pas  contri- 
buer à  écarter  l'esprit  humain  de  la  véritable  di- 
rection scientifique  dans  l'étude  des  phénomènes 
les  plus  compliqués ,  parla  recherche  chimérique 
d'une  perfection  impossible. 

Ainsi ,  tout  en  s'efforçant  d'agrandir  autant 
qu'on  le  pourra  le  domaine  réel  des  mathéma- 
tiques, on  doit  reconnaître  que  les  sciences  les 
plus  difficiles  sont  destinées,  par  leur  nature,  à 
rester  indéfiniment  dans  cet  état  préliminaire  qui 
prépare  pour  les  autres  l'époque  où  elles  devien- 
nent accessibles  aux  théories  mathématiques. 
Nous  devons  ,  pour  les  phénomènes  les  plus  com- 
pliqués ,  nous  contenter  d'analyser  avec  exacti- 
tude les  circonstances  de  leur  production,  de 
les  rattacher  les  uns  aux  autres  d'une  manière  gé- 
nérale, de  connaître  le  genre  d'influence  qu'exerce 
chaque  agent  pi-iucipal,  etc.;  mais  sans  les  étu- 
dier sous  le  point  de  vue  de  la  quantité,  et  par 


conséquent  sans  espoir  d'introduire^, dans  les 
seiencea  correspondantes ,  ce  haut  degré  de  per- 
fection que  procure ,  quant  aux  phénomènes  les 
{dus  simples ,  un  usage  convenable,  de  la  mathé- 
matique^  .soit  sous  le  rapport  de  la  précision  de 
nos  connaissances ,  soit. ,  ce  qui  est  peut-être  en- 
core plus  remarquable ,  sous  le  rapport  de  leur 
coordination. 

C'est  par  les  mathématiques  que  la  philosophie 
positive  a  commencé  à  se  former  :  c'est  d'elles  que 
nous  vient  la  méthode.  H  était  donc  naturelle» 
ment  inévitable  que ,  lorsque  la  même  manière 
de  procéder  a  dû  s'étendre  à  chacune  des  autres 
sciences  fondamentales,  on  s'efibrçât  d'y  intro- 
duire l'esprit  mathématique  à  un  plus  haut  d^ré 
que  ne  le  comportaient  les  phénomènes  corres- 
pondans;  ce  qui  a  donné  lieu  ensuite  à  des  tra- 
vaux d'épuration  plus  ou  moins  étendus ,  comme 
ceux  de  Berthollet  sur  la  chimie,  pour  se  dégager 
de  cette  influence  exagérée.  Mais  chaque  science, 
en  se  développant,  a  fait  subir  à  la  méthode  po- 
sitive générale  des  modifications  déterminées  par 
les  phénomènes  qui  lui  sont  propres ,  d'où  résulte 
son  génie  spécial  ;  c'est  seulement  alors  qu'eUe 
a  pris  son  véritable  caractère  définitif,  qui  ne 
doit  jamais  être  confondu  avec  celui  d'aucune 
autre  science  fondamentale. 

Ayant  exposé ,  dans  cette  leçon ,  le  but  essen- 
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tiel  et  la  composition  principale  de  la  science 
mathématlqlie ,  ainsi  que  ses  relations  générales 
avec  Tensemble  de  la  philosophie  naturelle  ,  son 
caractère  philosophique  se  trouve  déterminé ,  au- 
tant qu'il  puisse  l'être  par  un  tel  aperçu.  Nous 
devons  passer  maintenant  à  l'examen  spécial  de 
chacune  des  trois  grandes  sciences  dont  elle  est 
composée ,  le  calcul ,  la  géométrie  et  la  méca- 
nique. 
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SoMMAiEE.  Vue  générale  de  TAnalyse  mathématique. 

Dans  le  développement  historifjue  de  la  science 
mathématique  depuis  Descartes  ^  les  progrès  de 
la  partie  abstraite  ont  presque  toujours  été  déter- 
minés par  ceux  de  la  partie  concrète.  Mais  il  n'en 
est  pas  moins  nécessaire  y  pour  concevoir  la  science 
d'une  manière  vraiment  rationnelle ,  de  considérer 
le  calcul  dans  toutes  ses  branches  principales 
avant  de  procéder  à  1  étude  philosophique  de  la 
géométrie  et  de  la  mécanique.  Les  théories 
analytiques ,  plus  simples  et  plus  générales  que 
celles  de  la  mathématique  concrète,  en  sont,  par 
elles-mêmes,  essentiellement  indépendantes^  tan- 
dis que  celles-ci  ont,  au  contraire,  de  leur  nature, 
un  besoin  continuel  des  premières,  sans  le  secours 
desquelles  elles  ne  pourraient  faire  presque  aucun 
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progrès.  Quoiqueles  principales  conccptionsde  IV 
nalyse  conservent  encore  aujourd'hui  quelques 
traces  très-sensibles  de  leur  origine  géométrique 
ou  mécanique ,  elles  sont  maintenant  néanmoins 
essentiellement  dégagées  de  ce  caractère  primitif, 
qui  ne  se  manifeste  plus  guère  que  pour  quel- 
ques points  secondaires;  en  sorte  que,  depuis  les 
travaux  de  Lagrange  surtout >  il  est  possible^  dans 
une  exposition  dogmatique,  de  les  présenter  d'une 
manière  purement  abstraite ,  en  un  système  uni- 
que et  continu.  C'est  ce  que  je  vais  entreprendre 
dans  cette  leçon  et  dans  les  cinq  suivantes,  en  me 
bornant  >  comme  il  convient  à  la  nature  de  ce 
cours,  aux  considérations  les  plus  générales  sur 
chaque  brancbe  principale  delà  science  du  calcul. 
Le  but  définitif  de  nos  recherches  dans  la  ma- 
thématique concrète  étant  la  découverte  des  équa- 
tions,  qui  expriment  les  lois  mathématiques  des 
phénomènes  considérés,  et  ces  équations  con- 
stituant le  véritable  point  de  départ  du  calcul , 
dont  l'objet  est  d'en  déduire  la  détermination  des 
quantités  les  unes  par  les  autres,  je  crois  indis- 
pensable, avant  d'aller  plus  loin,  d'approfondir, 
plus  qu'on  n'a  coutume  de  le  faire,  cette  idée  fon- 
damentale d'ei^c/^/Zo/z,  sujet  continuel,  soit  comme 
terme,  soit  comme  origine,  de  tous' les  travaux 
mathématiques.  Outre  l'avantage  de  mieux  cir- 
conscrire le  véritable  champ  de  l'analyse,  il  en 
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résultera  nëcessairement  cette  importante  consé- 
quence, de  tracer  d'une  manière  plus  exacte  la 
ligne  réelle  de  démarcation  entre  la  partie  con- 
crète et  la  partie  abstraite  des  mathématiques , 
ce  qui  complétera  l'exposition  générale  de  la  di- 
vision fondamentale  établie  dans  la  leçon  préoé- 
dente» 

On  se  forme  ordinairement  une  idée  beaucoup 
trop  vague  de  ce  que  c'est  qu'une  équation  y  lors^ 
cpi'on  donne  ce  nom  à  toute  espèce  de  relation 
d'^alité  entre  deux  fonctions  quelconques  des 
grandeurs  que  Ton  considère.  Car ,  si  toute  équa- 
tion est  évidemment  une  relation  d'égalité,  il 
s'en  faut  de  beaucoup  que,  réciproquement, 
toute  relation  d'égalité  soi  t  une  véritable  équation^ 
du  genre  de  celles  auxquelles,  par  leur  nature, 
les  méthodes  analytiques  sont  applicables. 

Ce  défaut  de  précision  dans  la  considération 
logique  d'une  notion  aussi  fondamentale  en  ma- 
thématiques, entraîne  le  grave  inconvénient  de 
rendre  à  peu  près  inexplicable,  en  tlièse générale, 
la  difTicultc  immense  et  capitale  que  nous  éprou- 
vons à  établir  la  relation  du  concret  à  l'abstrait, 
et  qu'on  fait  communément  ressortir  avec  tant  de 
raison  pour  chaquegrande  question  matliématique 
prise  à  part.  Si  le  sens  du  mot  cquatioîi  était 
vraiment  aussi  étendu  qu'on  le  suppose  habituel- 
lement en  ledéHnissanl,  on  ne  voit  point,  en  ef- 
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fet,  de  quelle  grande  didicultë  pourrait  être  réel- 
lement, en  général,  rétablissement  des  équations 
d'un  problème  quelconque.  Car  tout  paraîtrait 
consister  ainsi  en  une  simple  question  de  forme, 
qui  ne  devrait  pas  même  exiger  jamais  de  grands 
efforts  intellectuels,  attendu  que  nous  ne  pou- 
vons guère  concevoir  de  relation  précise  qui  ne 
soit  pas  immédiatement  une  certaine  relation 
d'égalité,  ou  qui  ny  puisse  être  prompteinent 
ramenée  par  quelques  transformations  très-fa- 
ciles. 

Ainsi,  en  admettant,  en  général,  dans  la  défi- 
nition des  équations,  toute  espèce  Ae  fonctions  y 
on  ne  rend  imllement  raison  de  l'extrême  diffi- 
culté qu'on  éprouve  le  plus  souvent  à  mettre  un  " 
problème  en  équation,  et  qui  est  si  fréquemment 
comparable  aux  efforts  qu'exige  l'élaboration  ana- 
lytique  de  l'équation  une  fois  obtenue.  En  un 
mot,  l'idée  abstraite  et  générale  qu'on  donne  de 
y  équation  ne  correspond  aucunement  au  sens  réel 
que  les  géomètres  attachent  à  cette  expression 
dans  le  développement  effectif  de  la  science.  Il 
y  a  là  un  vice  logique,  un  défaut  de  co-relation» 
qu'il  importe  beaucoup  de  rectifier, 

Pour  y  parvenir,  je  distingue  d'abord  deux  sor- 
tes àc  fonctions  :  les  fonctions  abstraites  ,  analy- 
tiques, ei  les  fonctions  concrètes.  Les  premières 
peuvent  seules  entrer  dans  les  véritables  équa- 
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iions  y  eu  sorte  qu'on  pourra  désormais  définir, 
d'une  manière  exacte  et  suffisamment  approfon- 
die, toute  équation  :  une  relation  d'^alité  entre 
deux  fonctions  abstimtes  des  grandeurs  consid^ 
rées.  Afin  de  n^avoir  plus  à  revenir  sur  cette  dé- 
finition fondamentale,  je  dois  ajouter  ici ,  comme 
un  complément  indispensable  sans  lequel  l'idée 
ne  serait  point  assez  générale ,  que  ces  fonctions 
abstraites  peuvent  se  rapporter  non-seulement  aux 
grandeurs  que  le  problème  présente  en  effet  de 
lui-même,  mais  aussi  à  toutes  les  autres  gran^ 
deurs  auxiliaires  qui  s'y  rattachent,  et  qu'on 
pourra  souvent  introduire,  simplement  par  arti- 
fice mathématique,  dans  la  seule  vue  de  faciliter 
la  découverte  des  équations  des  phénomènes.  Je 
ne  fais  ici ,  dans  cette  explication  ,  qu'emprunter 
sommairement,  par  anticipation^ le  résultai  dune 
discussion  générale  de  la  plus  haute  importance  , 
qui  se  trouvera  à  la  fin  de  cette  leçon.  Revenons 
maintenant  à  la  distinction  essentielle  des  fonc- 
tions en  abstraites  et  concrètes. 

Cette  distinction  peut  être  établie  par  deux 
voies  essentiellement  différentes ,  complénienlai- 
rcs  l'une  de  l'autre  ;  à  priori  y  et  à  posteriori  : 
c'est-à-dire  ,  en  caractérisant  d'une  manière  géné- 
rale la  nature  propre  de  chaque  espèce  de  fonc- 
tions ,  et  ensuite  en  faisant,  ce  qui  est  possible  , 
Ténumération  effective  de  toutes  lci;f  fondions  ab- 
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straites  aujourdliui  connues,  du  moins  quant  aux 
élémens  dont  elles  se  composent. 

jj  priori ,  les  fonctions  que  j  appelle  abstraites 
sont  celles  qui  expriment  entre  des  grandeurs  un 
mode  de  dépendance  qu*on  peut  concevoir  uni- 
quement entre  nombres ,  sans  qu'il  soit  besoin 
d'indiquer  aucun  phénomène  quelconque  où  il  se 
trouve  réalisé.  Je  nomme^  au  conti'aire,  fonctions 
concrètes  celles  pour  lesquelles  le  mode  de  dé- 
pendance exprimé  ne  peut  élre  défini  ni  conçu 
qu'en  assignant  un  cas  physique  déterminé ,  géo- 
métrique,  mécanique  ^  ou  de  tout  autre  nature^ 
dans  lequel  il  ait  effectivement  lieu. 

La  plupart  des  fonctions,  à  leur  origine,  celles 
mêmes  qui  sont  aujourd'hui  le  plus  purement 
abstraites ,  ont  commencé  par  être  concrètes  ;  en 
sorte  qu'il  est  aisé  de  faire  comprendre  la  distinc- 
tion précédente ,  en  se  bornant  à  citer  les  divers 
points  de  vue  successifs  sous  lesquels  ,  à  mesure 
que  la  science  s'est  formée,  les  géomètres  ont  con- 
sidéré les  fonctions  analytiques  les  plus  simples. 
J'indiquerai  pour  exemple  les  puissances  ,  deve- 
nues eu  général  fonctions  abstraites,  depuis  seu- 
lement les  travaux  de  Viètc  et  de  Descartes.  Ces 
fonctions  a:  * ,  a:  * ,  qui ,  dans  notre  analyse  ac- 
tuelle, sont  si  bien  conçues  comme  simplement 
abstraites ,  n'étaient ,  pour  les  géomètres  de  Tah- 
tiquité,  que  des  fonctions  entièrement  concrètes. 
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exprimant  la  relation  de  la  superficie  dW  carré 
ou  du  volume  d'un  cube  à  la  longueur  de  leur 
côté.  Elles  avaient  si  exclusivement  à  leurs  yeux 
un  tel  caractère ,  que  c'est  seulement  d'après  leur 
définition  géométrique  qu'ils  avaient  découvert 
les  propriétésalgébriqucs  élémentaires  de  ces  fonc- 
tions^ relativement  à  la  décomposition  de  la  va-* 
riable  en  deux  parties ,  propriétés  qui  n'étaient» 
à  cette  époque  9  que  de  vrais  théorèmes  de  géo- 
métrie ^  auxquels  on  n'a  attaché  que  beaucoup 
plus  tard  un  sens  numérique. 

J'aurai  encore  occasion  de  citer  tout  à  l'heure  ; 
pour  un  autre  motif,  un  nouvel  exemple  très- 
propre  à  faire  bien  sentir  la  distinction  fondamen- 
tale que  je  viens  d'exposer  ;  c'est  celui  des  fonc- 
tions circulaires ,  soit  directes ,  soit  inverses,  qui 
sont  encore  aujouitl'hui  tantôt  concrètes,  tantôt, 
abstraites ,  selon  le  point  de  vue  sous  lequel  on  les 


envisage. 


Considérant  maintenant,  à  posteriori,  cette  di- 
vision des  fonctions,  après  avoir  établi  le  caractère 
général  qui  rend  une  fonction  abstraite  ou  concrè- 
te, la  question  de  savoir  si  telle  fonctiondéterminéc 
est  véritablement  abstraite  ,  et  par-là  susceptible 
d'entrer  dans  de  vraies  équations  analytiques,  va 
devenir  une  simple  question  de  fait,  puisque  nous, 
allons  énumcrcr  toutes  les  fonctions  de  cette  esr. 
pècc. 
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Au  premier  abord,  cette  énumération  semble 
impossible,  les  fonctions  analytiques  distinctes 
étant  évidemment  en  nombre  intini.  Mais,  eu  les 
partageant  en  simples  et  composées ,  la  difficulté 
disparaît  .Car,  si  le  nombre  des  diverses  fonctions 
considéréesdans  l'analyse  ma  thématique  est  réelle- 
ment inâui ,  elles  sont ,  au  contraire,  même  au- 
jourd'hui ,  composées  d'un  fort  petit  nombre  de 
fonctions  élémentaires  ,  qu'on  peut  aisément  as- 
signer ,  et  qui  suHisent  évidemment  pour  décider 
du  caractère  abstrait  ou  concret  de  telle  fonction 
déterminée,  qui  sera  de  l'une  ou  de  l'autre  na- 
ture, selon  qu'elle  se  composera  exclusivement 
de  ces  fonctions  abstraites  simples ,  ou  qu'elle  en 
comprendra  d'autres.  Voici  le  tableau  de  ces  élé- 
mens  fondamentaux  de  toutes  nos  combinaisons 
analytiques ,  dans  l'état  présent  de  lascience.  On 
ne  doit,  évidemment,  considérer,  à  cet  effet,  que 
les  fonctions  d'une  seule  variable  ;  celles  relatives 
à  plusieurs  variables  indépendantes  étant  constam- 
ment, parieur  nature,  plus  ou  moins  composées. 
Soit  X  la  variable  indépendante  ,  y  la  variable 
corelative  qui  en  dépend.  Les  difiërens  modes 
simples  de  dépendance  abstraite  que  nous  pouvons 
maintenant  concevoir  entremêla: ,  sont  exprimés 
par  les  dix  formides  élémentaires  suivantes ,  dans 
lesquelles  chaque  fonction  est  accouplée  avec  son 
inverse  .  c'est-à-dire,  avec  celle  qui  aurait  lieu. 
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)ii(ttion  directe,  si  on 
ti^,  au  lieu  de  rapporter^"  à  x  : 


y  rappoi'taU 


.   fonction  somme, 
.  fonction  différence, 

.  toncÛQO  produit , 

,  fonction  t/uotienl. 


>  S"»  couple   > 


E.fB*  couple   • 


.  {oTicl'ion  puissance , 
.  fonaion  racine , 


.  (onction  exponenlielie , 
I  fonclion  logariihmi^fue , 


__  ,  ,.  l  i°r:=sina;  .  .  .  fandian  circulaire  dtteck, 

^•C0Bple(l)        '  ,  .  , 

(  2'y^iTc(sin:=x)loncUon crculatre ini>erse. 

Tels  soni  les  diémens  irès-peu  nombreux  (jui 
composent  directement  toutes  les  fonctions  ab- 


(l}DaiuIi*aed'Hiigmmlpr  aillant  que  pouiliie . 

retendue  si  iniurfisantei  ie  l'analyie  tnnlhêinaliquc,  Ici  gi<Dm  tiret 
complent  ce  dernÎEr  couple  de  fanclions  parmi  Itt  tJémens  ana- 
lytique!. Quriique  cello  intcriplinr  soit  slHclemenl  légiti- 
me ,  il  importe  de  remarquer  que  les  ronclioni  circulairei  ne 
uinl  pu  eiaclemenl  dam  le  mtnic  ras  que  Ici  aulra  ronclioni 
abtirailei  élémentaires,  Il  jaenlr'clles  celle  dlfrérence  foTlc»- 
■enlielle  ,  que  les  (nnclions  des  quatre  premier*  couples  sont 
triimonl  î  la  fois  simplet  et  abilrailes,  tandis  que  lei  fonrtionscir- 
ciilaires,  qni  peuvent  manifester  nicre<Hi*emeDl  Van  et  l'autre  ca- 
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straitcs  aujourd'hui  connues*  Quelque  peu  multi< 
plies  qu'ils  soient,  il  suffisent  évidenunent  pour 
donner  lieu  à  un  nombre  tout-à-fait  infini  de  com- 
binaisons analytiques* 

Aucune  considération  rationnelle  ne  circon- 
scrit rigoureusement  à  pn'orile  tableau  précédent» 
qui  n'est  que  l'expression  effective  de  l'état  actuel 
de  la  science.  Nos  élémens  analytiques  sont  au- 


ractère  suivant  le  point  de  vue  sous  lequel  on  les  envisage  et  la 
manière  dont  elles  sont  employées,  ne  présentent  jamab  simul- 
tancmcnlccs  deux  propriétés. 

La  fonction  sin.x  est  introduite  dansVanalyse  comme  une  nou- 
velle fonction  simple  ,  quand  on  la  conçoit  seulement  comme  in* 
diquant  la  relation  ge'ome'trique  dont  elle  dérive  ;  mais  alors  elle 
n^est  évidemment  qu'une  fonction  concrète.  Dans  d'autres  cir- 
constances, elle  remplit  analytiquement  les  conditions  d'une  ré- 
ritable  fonction  abstraite  ,  lorsqu^on  ne  considère  sin.  x  que 

comme  l'expression  abrcgôe  de  la  formule  g  — <? 

OU  de  la  série  équivalente  ;  mais  sousce  dernier  point  de  vue ,  ce 
n^cst  plus  réellement  une  nouvelle  fonction  analytique,  puis- 
quMIe  ne  se  présente  que  comme  un  composé  des  précédentes. 

Néanmoins  ,  les  fonctions  circulaires  ont  quelques  qualités  spé- 
ciales qui  permettent  de  les  maintenir  au  tableau  des  élémens 
rationnels  de  l'analyse  mathématique. 

i<^  Elles  sont  susceptibles  dévaluation ,  quoique  conservant  leur 
caractère  concret  ;  ce  qui  autorise  à  les  introduire  dans  les  équa- 
tions, tant  qu^elles  ne  portent  que  sur  des  données ,  sans  qu^il  soit 
nécessaire  d^avoir  égard  à  leur  expression  algébrique. 

a^»  On  sait  effoctucr  sur  les  différentes  fonctions  circubH-c&v 
comparées  entrMIcs  seulement,  une  certaine  suite  de  tranifor- 
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jeurdliui  plus  nombreux  qu'ils  he  Tétaient  pour 
Descartes ,  et  même  pour  Newton  et  Leïbnitz  ; 
il  y  a  tout  au  plus  un  siècle  que  les  deux  derniers 
couples  ont  éié  introduits  dans  l'analyse  par  les 
travaux  de  Jean  Bernouilli et  d'Euler.  Sans  doute 
on  en  admettra  de  nouveaux  dans  la  suite;  mais, 
comme  je  l'indiquerai  à  la  fin  de  cette  leçon,  nous 
ne  pouvons  pas  espérer  qu'ils  soient  jamais  fort 


mations ,  qui  nVxigent  pas  davantage  la  connaissance  de  leur  dé- 
finhion  analytique.  Il  en  résulte  évidemment  la  faculté  d^intro- 
duire  ees  fonctions  dans  les  équations ,  même  par  rapport  aux 
inconnues ,  pourvu  qu^il  n^j  entre  pas  concurremment  des  fonc- 
tions non-trigonomc triques  des  mêmes  variables. 

CVst  donc  uniquement  dans  les  cas  où  les  fonctions  circulaires* 
relativement  aux  inconnues  ,  sont  combinées  dans  les  équations 
avec  des  fonctions  abstraites  d'une  autre  espèce  ,  qu'il  est  indis- 
pensable d^avoir  égard  à  leur  interprétation  algébrique  pour  pou* 
voir  résoudre  les  équations ,  et  dès  lors  elles  cessent ,  en  effet , 
d^étre  traitées  comme  de  nouvelles  fonctions  simples.  Mais  alors 
même,  pourvu  qu'on  tienne  compte  de  cette  interprétation, 
leur  admission  n'empécbe  point  les  relations  d^avoir  le  caractère 
de  véritables  équations  analytiques,  ce  qui  est  ici  le  but  essen- 
tiel de  notre  énumération  des  fonctions  abstraites  élémentaires. 

11  est  à  remarquer ,  diaprés  les  considérations  [indiquées  dans 
cette  note ,  que  plusieurs  autres  fonctions  concrètes  peuvent  être 
utilement  introduites  au  nombre  des  élémens  analytiques ,  si  les 
conditions  principales  posées  ci-dessus  pour  les  fonctions  circu- 
laires ont  été  préalablement  bien  remplies.  C'est  ainsi  ,  par 
exemple ,  que  les  travaux  de  M.  Lcgendre,  et  récemment  ceux  de 
M.  Jacobi,  sur  les  fonctions  eWptiques  ,  ont  vraiment  agrandi 
le  champ  de  Panalyse  ;  il  en  est  de  même  pour  quelques  inté- 
grales définies  obtenues  par  M.  Fourier ,  dans  la  théorie  de  la 
chaleur. 
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multipliés^  leur  augmentation  réelle  donnant  lieu 
à  de  très- grandes  diflficultés. 

Nous  pouvons  donc  maintenant  nous  former 
une  idée  positive,  et  néanmoins  suffisamment  éten- 
due ,  de  ce  que  les  géomètres  entendent  par  une 
véritable  équation.  Cette  explication  est  émi- 
nemment propre  à  nous  fa  ire  comprendre  combien 
il  doit  être  difficile  d'établir  réellement  les  équa- 
tions des  phénomènes ,  puisqu'on  n'y  est  effecti- 
vement parvenu  que  lorsqu'on  a  pu  concevoir 
les  lois  mathématiques  de  ces  phénomènes  à 
l'aide  de  fonctions  entièrement  composées  des 
seuls  élémens  analytiques  que  je  viens  d'énumé* 
rer.  Il  est  clair,  en  effet,  que  c'est  uniquement 
alors  que  le  problème  devient  vraiment  absdnil, 
et  se  réduit  à  une  pure  question  de  nombres ,  ces 
fonctions  étant  les  seules  relations  simples  que 
nous  sachions  concevoir  entre  les  nombres ,  con- 
sidérés en  eux-mêmes.  Jus<ju'à  cetle  époque  de  la 
solution,  quelles  que  soient  les  apparences,  la 
question  est  encore  essentiellement  concrète ,  et 
ne  rentre  p<is  dans  le  domaine  du  calcul.  Or ,  la 
difficulté  fondamentale  de  ce  passage  du  concret  à 
Yabsti^ait  consiste  surtout ,  en  général ,  dans  Vtnr 
suffisance  de  ce  très-petit  nombre  d'élémens  ana- 
lytiques que  nous  possédons,  et  d'après  lesquels, 
néanmoins ,  malgré  le  peu  de  variété  réelle  qu'ils  w^ 
liousoffrcnt,  ilfaut  parvenir  à  se  représenter 
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les  relations  précises  (pte  peuvent  nous  manifester 
tous  les  diffcrens  phénomènes  naturels.  Vu  l'in- 
Hnie  diversité  qui  doit  nécessairement  exister  à 
cet  égard  dans  le  monde  extérieur,  on  comprend 
sans  peine  cond>ien  nos  conceptions  doivent  se 
trouver  fréquemment  au-dessous  de  b  véritable 
difficulté;  surtout  si  l'on  ajoute  que,  ces  élémens 
de  notre  analyse  nous  ayant  été  fournis  primiti- 
vemeut  par  la  considération  mathématique  des 
phénomènes  les  plus  simples,  puisqu'ils  ont  touS', 
directement  ou  indirectement,  une  origine  géo- 
métrique ,  nous  n'avons  à  priori  aucune  garantie 
rationnelle  deleuraptitudenécessaireîk  représenter 
lesîoismathématiquesdetouteautrc classe  de  phé- 
nomènes. J'esposei-ai  tout  à  l'heure  l'arlifice  gé- 
néral, si  pro  ion  lié  ment  ingénieux,  par  lequel 
l'esprit  humain  est  parvenu  à  diminuei'  singulié- 
remciil  cette  dUlicul té  fondamentale  que  présente 
la  relation  du  concret  à  l'ahstmit  en  mathéma- 
tiques ,  sans  ce|)endant  qu'il  ait  été  nécessaire  de 
multiplier  le  nombre  de  ces  t-Icmens  analytiques. 
Les  explications  précédentes  déterminent  avec 
précision  le  véritahle  ohjet  et  le  cbamp  réel  de  la 
mathématique  abstraite;  je  tloispitsser  maintenant 
à  l'examen  de  ses  divisions  principales,  car  nous 
avoiu  toujours  jusqu'ici  considère  te  calcul  duns 


liiectc  à  présenter 
du  calcul,  con- 
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siste  à  la  diviser  tl'abord  en  deux,  branches  p 
cipales,  auxquelles,  faute  de  dénominations  p 
couvenables,  je  donnerai  les  noms  de  calcul algé- 
hrique  ou  aigèhi-e  ,  cl  de  calcul aiUhmélique  on 
an'thmétiqiie ,  mais  en  avertissant  de  prendre  ces 
deux  expressions  dans  leur  acception  logique  la 
plus  étendue ,  au  lieu  du  sens  beaucoup  trop  res- 
treint qu'on  leur  allaclie  ordinairement. 

La   solution  complète  de   toute  question   de 

calcul,  depuis  la  plusclénientaire  jusqu'à  la  plus 
transcendante,  se  compose  nécessairement  de 
deux  parties  successives  dont  la  nature  est  cssen' 
liellement  distincte.  Dans  la  première ,  on  a  pour 
objet  de  transformer  les  équations  proposées ,  de 
façon  à  metlie  en  évidence  le  mode  de  forma- 
mation  de»  quantités  inconnues  par  les  quantités 
connues;  c'est  ce  qui  constitue  la  question  algé- 
brique. Dans  la  seconde ,  on  a  en  vue  d'évaluer 
]esJormuIes  amsi  obtenues,  c'est-à-dire  ,  de  dé- 
terminer inune'diatemenl  la  valeur  des  nombres 

cherchés,  représentés  déjà  par  certaines  fonctions 
explicites  des  nombres  donnes  ;  telle  est  la  ques- 
tion ariUimétiffue  (1).  On  voit  que,  dans  toute 

(i)Siipposons,  par  exemple,  qu'une  qiicilion  fournisse  eiilre 
uue  ^njuXeitr  iiicouuuv  i  al  ileui  granil? un  cuniiuti  a  l'I  b  Vit,  ^ 


n  (i'iin  angip.  On  *t.i( ,  Ae 
ic  part,  elaj&dcl'iliitrp, 
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^olulion  vraiment  rationnelle  ,  cJle  suit  nécessai- 
rement la  queslion  algébrique ,  dont  elle  fornae 
le  complément  indispensable,  puisqu'il  fautévi- 
<l«nnicnt  connaître  la  génération  des  nombres 
cherchés  avant  de  déterminer  leurs  valeuis  effec- 
tives pour  chaque  cas  particulier.  Ainsi,  le  terme 
de  la  partie  algébrique  devient  le  point  de  départ 
de  la  partie  arithmétique. 

Le  calcul  algébriijue  et  le  calcul  arithmétique 
diffèrent  donc  essentiellement  par  le  but  qu'on  s'y 
propose.  Ils  ne  différent  pas  moins  parle  point  de 
■  vue  sous  lequel  on  y  considèie  les  quantités  ,  en- 
visagées, danslc  premier,  quanlàleursrelalious, 
et,  dans  le  second  ,  quant  à  leurs  valeurs.  Le  vé- 

rA  cotnple'teiiienl  (]i:termiii(!e  ;  ma»,  tinl  i]ue  IViiiialion  con- 
serre  saforinc  primilWe  ,  ou  Ti'aper^oil  nulUracolclE  ()uelle  inn- 
nièrc  l'iacoiiDiie  di'riie  des  donDÛ».  C'cil  cepend.int  ce  qu'il  faut 
d^eouirir  annl  de  pensor  II  l'cWalutr.  Tel  est  l'Dlijpt  de  laparlical- 
gArique  de  la  lolulion.  Lortcjue  ,  par  une  suite  de  t»nrorin3- 
liiin*  qui  ont  sucCvsivrniFnt  rendu  celle  dérivation  de  plus  en 
pliu  sensible  ,  on  est  arrive  à  pri-icnler  IVquatioa  propoSL-e  sans 
b  forme 

3  1  ______ 

le  ràlc  de  l'algèbre  est  lertnitiï;  et,  quand  même  on  ne  nurail 
point  effectuer  les  np^mions  a  ri  I  h  m  ['tiques  indïipicfes  par  celle 

nielle  cl  sou*enl  fort  imporlaole.  I^  nlle  de  l'arllhmc'tiquc  con- 
titlera  maintenant ,  en  partant  de  celte  formule  ,  h  faire  trouver 
le  nombre  z  quand  let.  valciin  du  nonttirea  a  et  6  auront  cle 

fn&s.  ■''■)"   .     '■'; ;■  ,  ■■■! 
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ritable  espiil  du  calcul,  en  général  ,  exige  <iuc 
celte  distinclion  soil  maintenue  avec  la  plus  sévère 
exaclitiide,  et  que  la  ligne  de  démarcation  entre 
les  deux  époques  de  la  solution  soit  rendue  aussi 
nettement  tranchée  tjue  le  permet  la  question 
proposée.  L'observation  attentive  de  ce  précepte^ 
trop  méconnu,  peut  être  d'un  utile  secours  dans 
chaque  question  particulière,  en  dirigeant  les  ef- 
forts de  notre  esprit,  i  un  instant  quelconque  de 
la  solution  ,  vers  la  véritable  ditiiculté  correspon- 
dante. A  la  vérité,  l'impcifection  de  la  science 
du  calcul  obliye  souvent,  comme  je  l'expliquerai 
dans  la  leçon  suivante,  à  mêler  très- fréquemment 
les  considérations  algébriques  elles  considérations 
arithmétiques  pour  la  solution  d'une  même  ques- 
tion. Mais,  quoiqu'il  soit  impossible  alors  de  par- 
tager l'ensemble  du  travail  en  deux  parties  nette- 
ment Lrancbces  ,  l'une  purement  algébrique  ,  et 
l'autre  purement  arithmétique,  on  pourra  tou- 
jours éviter,  à  l'aide  des  indications  précédentes, 
de  confondre  les  deux  ordres  de  considérations, 
quelque  intime  que  puisse  être  jamais  leur  mé- 
lange. 

En  cherchant  à  résumei-  le  phis  succinctement 
possible  la  distinction  que  je  viens  d'établir.,  on 
voit  que  X'algèhre  peut  se  définir,  en  général  , 
comme  ayant  pour  objet  la  i-ésolution  des  équa- 
tions,  ce  (|ui ,   quoique  paraissant  d'abord  tiop 
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restreint  9  est  néanmoins  sufBsamment  étendu , 
pourvu  qu'on  prenne  ces  expressions  dans  toute 
leur  acception  logique  y  qui  signifie  transformer 
des  fonctions  implicites  «n  fonctions  explicites 
équivalentes  :  de  même,  V arithmétique i^xkXètt^ 
définie  comme  destinée  à  Yévaluation  des  fouc- 
tions.  Ainsi^  en  contractant  les  expressions  au 
plus  haut  degré ,  je  crois  pouvoir  «donner  nette- 
ment une  juste  idée  de  cette  division ,  en  disant, 
comme  je  le  ferai  désormais  pour  éviter  les  péri- 
phrases explicatives,  que  V algèbre  est  le  calculdes 
Jonctions ,  et  Y  arithmétique  le  calculdes  valeurs. 
Il  est  aisé  de  comprendre  par-là  combien  les 
définitions  ordinaires  sont  insuffisantes  et  même 
vicieuses.  Le  plus  souvent ,  Timporlance  exagérée 
accordée  aux  signes  a  conduit  à  distinguer  ces 
deux  branches  fondamentales  de  la  science  du 
calcul  par  la  manière  de  désigner  dans  chacune 
lessujets  du  raisonnement,  ce  qui  est  évidemment 
absurde  en  principe  et  faux  en  fait.  Même  la  cé- 
lèbre définition  donnée  par  Newton,  lorsqu'il  a 
caractérisé  Y  algèbre  comme  Y  arithmétique  univer- 
selle ,  donne  certainement  une  très-fausse  idée  de 
la  nature  de  lalgèbre  et  de  celle  de  l'arithmé- 
tique (i). 

(i)  J'ai  cru  devoir  signaler  spécialement  cette  de'finition-,  parce 
(jumelle  sert  de  base  &  l^opinion  que  beaucoup  de  bons  esprits,  étran- 
gers à  b  science  mathématique  ,  se  forment  delà  partie  abstraite 
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Après  ayoir  établi  la  division  fondamentale  du 
calcul  en  deux  branches  principales ,  je  dois  com- 
parer, en  général,  l'étendue  9  l'importance  et  la 
difficulté  de  ces  d^ux  sortes  de  calcul ,  afin  de 
n'avoir  plus  h  considérer  que  le  calcul  des  Jonc- 
lions  y  qui  doit  être  le  sujet  eitenliel  de  notre  étude. 

hecalciildesQHileurs,  ouVnritkmétique^  paraît , 
au  premier  abord,  devoir  présenter  un  champaussi 
vaste  que  celui  àcV  algèbre,  puisqu'il  semble  devoir 
donner  lieu  à  autant  de  questions  distinctes  qu'on 
peuttoncevoir  de  formules  algébriques  différentes 
à  évaluer.  Mais  une  réflexion  fort  simple  suffit 
pour  montrer  que  le  domaine  du  calcul  des  va- 
leurs est^  par  sa  nature^  infiniment  moins  étendu 
(|Ue  celui  du  calcul  des  fonctions.  Car,  en  distin- 
guant les  fonctions  en  simples  et  composées,  il  est 
évident  que  lorsqu'on  sait  éi^alner  les  fonctions 
simples ,  la  considération  des  fonctions  composées 
ne  présente  plus,  sous  ce  rapport,  aucune  diffi- 
culté. Sous  le  point  de  vue  algébrique ,  une  fonc- 
tion composée  joue  un  rôle  très-différent  de  celui 
des  fonctions  élémentaires  qui  la  constituent^  et 
c'est  de  là  précisément  que  naissent  toutes  les 
prin<iipales  difficultés  analytiques.  Mais  il  en  est 

de  cette  science,  sans  considérer  qu^à  IVpoque  où  cet^perçu  a  (ftc 
formé ,  Panalyse  mathématique  n*était  point  assez  développée 
pour  que  le  caractère  général  propre  à  chacune  de  ses  parties 
principales  pût  être  convenablement  saisi ,  ce  qui  explique  pour- 
quoi Newton  a  pu  proposer  alors  une  définition  qu'il  rejetterait 
certainement  aujourd'hui. 
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tout  autrement  pour  le  calcul  arithmétique. 
Ainsi  f  le  nombre  des  opérations  arithmétiques , 
vraiment  distinctes  y  est  seulement  marqué  par 
celui  des  fonctions  abstraites  élémentaires^  dont 
l'ai  présenté  ci-dessus  le  tableau  très-peu  étendu. 
L'évaluation  de  ces  dix  fonctions  donne  nécessaire- 
ment celle  de  toutes  les  fonctions ,  en  nombre  in- 
fini^ que  Ton  considère  dans  l'ensemble  de  l'ana- 
lyse mathématique  y  telle ,  du  moins  ,  qu'elle 
existe  aujourd'hui.  A  quelques  formules  que 
puisse  conduire  l'élaboration  dos  équations,  il 
n'y  aurait  lira  à  de  nouvelles  opérations  arithmé- 
tiques que  si  l'on  en  venait  à  créer  de  véritables 
nouveaux  élémens  analy  tiques,  dont  le  nombre  sera 
toujours^  quoi  qu'il  arrive,  extrêmement  petit. 
Le  champ  de  V arithmétique  est  donc,  par  sa  na^ 
ture ,  infiniment  restreint ,  tandis  que  celui 
de  \ algèbre  est  rigoureusement  inde'fmi. 

Il  importe  cependant  de  remarquer  que  le  do- 
maine du  calcul  des  valeurs  est,  en  réalité, 
beaucoup  plus  étendu  qu'on  ne  se  le  représente 
communément.  Car  plusieurs  questions ,  véri- 
tablement arithmétiques ,  puisqu'elles  consistent 
dans  des  évaluations ,  ne  sont  point  ordinaire- 
ment classées  comme  telles,  parce  qu'on  a  l'habi- 
tude de  ne  les  traiter  que  comme  incidentes,  au 
milieu  d'un  ensemble  de  recherches  analytiques 
plus  ou  moins  élevées  :  la  trop  haute  opinion  qu'on 

i3. 
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se  forme  communément  de  l'influence  des  sigaes 
est  encore  la  cnuse  principale  de  cette  confusion 
d'idées.  Ainsi ,  non-sentement  la  construction 
d'une  table  de  logarithmes,  mais  aussi  le  calcul 
des  tables  trigonomé triques,  sont  de  véritables 
opëralions  arithmétiques  d'un  genre  supérieur. 
On  peut  citer  encore  comme  étant  dans  le  même 
cas,  quoique  dans  un  ordre  très-distinct  et  plus 
élevé,  tous  les  procédés  par  lesquels  on  détermine 
directement  la  valeur  d'une  fonction  quelconque 
pour  chaqne  système  particulier  de  valeurs  attri- 
buées aux  quantités  dont  elle  dépend  ,  lorsqu'on 
ne  peut  point  parvenir  à  connaître  généralement 
la  forme  explicitede  cette  fonction.  Sous  ce  point 
de  vue,  la  resolution  numéritjue  des  équations 
ou'on  ne  sait  pas  résoudre  algébriquement,  et  de 
même  le  calcul  des  intégrales  dcûnies  dont  on 
ignore  les  intégrales  générales,  font  réellement 
partie,  malgré  les  apparences,  du  domaine  de 
Yarithmétiqiie  ,  dans  lequel  il  (hut  nécessairement 
comprendre  tout  ce  qui  a  pour  objet  Vévaluation 
des  fonctions.  Les  considérations  relatives  à  ce 
hut ,  sont  en  elfct ,  constamment  liomogènes , 
de  quelques  éi'aluations  qu  il  s'agisse ,  et  toujours 
bien  distinctes  des  considérations  vraiment  algé- 
briques. 

Pour  achever  de  se  former  une  juste  idée  de 
l'étendue  réelle  du  calcul  des  valeurs ,  on  doit  y 
comprendre  aussi  cette  partie  de  la  science  gêné- 
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raie  du  calcul  qui  porte  aujourd'hui  spécialement 
le  nom  de  théorie  des  nombres  y  et  qui  est  encore 
si  peu  avancée.  Cette  branche^  fort  étendue  par 
sa  nature^  mais  dont  l'importance  dans  le  système 
général  de  la  science  n'est  pas  très'-grande  ^  a  pour 
objet  de  découvrir  les  propriétés  inhérentes  aux 
différens  nombres  en  vertu  de  leurs  valeurs  et 
indépendamment  de  toute  numération  particu- 
lière. Elle  constitue  donc  une  sorte  d'arithmé^ 
tique  transcendantes  c'est  à  elle  que  conviendrait 
effectivement  la  définition  proposée  par  Newton 
pour  Valgèbre. 

Le  domaine  total  de  V arithmétique  est  donc, 
en  réalité  ,  beaucoup  plus  étendu  qu'on  ne  le 
conçoit  ordinairement.  Mais,  néanmoins,  quel- 
que développement  légitime  qu'on  puisse  lui  ac- 
corder ,  il  demeure  certain  que  ^  dans  l'ensemble 
delamathématiqueabstraite,  le  calcul  des  valeurs 
ne  sera  jamais  qu'un  point,  pour  ainsi  dire,  en 
comparaison  du  calcul  des  fonctions  ,  dans  le- 
quel  la  science  consiste  essentiellement.  Cette  ap- 
préciation va  devenir  encore  plus  sensible  par  quel- 
ques considérations  qui  me  restent  à  indiquer  sur 
la  véritable  nature  des  questions  arithmétiques 
en  général ,  quand  on  les  examine  d'une  manière 
approfondie. 

En  cherchant  à  déterminer  avec  exactitude  en 
quoi  consistent  proprement  les  éi^aluations  ^  on 
reconnaît    aisément  qu'elles   ne  sont  pas  autre 
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chose  que  de  véritables  transformations  des  fonc- 
tioDsàévaluer,  transformations  qui,  malgré  leur 
but  spécial ,  n'en  sont  pas  moins  essentiellement 
de  la  même  nature  que  toutes  celles  enseignées 
par  lanal  jse.  Sous  ce  point  de  vue ,  le  calcul  des 
valeurs  pourrait  être  conçu  simplement  comme 
un  appendice  et  une  application  particulière  du 
calcul  des  Jonctions  y  de  telle  sorte  que  Vanïh" 
méliqtÂe  disparaîtrait,  pour  ainsi  dire ,  dans  Ten- 
semble  de  la  mathématique  abstraite ,  comme 
section  distincte. 

Pour  bien  comprendre  cette  considération^  il 
faut  observer  que ,  lorsque  1  on  propose  à^évaluer 
un  nombre  inconnu  dont  le  mode  de  formation 
est  donné  y  il  est  »  par  le  seul  énoncé  même  de  la 
question  arithmétique,  déjà  déûni  et  exprimé 
sous  une  certaine  forme  ;  et  qu'en  Vévaluanty  on 
ne  fait  que  mettre  son  expression  sous  une  autre 
ferme  déterminée ,  à  laquelle  on  est  habitué  à 
rapporter  ]a  notion  exacte  de  chaque  nombre 
particulier^  en  le  faisant  rentrer  dans  le  système 
régulier  àe  la  numération.  VévaàuUion  consiste 
si  bien  dans  une  simple  transformation  y  que 
lorsque  Texpression  primitive  du  nombre  se 
trouve  elle-même  conforme  à  la  numération  ré* 
gulière,  il  ny  a  plus,  à  proprement  parler, 
à^éwduation ,  ou  plutôt  on  répond  à  la  question 
par  la  questicm  même.  Qu'on  demande,  par 
exemple , .  d'ajouter  les  deux  nombres  trente  et 
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fiept ,  on  répondra  en  se  bornant  à  répéter  l'é- 
iioncë  même  de  la  question ,  et  on  croira  nëan« 
moins  avoir  és^alué  la  somme ,  cq  qui  signifie 
ipie,  dans  ce  cas,  la  première  expression  dp  la 
fonction  n  a  pas  besoin  d'être  transformée;  tandis 
qu'il  n'en  serait  point  ainsi  pour  ajouter  vingt* 
trois  et  quatorze  >  car  alors  la  somme  ne  serait 
]ias  immédiatement  exprimée  d'une  manière 
cojiforme  au  rang  qu'elle  occupe  dans  l'échelle 
fixe  et  générale  de  la  numération. 

En  précisant,  autant  que  possible,  la  cotif^^ 
dération  précédente ,  ou  peut  dire  ç^évaluer  ufi 
nombre  n'est  autre  chose  que  mettre  son  expres- 
sion primitive  sous  la  forme 

a^b  C+cé-+£/é3+ee^ +f^Ê" 

S  étant  ordinairement  égal  à  lo;  et  les  coefiiciens 
Uj  by  c,  dj  etc.  étant  assujétis  à  ces  condition^ 
d'être  nombres  entiers  moindres  que  6^  peœ 
vaut  devenir  nuls,  mais  jamais  natifs»  Ainsîy'* 
toute  question  arithmétique  est  susceptible  d'étrç 
posée  comme  consistant  à  mettre  sous  une  telk 
forme  une  fonction  abstraite  quelconque  dç  4î* 
verses  quantités  que  Ton  suppose  avoir  déjà  elles- 
mêmes  une  forme  semblable.  On  pourrait  doDc 
ne  voir  dans  les  différentes  opérations  de  l'arith- 
métique que  de  simples  cas  particuliers  de  cer- 
taines transformations  algébriques^  9auf  les  diffi- 
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cultes  spéciales  tenant  aux  conditions  relatives  à 
Tëtat  des  coefficiens. 

Il  résulte  clairement ,  de  ce  qui  précède,  que  la 
mathématique  abstraite  se  compose  essentiel- 
lement du  calcul  des  Jonctions,  qui  en  était  évi- 
demment déjà  la  partie  la  plus  importante,  la 
plus  étendue,  et  la  plus  difficile.  Tel  sera  donc 
désormais  le  sujet  exclusif  de  nos  considérations 
analytiques.  Ainsi,  sans  m  arrêter  davantage  au 
calcul  des  i^aleurs,  je  vais  passer  immédiatement 
à  l'examen  de  la  division  fondamentale  du  calcul 
des  fonctions. 

Nous  avons  déterminé ,  au  commencement  de 
cette  leçon ,  en  quoi  consiste  proprement  la  véri- 
table difficulté  qu'on  éprouve  à  mettre  en  équation 
les  questions  mathématiques.  C'est  essentielle- 
ment à  cause  de  l'insuffisance  du  très- petit  nom- 
bre d'élémcns  analytiques  que  nous  possédons, 
que  la  relation  du  concret  à  l'abstrait  est  ordi- 
nairement si  difficile  à  établir.  Essayons  main- 
tenant d'apprécier  philosophiquement  le  procédé 
général  par  lequel  l'esprit  humain  est  parvenu, 
dans  un  si  grand  nombre  de  cas  importans,  à 
surmonter  cet  obstacle  fondamental. 

En  considérant  directement  l'ensemble  de  cette 
question  capitale,  on  est  naturellement  conduit 
à  concevoir  d'abord  un  premier  moyen  pour  fa- 
ciliter l'établissement  des  équations  des  phéno- 
mènes. Puisque  lé  principal   obstacle  à  ce  sujet 
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TÏPnt  du  trop  petit  nombre  de  nos  élémens  ana- 
lytiques, tout  semblerait  se  réduire  à  en   créer 
de  nouveaux.  Mais  ce  parti,  quelque  naturel  qu'il 
paraisse^  est  véritablement   illusoire,   quand  on 
l'examine  d'une  manière  approfondie.  Quoiqu'il 
L puisse  certainement  être   utile,  il  est  aisé  de  se 
I  convaincre  de  son  insuffisance  nécessaire. 
'       En  effet,  la  création  d'une  véritable  nouvelle 
fonction  abstraite  élémentaire  présente,  par  elle- 
même,  les  plus  grandes  difficultés,  llya  même, 
dans  une  telle  idée,  quelque  chose  qui  semble 
contradictoire.  Car  un  nouvel  élément  analyti- 
que ne   remplirait  pas    évidemment  les  condi- 
tions essentielles  qui  lui  sont  propres,  si   on  ne 
pouvait  immédiatement  l'évaluer  :  or^  d'un  autre 
côté,  comment  évaluer   une   nouvelle   fonction 
qui  serait  vraiment  simple,  c'est-à-dire ^   qui  ne 
rentrerait  pas   dans  une  combinaison   de   celles 
é)à    connues?  Cela   paraît  presque   impossible, 
nlroduction ,  dans  l'analyse  .  d'une  autre  fonc- 
nion  abstraite  élémentaire,  ou  plutôt  d'un  antre 
|iCOupIe  de  fonctions  {  car  chacune  serait  toujours 
kaccompagne'e  de  son  inverse  ),  suppose  donc  né- 
l'fsessairement  la  création  simultanée  d'une  nou- 
'  'Telle  opéi-ation  arithmétique,   ce  qui  est  cerlai- 
■nement  fort  difficile. 

Si  nous  cherchons  à  nous  faire  une  idée  des 

.•moyens  que  l'esprit  humain  pourrait  employer 

pour  inventer  de  nouveaux  élémens  analytiques, 
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par  l'examen  des  procédés  à  1  aide  desquels  il  a 
effectivement  conçu  ceux  que  nous  possédons  » 
lobservation  nous  laisse  à  cet  ^ard  dans  une 
entière  incertitude  j  car  les  artifices  dont  il  s'est 
déjà  servi  pour  cela  sont  évidemment  épuisés. 
Afin  de  nous  en  convaincre,  considérons  le  dernier 
coîiple  de  fonctions  simples  qui  ait  été  introduit 
dans  l'analyse  y  et  à  la  formation  duquel  nous 
avons  pour  ainsi  dire  assisté ,  savoir  le  quatrième 
couple^  car^  comme  )e  l'ai  expliqué,  le  cinquième 
couple  ne  constitue  pas,  à  proprement  parler  y  de 
véritables  nouveaux  élémens  analytiques*  La 
fonction  a' y  et,  par  suite,  son  inverse,  ont  été  for- 
mées en  concevant  sous  un  nouveau  point  de  vue 
une  fonction  déjà  connue  depuis  long-temps, 
les  puissances ,  lorsque  la  notion  en  a  été  suffi- 
samment généralisée.  Il  a  suffi  de  considérer 
une  puissance  relativement  à  la  variation  de  l'ex- 
posant, au  lieu  de  penser  à  la  variation  de  la  base, 
pour  qu'il  en  résultât  une  fonction  simple  vrai- 
ment nouvelle ,  la  variation  suivant  alors  une 
marcbe  toute  différente.  Mais  cet  artifice,  aussi 
simple  qu'ingénieux ,  ne  peut  plus  rien  fournir. 
Car,  en  retournant,  de  la  même  manière,  tous  nos 
élémens  analytiques  actuels,  on  n'aboutit  qu'à 
les  faire  rentrer  les  uns  dans  les  autres. 

Nous  ne  concevons  donc  nullement  de  quelle 
manière  on  pourrait  procéder  à  la  création  de 
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nouvelles  fonctions  abstraites  élëmentaires,  rem- 
plissant convenablement  toutes  les  conditions 
nécessaires.  Ce  n'est  pas  à  dire,  néanmoins,  que 
nous  ayons  atteint  aujourd'hui  la  limite  effective 
posée  il  cet  égard  par  les  bornes  de  notre  intelli- 
gence. Il  est  même  certain  que  les  derniers  per- 
fectionnemens  spéciaux  de  l'analyse  mathéma- 
tique ont  contribué  à  étendre  nos  ressources  sous 
ce  rapport  y  en  introduisant  dans  le  domaine  du 
calcul  certaines  intégrales  définies ,  qui,  à  quel- 
ques égards ,  tiennent  lieu  de  nouvelles  fonctions 
simples  y  quoiqu'elles  soient  loin  de  remplir  toutes 
les  conditions  convenables ,  ce  qui  m'a  empêché 
de  les  inscrire  au  tableau  des  vrais  élémens  analy- 
tiques. Mais ,  tout  bien  considéré,  je  crois  qu'il 
demeure  incontestable  que  le  nombre  de  ces  élé- 
mens ne  peut  s'accroître  qu'avec  une  extrême 
lenteur.  Ainsi ^  ce  ne  peut  être  dans  un  tel  pro- 
cédé que  lesprit  humain  ait  puisé  ses  ressources 
les  plus  puissantes  pour  faciliter  autant  que 
possible  l'établissement  des  équations. 

Ce  premier  moyen  étant  écarté ,  il  n'en  reste 
évidemment  qu'un  seul;  c'est,  vu  l'impossibilité 
de  trouver  directement  les  équations  entre  les 
quantités  que  l'on  considère ,  d'en  chercher  de 
correspondantes  entre  dautrcs  quantités  auxi- 
liaires, lices  aux  premières  suivant  une  certaine 
loi  déterminée,  et  de  la  relation  desquelles  on 
remonte  ensuite  à  celle  des  grandeurs  primitives. 
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Telle  est,  en  effet ,  la  coaception,  ëminemnient 
féconde  y  que  Tesprit  humain  est  parvenu  à  fon- 
der, et  qui  constitue  son  plus  admirable  ins- 
trument pour  l'exploration  mathématique  des 
phénomènes  naturels^  l'analjse  dite  transcen^ 
dante. 

En  thèse  philosophique  générale ,  les  quantités 
auxiliaires  que  l'on  introduit ,  au  lieu  des  gran* , 
deurs  primitives  ou  concurremment  avec  elles ^ 
pour    faciliter    l'établissement    des    équations, 
pourraient  dériver  suivant  une  loi  quelconque  des 
élémens  immédiats  de  la  question,  Ainsi  ^  cette 
conception  a  beaucoup  plus  de  portée  que  ne  lui 
en  ont  supposé  communément,  même  les  plus 
profonds  géomètres.  11  importe  extrêmement  de 
se  la  représenter  dans  toute  sou  étendue  logique  ; 
car  c'est  peut-être  en  établissant  un  mode  géné- 
ral de  dérivation  autre  que  celui  auquel  on  s'est 
constamment  borné  jusqu'ici ,  bien  qu'il  ne  soit 
pas  ,  évidemment ,   le  seul  possible^  qu'on  par- 
viendra un  jour  à  perfectionner  essentiellement 
l'ensemble  de  l'analyse    mathématique,    et  par 
suite  à  fonder,  pour  l'investigation  des  lois  de  la 
nature^  des  moyens  encore  plus  puissans  que  nos 
procédés  actuels ,  susceptibles,  sans  doute,  d'é- 
puisement. 

Mais  ,  pour  n'avoir  égard  qu'à  la  constitu- 
tion présente  de  la  science,  les  seules  quan- 
tités auxiliaires  introduites  habituellement  à  la 
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[uaiitités   primitives    dans   Yanalyse 
vnscendante  ,  sont  ce  qu'on  appelle  les  élémens 
infiniment  petits ,   les  différentielles  de  divers 
ordres  de  ces  quantités,  si  l'on  conçoit  cette  ana- 
lyse i  la  manière  de  Leïbnitz  ;  ou  les  fluxions  , 
bjes  limites  des  rapports  des  accroisseniens  simul- 
tanésdes  rjuantitéi  primitives  comparées  les  unes 
FAUX  autres,  ou,  plus  brièvement,  les prenu'ères 
►et  dernières  raisons  de  ces  accioissemens ,   en 
fcadoptant  la  conception  de  IVewton  ;  ou  bien ,  en- 
u,  les  dérivées  proprement  dites  de  ces  qiianti- 
c'est-à-dire ,    les  coe^tciens    des    dilférens 
■termes  de  leurs  accroissemcns  respectifs,  d'après 
L  conception  de  Layrange.   Ces  trois  manières 
principales  d'envisager   notre  analyse  transcen- 
lante  actuelle,  et  toutes  k-s  autres  moins  distincte- 
piment  Iranchëes  que  l'on  a  proposées  successive- 
ment)  sont,  par  leur    nature,    nécessairement 
identiques  ,  soit  dans  le  calcul,  soit  dans  l'appli- 
cation, ainsi  que  je  ^e^pUqllerai  d'une  manière 
.généraîc  dans  la  sixième  leçon.  Quant  h  leur  va- 
i  t  Jeur  relative,  nous  verrons  alors  que  la  conception 
p^e  Leïbnitz  a  jusqu'ici ,  dans  l'usage  ,  une  supé- 
f  riorilé  incontestable ,  mais  que  son  caractère  lo- 
ir^ique  est  éminemment  vicieux  i  tandis  que  la 
■I  <X)nceptiou  de  Lagraiige,  admirable  par  sa  sim- 
l|.,plicité,  par  sa  perfection   logique,    par  l'unité 
'  pbilosopliique  qu'clleactoblie  dans  l'ensemble  de 
J'analyse  mathématique  ,  jusqu'alors  partagée  en 
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deux  mondes  presque  indépendans,  présente  en- 
core y  dans  les  applications ,  de  graves  inconvë- 
niensy  en  ralentissant  la  marche  de  Tinlelligenoe: 
la  conception  de  Newton  tient  à  peu  près  le  mi- 
lieu sous  ces  divers  rapports,  étant  moins  rapide, 
mais  plus  rationnelle  que  celle  de  Lcïbnitz,  moins 
philosophique  9  mais  plus  applicable  que  celle  de 
Lagrange. 

Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'expliquer  avec  exacti- 
tude comment  la  considération  de  ce  genre  de 
quantités  auxiliaires  introduites  dans  les  é({uations 
à  la  place  des  grandeurs  primitives  facilite  réelle- 
ment l'expression  analytique  des  lois  des  phé- 
nomènes. La  sixième  leçon  sera  spécialement 
consacrée  à  cet  important  sujet,  envisagé  sous  les 
difierens  points  de  vue  généraux  auxquels  a  donné 
lieu  l'analyse  transcendante.  Je  me  borne  en  ce 
moment  à  considérer  cette  conception  de  la  ma- 
nière la  plus  générale  ,  afin  d'en  déduire  la  divi- 
sion fondamentale  du  calcul  des  fondions  en  deux 
calculs  essentiellement  distincts ,  dont  Tenchaî- 
nement ,  pour  la  solution  complète  d'une  même 
question  mathématique ,  est  invariablement  dé- 
terminé. 

Sous  ce  rapport ,  et  dans  Tordre  rationnel  des 
idées ,  l'analyse  transcendante  se  présente  comme 
étant  nécessairement  la  pix^mièie,  puiscju'elle  a 
pour  but  général  de  faciliter  l'établissement  des 
équations,  ce  qui  doit  évidemment  précéder  la 
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i^soiuiion  proprement  dite  de  ces  équations,  qui 
ost  l'objet  de  l'analyse  ordinaire.  Mais  y  quoiqu'il 
importe  éminemment  de  concevoir  ainsi  le  yéri- 
table  enchaînement  de  ces  deux  analyses^  il  n'en 
est  pas  moins  convenable,  conformément  àl'usa^ 
constant,  de  n'étudier  l'analyse  transcendante 
<{u'dprès  l'analyse  ordinaire  ;  car ,  si ,  au  fond  , 
elle  «n  est  par  elle-même  logiquement  indépen- 
dante ,  ou  que ,  du  moins,  il  soit  possible  aujour- 
d'hui de  l'en  dégager  essentiellement,  il  est  clair 
que  son  emploi  dans  la  solution  des  questions 
ayant  toujours  plus  ou  ihoins  besoin  d'être  contH 
piété  par  celui  de  l'analyse  ordinaire ,  on  serait 
contraint  de  laisser  les  questions  en  suspens,  si 
celle-ci  n'avait  été  étudiée  préalablement. 

En  résultat  de  ce  qui  précède ,  le  calcul  des 
fonctions ,  ou  V algèbre ,  en  prenant  ce  mot  dans 
sa  plus  grande  extension,  se  compose  de  deux 
branches  fondamentales  distinctes,  dont  l'une  a 
pour  objet  immédiat  la  résolution  des  équations, 
lorsque    celles-ci    sont  immédiatement  établies 
entre  les  grandeurs  mêmes  que  Ion  considère  5  et 
dont  l'autre,  partant  d équations,  beaucoup  plus 
aisées  à  formcren  général,  enirc  des  quantités  indi- 
rectement liées  à  celles  du  problème,  a  pour  desti- 
nation propre  et  constante  d'en  déduire^  par  des 
procédés  analytiques  invariables,  les  équations  cor- 
respondantes entre  les  grandeurs  directes  que  Ton 
considère,  ce  qui  fait  rentrer  la  question  dans  le 
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domaine  du  calcul  précédent.  Le  premier  calcul 
porte ,  le  plus  souvent ,  le  nom  d^anafyse  ordi- 
naire ,  ou  d'algèire  propi-cment  dite  ;  le  second 
constitue  ce  qu'on  appelle  Vanafyse  transcen- 
dante,  qui  a  été  dési^joée  par  les  diverses  déno- 
minations de  calait  infinitésimal,  caicul  des 
Jbtxioas  et  des  Jluentes,  calcul  des  évanouis- 
sons, etc. ,  selon  le  point  de  vue  sous  lequel  on 
l'a  conçue.  Pour  écarter  toute  considération 
étrangère,  je  proposerai  de  la  nommer  calcul 
des  fonctions  indirectes,  en  donnant  à  l'analyse 
ordinaire  le  titre  de  calcul  des  fonctions  directes. 
Ces  expressions,  que  je  forme  essentiellement  en 
généralisant  et  en  précisant  les  idées  de  Lagrange, 
sont  destinées  à  indiquer  simplement  avec  exac- 
titude le  véritable  caractère  général  propre  ù 
chacune  des  deux  analyses. 

Ayant  établi  la  division  fondamentale  de  l'ana- 
lyse mathématique,  je  dois  maintenant  considé- 
rer séparément  l'ensemble  de  chacune  de  ses  deux 
parties,  en  commençant  par  le  calcul  des  Jonc- 
tions directes ,  et  réservant  ensuite  des  dévelop- 
pemens  plus  étendus  anx  diverses  branches  du 
calcid  des  fonctions  indirectes. 
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SoaiuntB.  Couùd^ratioD*  g^D^rale*  «ur  le  calcnl  de»  fanclioDS 


D'après  l'explication  générale  qui  termine  la 
leçon  précédente,  le  calcul  des^nctions  dii-ectes, 
ou  Valgèhre  proprement  dite,  sufGt  entièrement 
à  la  solution  des  questions  mathématiques,  quand 
elles  sont  assez  simples  pour  qu'on  puisse  former 
immédiatement  les  équations  entre  les  grandeurs 
mêmes  que  l'on  considère^  sans  qu'il  soit  néces- 
saire d'introduire  à  leur  place  ou  conjointemeat 
avec  elles  aucun  système  de  quantités  auxiliaires 
dérivées  àes  premières.  Â  la  vérité,  dans  le  plus 
grand  nombre  des  cas  iniportans,  son  emploi  a 
besoin  d'être  précédé  et  préparé  par  celui  du 
calcul  des  fonctions  indirectes  f  destiné  à  faciliter 
l'établissement  des  équalionfi.  AJais  quoique  le 
râle  de  l'algèbre  ne  soit  alors  que  secondaire ,  clic 
n'en  a  pas  moins  toujours  une  part  nécessaire 
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dans  la  solution  complète  de  la  question ,  en  sorte 
que  le  calcul  des  fonctions  directes  doit  conti- 
nuer à  être 9  par  sa  nature ,  la  base  fondamentale 
de  toute  l'analyse  mathématique.  Nous  devons 
donc,  avant  daller  plus  loin,  considérer,  d'une 
manière  générale ,  la  composition  rationnelle  de 
ce  calcul,  et  le  degré  de  développement  auquel  il 
est  parvenu  aujourd'hui. 

L'objet  définitif  de  ce  calcul  étant  la  mfo/u^ib/i 
proprement  dite  des  équations  y  c'est-à-dire,  la 
découverte  du  mode  de  formation  des  quantités 
inconnues  par  les  quantités  connues  d'après  les 
équations  qui  existent  entre  elles;  il  présente 
naturellement  autant  de  parties  différentes  que 
l'on  peut  concevoir  de  classes  d'équations  vrai- 
ment distinctes;  et  par  conséquent ^  son  étendue 
propre  est  rigoureusement  indéfinie ,  le  nombre 
des  fonctions  analytiques  susceptibles  d'entrer 
dans  les  équations,  étant  par  lui-même  tout-à- 
fait  illimité,  bien  qu'elles  ne  soient  composées 
que  d'un  très-petit  nombre  d'élémens  primitifs. 

La  classification  rationnelle  des  équations,  doit 
être  évidemment  déterminée  par  la  nature  des 
élémcns  analytiques  dont  se  composent  leurs 
membres;  toute  autre  classification  serait  essen  - 
tiellement  arbitraire.  Sous  ce  rapport,  les  ana- 
lystes divisent  d'abord  les  équations  à  une  ou  à 
plusieurs  variables  en  deux  classes  principales , 
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selon  qu'elles  ne  contiennent  que  des  fonctions 
des  trois  premiers  couples  ivoj:  le  tableau, 
4*.  leçon,  page  175),  ou  qu'elles  renferment 
aussi  des  fonctions ,  soit  exponentielles ,  soit 
circulaires.  Les  dénominalions  de  fonctions  oi- 
gébriques  et  fonctions  transcendantes ,  don- 
nées communément  à  ces  deux  groupes  prin- 
cipaux d'élémens  analytiques,  sont,  sans  doute, 
fort  peu  convenables.  Mais  la  division  univer- 
sellement établie  entre  les  équations  correspon- 
dantes ,  n'en  est  pas  moins  très-réelle ,  en  ce  sent 
que  la  résolution  des  équations  contenant  les  fonc- 
tions dilL's  transcendantes,  présente  nécessaire- 
ment plus  de  difficultés  que  celles  des  équations 
dites  algébrùjues.  Aussi  l'élude  des  premières 
est-elle  jusqu'ici  excessivement  imparfaite,  à  tel 
point  que  souvent  la  résolution  des  plus  simples 
d'entreelles,  nous  est  encore  inconnue  (ij;  c'est 
sur  l'élaborntion  des  secondes  que  portent  prcs- 
qu'exclusivcment  nos  méthodes  analytiques. 

Ne  considérant  maintenant  que  ces  équations 
algébriques,  il  faut  observer  d'abord  que,  quoi- 
qu'elles puissent  souvent  contenir  des  fonctions 
irrationnelles  des  inconnues  aussi  bien  que  des 
(1)  Quelque  simple  que  puiue  paraïlrc,  pir  ciemple,  rc'ijiialion 

on  ne  lail  poinl  «ncnre  la  résoudrf;  ce  ({iti  peut  donner  une  idi-c 
lie  r»trème  imperreclion  de  celte  ]>artiede  l'algibre. 
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jOducuoub  FoUonnelles;  on  peut  Utitjoim,  pudes 
translbrmaliona  plus  ou  sioins  lAciles,  fâijre  ren- 
ier le  premier  cas  dans  le  second;  en  «octe  que 
c'est  de  ce  deroicr  que  les  analystes  ont  dîi  s'oc- 
cuper uniquement  >  pour  rendre  toutes  les 
équations  algébriques. 

Dans  l'enfance  de  l'alg^re ,  ces  équations 
avaient  6té  classées  d'après  le  nombre  de  leurs 
termes.  Mais  cette  classification  était  évidemment 
vicieuse;  comme  séparant  des  cas  réellement  seio- 
blables,  et  en  réunissant  d'autres  qui  n'avaient 
rien  de  commun  qu'un  caractère  sans  aucune  im- 
porlance  véritable  (r),  ^len'a  été  maintenue  que 
pour  les  équations  \  deux  termes ,  susceptibles , 
es  effet,  d'une  résolution  cinnmune  qui  leur  est 
propre. 

\a,  classification  des  ét^uations ,  tl'aprés  ce  qu'on 
appelle  leurs  degrés ,  universellement  admise 
depuis  long-temps  par  les  analystes,  est,  au  con- 
traire, éminemment  naturelle,  et  mérite  d'être 
signalée  ici.  Car,  eu  ne  comparant,  dans  chaque 
degré,  que  les  équations  qui  se  correspondent» 
quant  à  leur  complication  relative,  on  peut  dire 
que  celte  distinction  détermine  rigoureusement  la 
difficulté  plus  ou  moins  grande  de  leur  résolu- 
tion. Oïtte  gradation  est  sensible  cfTectivement , 

(i)  On  a  commù  plut  tard  bméniceiTCnr^inoineatan^edaiu 
le*  preniicn  l«mpi  do  calcul  înfitùtMmal,  ponr  l'inl^gnlion  dn 
r<[Dalioiw  dinVrenticllel. 
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poar  toutes  les  ëcjuationB  que  l'on  £ai»t  rësiradrew 
Mais  on  ])eiit  s'en  rendrev  compte  d'une  maniiâre 
générale ,  indëpendaminent  du  ùit  de  la  résolu- 
tion. 11  suffit,  pour  eela^  «de  considérer >que  1'^ 
quation  laplu5  généralede  chaque  degré  comprend 
nécessairement  toutes  celles  des  divers  dqjrés  in- 
férieurs, en  sorle  qu'il  en  doit  être  ainsi  de  la 
formule  qui  détermine  l'inconnue.  En  oonsé- 
qoence,  quelque  faible  qu'on  pût  supposer  à 
priori  hi  difficulté  propre  au  degré  que  l'on  oon- 
sidère ,  <^nune  elle  se  complique  inévitablement , 
dans  r^iécution  y  de  celles  que  présentent  tous 
les  degrés  précédens ,  la  résolution  ofire  donc 
réellement  plus  d'obstacles  à  mesure  que  le  degré 
de  l'équation  s'élève. 

Cet  accroissement  de  difficulté  est  tel,  que 
josquMci  la  résolution  des  équations  algébriques 
ne  nous  est  connue  que  dans  les  quatre  premiers 
d^és  seulement.  À  cet  égard ,  l'algèbre  n'a  pas 
fait  de  progrès  considérables  depuis  les  travaux 
de  Descartes  y  et  des  analystes  italiens  du  seizième 
siècle,  quoique,  dans  les  deux  derniers  siècles,  il 
n'ait  peut-être  pas  existé  un  seul  géomètre  qui  ne 
se  soit  occupé  de  pousser  plus  avant  la  résolution 
des  équations.  L'équation  générale  du  cinquième 
degré  elle-même ,  a  jusqu'ici  résisté  à  toutes  les 
tentatives. 

La  complication  toujours  croissante  que  doivent 


202  PUILOSOPHIB    POSITIVE. 

nécessairement  présenter  les  formules  pour  ré- 
soudre les  équations  à  mesure  que  le  degré  aug* 
mente  ;  l'extrême  embarras  quoccasione  déjà 
Fusage  de  la  formule  du  quatrième  degré  y  et  qui 
le  rend  presqu'iuapplicable ,  ont  déterminé  les 
analystes  à  renoncer^  par  un  accord  tacite ,  à 
poursuivre  de  semblables  recherches ,  quoiqu'ils 
soient  loin  de  regarder  comme  impossible  d^obte- 
nir  jamais  la  resolution  des  équations  du  cin-^ 
quième  degré ,  et  de  plusieurs  autres  degrés  su- 
périeurs. La  seule  question  de  ce  genre  >  qui 
offrirait  vraiment  une  grande  importance ,  du 
moins  sous  le  rapport  logique  y  ce  serait  la  réso- 
lution générale  des  équations  algébriques  d'un 
degré  quelconque.  Or^  plus  on  médite  sur  ce 
sujet  y  plus  on  est  conduit  à  penser,  avec  Lagrange, 
qu'il  surpasse  réellement  la  portée  effective  de 
notre  intelligence.  Il  faut  d'ailleurs  observer  que 
la  formule  qui  exprimerait  la  racine  d'une  équa-^ 
tion  du  degré  m  devrait  nécessairement  renfer- 
mer des  radicaux  de  l'ordre  m  (  ou  des  fonctions 
d'une  multiplicité  équivalente  ) ,  à  cause  des  m 
déterminations  quelle  doit  comporter.  Puisque 
nous  avons  vu,  de  plus,  qu'elle  doit  aussi  em- 
brasser, comme  cas  particulier,  celle  qui  corres- 
pond à  tout  autre  degré  inférieur,  il  s'ensuit 
qu'elle  contiendrait,  en  outre,  inévitablement, 
des  radicaux  de  l'ordre  m — i ,  d'autres  de  l'ordre 
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m — 2  j  etc. ,  de  telle  manière  que ,  s'il  était  pos- 
sible de  la  découvrir ,  elle  offrirait  presque  tou* 
jours  une  trop  grande  complication  pour  pouvoir 
être  utilement  employée  f  à  moins  qu'on  ne  par- 
vint à  la  simplifier  9  en  lui  conservant  cependant 
toute  la  généralité  convenable ,  par  l'introduc- 
tion d'un  nouveau  genre  d^élémens  analytiques , 
dont  nous  n'avons  encore  aucune  idée.  Il  y  a 
donc  lieu  de  croire  que^  sans  avoir  déjà  atteint 
sous  ce  rapport  les  bornes  imposées  par  la  faible 
portée  de  notre  intelligence >  nous  ne  tarderions 
pas  à  les  rencontrer  en  prolongeant  avec  une  ac- 
tivité forte  et  soutenue  cette  série  de  recherches. 
Il  importe  d'ailleurs  d'observer  que,  même  en 
supposant  obtenue  la  résolution  des  équations 
algébriques  d'un  degré  quelconque  ,  on  n'aurait 
encore  traité  qu'une  très-petite  partie  de  Y  algèbre 
proprement  dite ,  c'est-à-dire,  du  calcul  des  fonc- 
tions directes,  embrassant  la  résolution  de  toutes 
les  équations  que  peuvent  former  les  fonctions 
analytiques  aujourd'hui  connues.  Enfin,  pour 
achever  d'cclaircir  la  considération  philosophique 
de  ce  sujet,  il  faut  reconnaître  que^  par  une  loi 
irrécusable  de  la  nature  humaine ,  nos  moyens 
pour  concevoir  de  nouvelles  questions  étant  beau- 
coup plus  puissans  que  nos  ressources  pour  les 
résoudre  ,  ou,  en  d'autres  termes,  lesprit  humain 
étant  bien  plus  apte  à  imaginer  qu'à  raisonner  , 
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nous  reÀe^bs  néceSsaitreiaenttouioarsaa-dessoQs 
de  la  difficnlté,  à  qtidque  degt^  de  développe- 
ment que  parviennent  jàmiiis  nos  travaux  intelliec- 
luels.  Ainsi ,  quand  même  on  dëcouvritait  un 
jour  la  résolution  complète  de  toutes  les  équa- 
tions analytiques  actuellement  connue^ ,  ce  qui  , 
à  l'examen ,  doit  être  jugé  tout-à-faitcbimérique, 
il  n'est  {las  douteux  qu'avant  d'atleindreà  ce  but , 
et  probablement  même  comtaie  moyen  subsidiaire, 
onaurait  déjà  surmonté  la  difficulté  bien  moindre, 
quoique  très-grande  c^>cndant ,  de  concevoir  de 
nouveaux  élcmens  analytiques ,  dont  l'introduc- 
tion donnerait  lieu  à  des  classes  d'équations  que 
nous  ignorons  complètement  aujourd'hui  ;  en 
sorte  qu'une  pareille  imperfection  relative  de  la 
science  algébrique  se  reproduirait  encore,  malgré 
l'accroissement  réel ,  très-important  d'ailleurs,  de 
la  masse  absolue  de  nos  connaissances. 

Dans  l'état  présent  de  l'algèbre ,  la  résolution 
complète  des  équations  des  quatre  premiers 
d^és ,  des  équations  binômes  quelconques ,  de 
certaines  équations  spéciales  desd^rés  supérieurs, 
et  d'un  très-petit  nombre  d'équations  exponen- 
tielles, l(^rîtfamiques ,  ou  circulaires ,  consti- 
tuent donc  les  mélbodes  fondamentales  que  pré- 
sente ie  calcul  des  fonctions  directes  pocu*  la 
solution  des  problèmes  mathématiques.  Mais,  avec 
das  élémens  aussi  bomés,  les  géomètres  n'en  sont 
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pw  moins  parvenus  à  traiter ^  d'one  tUttmère  vrai- 
ment admirable,  un  très-^*and  notnbre  de  ques- 
tions importantes ,  ccnnme  nous  le  reconnaîtrons 
successiveuient  dans  la  suite  de  ce  volume.  Les 
perfectionnemens  généraux  introduits  depuis  un 
siècle  dans  le  système  totsd  de  l'analyse  nialhé» 
matique  ont  eu  pour  x^aractère  principal  d'utiliser 
à  un  degré  immense  ce  peu  de  connaissances  ac- 
quises sur  le  calcul  des  fonctions  directes,  au  lieu 
de  tendre  à  les  augmenter.  Ce  résultat  a  été  ob- 
tenu à  un  tel  point ,  que  le  plus  souvent  ce  calcul 
n^  de  rôle  effectif  dans  la  solution  complète  des 
diverses  questions  que  par  ses  'parties  les  plus 
simples,  celles  qui  se  rapportent  aux  équations 
des  deux  premiers  degrés,  h  une  seule  ou  à  plu- 
sieurs variables. 

L'extrême  imperfection  de  l'algèbre,  relative- 
ment à  la  résolution  des  équations,  a  déterminé  les 
analystes  à  s'occuper  d'une  nouvelle  classe  de  ques- 
tions, dont  il  importe  de  marquer  ici  le  véritable 
caractère.  Quand  ils  ont  cru  devoir  renoncer  à 
poursuivre  plus  long-temps  la  résolution  des  équa- 
tions algébriques  des  degrés  supérieurs  au  qua- 
trième ,  ils  se  sont  occupés  de  suppléer ,  autant 
que  possible ,  à  cette  immense  lacune ,  par  ce 
qu'ils  ont  nommé  la  résolution  numérique  des 
équations.  Ne  pouvant  obtenir ,  dans  la  plupart 
des  cas,  lajbnnule  qui  exprime  qu  elle  fonction  ex- 
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plicite  rincoimue  est  des  données ,  on  a  cherché, 
à  défaut  de  cette  résolution,  la  seule  réellement 
algébrique,  à  déterminer ,  du  moins ,  indépen- 
damment de  cette  formule ,  la  uaieur  de  chaque 
inconnue  pour  tel  ou  tel  système  désigné  de  valeurs 
particulières  attribuées  aux  données.  Par  les  tra- 
vaux successifs  des  analystes ,  cette  opération  in- 
complète et  bâtarde ,  qui  présente  un  mélange 
intime  des  questions  vraiment  algébriques  avec 
des  questions  purement  arithmétiques ,  a  pu  ,  du 
moins ,  être  entièrement  effectuée  dans  tous  les 
cas,  pom*  des  équations  dun  degré  et  même 
d'une  forme  quelconques.  Sous  ce  rapport,  les 
méthodes  qu'on  possède  aujourd'hui  sont  suffi- 
samment générales,  quoique  les  calculs  auxquels 
elles  conduisent  soient  souvent  presque  inexécu- 
tables ,  à  cause  de  leur  complication.  Il  ne  reste 
donc  plus,  à  cet  ^ard  ,  qu'à  simplifier  assez  les 
procédés  pour  qu'ils  deviennent  régulièrement 
applicables ,  ce  qu'on  peut  espérer  d'obtenir  dans 
la  suite.  D'après  cet  état  du  calcul  des  fonctions 
directes,  on  s'efforce  ensuite,  dans  l'application  de 
ce  calcul ,  de  disposer^  autant  que  possible,  les 
questions  proposées  de  façon  à  n'exiger  finalement 
que  cette  résolution  numérique  des  équations. 

Quelque  précieuse  que  soit  évidemment  une 
telle  ressource,  à  défaut  de  la  véritable  solution ^ 
il  est  essentiel  de  ne  pas  mécoiinaîti-elevraicarac- 
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tare  de  ces  procédés ,  que  les  analystes  regardent 
avec  raison  comme  une  algèbre  fort  imparfaite. 
En  effet ,  il  s'en  faut  de  beaucoup  que  nous  puis» 
sions  toujours  réduire  nos  questions  mathéma- 
tiques à  ne  dépendre ,  en  dernière  analyse ,  que 
de  la  résolution  numérique  des  équations.  Gela 
ne  se  peut  que  pour  les  questions  tout-à-fait  iso- 
lées ,  ou  vraiment  finales  ^  c'est-à-dire ,  pour  le 
plus  petit  nombre.  La  plupart  des  question^  ne 
sont^  en  effets  que  préparatoires ^  et  destinées  à 
servir  de  préliminaire  indispensable  à  la  solution 
d'autres  questions.  Or ,  pour  un  tel  but ,  il  est 
évident  que  ce  n'est  pas  la  valeur  eSeciive  de  Tin- 
connue  qu'il  importe  de  découvrir  ,  mais  la  for- 
mule qui  montre  comment  elle  dérive  des  autres 
quantités  considérées.  C'est  ce  qui  arrive ,  par 
exemple,  dans  un  cas  très-étendu  y  toutes  les  fois 
qu'une  question  déterminée  renferme  simultané- 
ment plusieurs  inconnues.  Il  s'agit  alors,  comme 
on  sait ,  d'en  faire,  avant  tout ,  la  séparation.  En 
employant  convenablement ,  à  cet  effet ,  le  pro- 
cédé simple  et  général  heureusement  imaginé  par 
les  analystes ,  et  qui  consiste  à  rapporter  l'une  des 
inconnues  à  toutes  les  autres^  la  difficulté  dispa- 
raîtrait constamment ,  si  l'on  savait  toujours  ré- 
soudre algébriquement  les  équations  considérées, 
sans  que  la  résolution  «w;7ier/ywe  puisse  être  alors 
d'aucune  utilité.  C'est  uniquement  faute  de  con- 
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naître  )a  résolution  algébrique  des  équations  a 
une  seule  incotinne ,  tju'on  est  oblige -de  trai^r 
Vélimination  comme  une  question  distincte ,  qui 
forme  une  des  {dus  grandes  difrieuhés  spéciales 
de  l'algèbre  ordinaire.  Quelque  péniUes  que 
soient  les  méthodes  à  l'aide  desquelles  on  sm<- 
tnonte  cette  difficulté ,  elles  ne  sont  pas  méniè 
afpplicables  d'une  manière  entièrement  générale , 
à  l'âimination  d'une  inconnue  entre  deux  équa- 
tions de  forme  quelconque. 

Dans  les  questions  les  plus  simfdcSy  et  lors- 
qu'on n'a  véritablement  à  résoudre  qu'une  seule 
équation  à  une  seule  inconnue,  cette  résolution 
numérique  n'en  est  pas  moins  un  procédé  très^ 
imparfait,  même  quand  elle  est  strictement  9tif- 
fisante.  Elle  présente  y  en  effet,  ce  grave  incon- 
vénient d'obliger  à  re&ire  toute  la  suite  des  opé- 
rations pour  le  plus  léger  changement  qui  peut 
sui'venir  dans  une  seule  des  quantités  considérées , 
quoique  leur  relation  reste  toujours  la  même , 
sans  que  les  calculs  faits  pour  un  cas  puissent 
dispenser  en  aucune  manière  de  ceux  qui  <5oncer- 
nent  un  autre  cas  très-peu  différent,  faute  d'a- 
voir pu  abstraire  et  traiter  distinctement  cette 
partie  purement  algébrique  de  la  question  qui  est 
commune  à  tous  les  cas  résultant  de  la  simple  va- 
riation^des  nombres  donnés. 

D'après  les  considérations  précédentes ,  le  cal- 
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cul  des  fonctions  directes ,  envisagé  dans  son  état 
actuel  y  se  divise  donc  naturellement  en  deux 
parties  fort  distinctes  >  suivant  qu'on  traite  de  la 
résolution  algébrique  des  équations  ou  de  leur 
résolution  numérique*  Ls^  première  'partie ,  la 
seule  Vraiment  satisfaisante ,  est  malheureuse- 
ment fort  peu  étendue  9  et  reslera  vraisembla- 
blement toujours  très -bornée;  la  seconde,  le 
plus  souvent  insuffisante  y  a  du  moins  l'avantage 
d'une  généralité  beaucoup  plus  grande.  La  né- 
cessité de  distinguer  nettement  ces  deux  par- 
ties est  évidente  y  à  cause  du  but  essentieUe- 
meut  différent  qu'on  se  propose  dans  chacune , 
et  par  suite ,  du  point  de  vue  propre  sous  lequel 
on  y  considère  les  quantités.  De  plus  ^  si  on  les 
envisage  relativement  aux  diverses  méthodes  dont 
chacune  est  composée ,  on  trouve  dans  leur  dis- 
tribution rationnelle  une  marche  toute  différente. 
En  effet ,  la  première  partie  doit  se  diviser  d'a- 
près la  nature  des  équations  que  Ton  sait  résou- 
dre, et  indépendamment  de  toute  considération 
relative  aux  valeurs  des  inconnues.  Dans  la  se- 
conde partie 9  au  contraire,  ce  n'est  pas  suivant 
les  degrés  des  équations  que  les  procédés  se  dis- 
tinguent naturellement,  puisqu'ils  sont  applica- 
bles ù  des  équations  d'un  degré  quelconque  ;  c'est 
selon  l^espèce  numérique  des  valeurs  des  incon- 
nues. Car,  pour  calculer  directement  ces  nombres 
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sans  les  déduire  des  formules  qui  en  fanaient  con« 
naître  les  expressions ,  le  moyen  ne  saurait  évi- 
demment être  le  même ,  quand  les  nombres  ne 
«ont  susceptibles  d'être  évalués  que  par  une  suite 
d'approximations  toujours  incomplète,  que  lors- 
qu'on peut  les  obtenir  exactement*  Cette  distinc- 
tion si  importante,  dans  la  résolution  numérique 
des  équations ,  des  racines  incommensurables , 
et  des  racines  commensurables ,  qui  exigent  des 
principes  tout-à-fait  différens  pour  leur  détermi- 
nation 9  est  entièrement  insignifiante  dans  la  réso- 
lution algébrique,  où  la  nature  rationnelle  ou  ir* 
rationnelle  des  nombres  obtenus  est  un  simple 
accident  du  calcul  y  qui  ne  peut  exercer  aucune 
influence  sur  les  procédés  employés.  C'est  f  en  un 
mot ,  une  simple  considération  arithmétique.  On 
en  peut  dire  autant  >  quoique  à  un  moindre  de-^ 
gré,  de  la  distinction  des  racines  commensurables 
elles-mêmes  en  entières  et  fractionnaires.  Enfin, 
il  en  est  aussi  de  même ,  à  plus  forte  raison ,  pour 
la  classification  la  plus  générale  des  racines,  en 
réelles  et  imaginaùes.  Toutes  ces  diverses  con^ 
sidérations  j  qui  sont  prépondérantes  quant  à  la 
résolution  numérique  des  équations,  et  qui  n'ont 
aucune  importance  dans  la  résolution  algébrique, 
rendent  de  plus  en  plus  sensible  la  nature  essen- 
tiellement distincte  de  ces  deux  parties  princi- 
pales de  Talgèbre  proprement  dite. 
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Ces  deux  parties,  qui  constituent  Tobjet  im- 
mëdiat  du  calcul  des  fonctions  directes ,  sont  do^ 
minées  par  une  troisième  purement  spéculative , 
à  laquelle  l'une  et  lautre  empruntent  leurs  res- 
sources les  plus  puissantes ,  et  qui  a  été  très^xac- 
tement  désignée  par  le  nom  général  de  théorie 
des  équations  y  quoique  cependant  elle  ne  porte 
encore  que  sur  les  équations  dites  algébriques. 
La  résolution  numérique  des  équations,  à  cause 
de  sa  généralité  y  exige  spécialement  cette  base 
rationnelle. 

Cette  dernière  branche  si  importante  de  l'ai-- 
gèbre  se  divise  nalurellement  en  deux  ordres  de 
questions ,  d'abord  celles  qui  se  rapportent  à  la 
composition  des  équations,  et  ensuite  celles  qui 
concernent  leur  transformation  ;  ces  dernières 
ayant  pour  objet  de  modifier  les  racines  d'une 
équation  sans  les  connaître  ,  suivant  une  loi  quel- 
conque donnée,  pourvu  que  cette  loi  soit  uni- 
forme relativement  à  toutes  ces  racines  (i). 


(i)  Je  crois  devoir,  au  sujet  de  la  théorie  des  équations,  signa^ 
1er  ici  une  lacune  de  quelque  importance. Le  principe  fondamen- 
tal sur  lequel  elle  repose,  et  qui  est  si  fréquemment  applique 
dans  toute  Panaiyse  mathématique  ,  la  décomposition  des  fonc- 
tions algébriques,  rationnelles,  et  entières  ,  d^un  degré  quel- 
conque, en  facteurs  du  premier  degré,  n'est  jamais  employé 
que  pour  les  fonctions  d'une  seule  variable  ,  sans  que  personne 
;iit  examiné  si  on  doit  Pélendrc  aux  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables,  ce  que  n('anmoins  on  ne  devrait  pas  laisser  incertain. 
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Pour  compléter  cette  rapide  énumëration  gé- 
nérale des  diverses  parties  essentielles  du  calcul 
des  fonctions  dif'cctes,  je  dois  enfin  mentionner 
expressément  une  des  théories  les  plus  fécondes 
ef  les  plus  importantes  de  l'algèbre  proprement 

Quant  aux  fonctions  de  deux  ou  de  trots  variables ,  les  consîde- 
ntîoqs  géométriques  décident  clairement ,  quoique  d^une  ma- 
nière indirecte ,  que  )eur  décomposition  en  facteurs  est  ordi- 
nairement impossible;  car  il  en  résulterait  que  chaque  classe 
correspondante  dVqualions  ne  pourrait  représenter  une  ligne 
ou  une  surface  suigeneris^  et  que  son  lieu  géométrique  rentre- 
rait toujours  dans  le  système  de  ceux  appartenant  à  des  équations 
de  degré  inférieur ,  de  telle  sorte  que ,  de  proche  en  proche  , 
toute  équation  ne  produirait  jamais  que  des  lignes  droites  ou  des 
plans.  Mais ,  précisément  à  cause  de  cette  interprétation  con- 
crète, ce  théorème,  quoique  purement  négatif,  ifie  semble 
avoir  une  si  grande  importance  pour  la  géométrie  analytique  , 
que  je  m^étonne  qu'on  n*ait  pas  cherché  à  établir  directement  une 
différence  aussi  caractéristique  entre  les  fonctions  à  une  seule  va- 
riable et  celles  à  plusieurs  variables.  Je  vais  rapporter  ici  som- 
mairement la  démonstration  abstraite  et  générale  que  j'en  ai 
trouvée ,  quoiqu'elle  fût  plus  convenablement  pbcée  dans  un 
traité  spécial. 

i*^  Sifi^x^y  )  pouvait  se  décomposer  en  facteurs  du  premier 
degré,  on  les  obtiendrait  en  résolvant  l'équation  y  (  or,  jr)=  o. 
Or ,  d'après  les  considérations  indiquées  dans  le  texte  ,  cette  équa- 
tion ,  résolue  par  rapport  à  x ,  fournirait  des  formules  qni  con- 
tiendraient nécessairement  divers  radicaux  ,  dans  lesquels  entre- 
rait jr.  Les  fonctions  àejr,  renfermées  sous  chaque  radical ,  ne 
sauraient  évidemment  être  en  général  des  puissances  parfaites. 
Or  ,  il  faudrait  qu'elles  le  devinssent  pour  que  les  facteurs  élé- 
mentaires correspondans  àt  f{x,jr)  ^  et  qui  sont  déjà  du  pre- 
mier degré  en  x ,  fussent  aussi  du  premier  degré  ,  ou  même 
simplement  rationnels  ,  relativement  à  jr.  Cela  ne  pourra  donc 
avoir  lieu  que  dans  certainscas  particuliers,  lorsque  lescoefYiciens 
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dite ,  celle  relative  à  la  iransformation  des  fonc* 
lions  eu  séries  à  laide  de  ce  qu'on  appelle  la  më- 
thode  des  coefficiens  indëterniinës.  Cette  méthode, 
si  éminemment  analytique,  et  qui  doit  âtre  re- 
gudée  comme  une  des  découvertes  les  plus  re- 


rempliront  les  conditions  plus  ou  moins  nombreuses ,  mais  con- 
stimmeni  de  terminées ,  qu'exige  la  disparition  de»  radicaux.  Le 
même  raisonnement  s^appliquei-aii  évidemment,  à. bien  plus  forte 
raison ,  aux  fonctions  de  trois  ,  quatre ,  etc.  variables. 

a^  Une  autre  démonstration ,  de  nature  très-différente ,  se 
lire  de  b  mesure  du  degré  de  généralité  des  fonctions  à  plusieurs 
variables^  lequel  sVstimepar  le  nombre  de  constantes  arbitraires 
entrant  dans  leur  expression  la  plus  complète  et  la  plus  simple.  Je 
me  bornerai  à  Pindiqucr  pour  les  fonctions  de  deux  variables  ;  il 
serait  aisé  de  l'étendre  à  celles  qui  en  contiennent  davantage. 

On  sait  que  le  nombre  de  constantes  arbitraires  contenues  dans 
la  formule  générale  d^une  fonction  du  degré  m  à  deux  variables , 
est  in(m4-  3  ).  Or,  si  une  telle  fonction  pouvait  seulement  se 

décomposer  en  deux  facteurs ,  Tun  du  degré  n  ,  et  l'autre  du  de* 
gré  m — n  ,  le  produit  renfermerait  un  nombre  de  constantes 
arbitraires  égal  à 

Al  (//+'.) -h jm—n)  (w-/i-f  3  ). 

Ce  nombre  étant,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  inférieur  au 
précédent  de  n  (  m— /i  )  ,  il  en  résulte  qu^un  tel  produit ,  ayant 
moins  de  généralité  que  la  fonction  primitive  ,  ne  peut  la  repré- 
senter constamment.  On  voit  même  qu^une  telle  comparaison 
exigerait  /»(  i^—zi  )  relations  spéciales  entre  les  coefficiens  de 
cette  fonction,  qu^on  trouverait  aisément  en  développant  Tidentité. 
Ce  nouveau  genre  de  démonstration  ,  fondé  sur  une  considé- 
ration ordinairement  négligée,  pourrait  probablement  être  em- 
ployé avec  avantage  dans  plusieurs  autres  circonstances. 

TOME    ï.  l5 
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marquablcs  de  Descartes ,  a  sans  doute  perdu  de" 
son  importance  depuis  l'invention  et  le  dévelop  « 
pement  du  calcul  infinitésimal ,  dont  elle  pouvait 
tenir  lieu  si  heureusement  sous  quelques  rap- 
ports |iarticuliers.  Mais  l'extension  croissante  de 
Fanalysc  transcendante ,  (]uoique  ayant  rendu 
cette  méthode  bien  moins  nécessaire  ,  en  a^  d'un 
autre  côté^  multiplié  les  applications  et  agrandi 
les  ressources  ;  en  sorte  que  par  l'utile  combi- 
naison qui  s'est  finalement  oi>érée  entre  Icjs  deux 
théories,  l'usage  de  la  méthode  des  coefficiens  in- 
déterminés est  devenu  aujourd'hui  beaucoup 
plus  étendu  qu'il  ne  1  était  même  avant  la  forma- 
tion du  calcul  des  fonctions  indirectes. 
-  Après  avoir  esquissé  le  tableau  général  de  l'al- 
gèbre proprement  dite  ,  il  me  reste  maintenant  à 
présenter  quelques  considérations  sur  divers 
points*  principaux  du  calcul  des  fonctions  di- 
rectes ,  dont  les  notions  peuvent  être  utilement 
éclaircics  par  un  examen  philosophique. 

Les  difficultés  relatives  à  plusieurs  symboles 
singuliers  auxcpiels  conduisent  les  calculs  algé- 
briques et  notamment  aux  expressions  dites  ima~ 
ginaires ,  ont  été ,  ce  me  semble ,  beaucoup 
exagérées  par  suite  des  considérations  purement 
méthaphysiquesqu^on  s'est  efforcé  d'y  introduire, 
au  lieu  d'envisager  ces  résultats  anormaux  sous 
leur  vrai  point  de  vuc^  comme  de  simples   faits 
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urialyti(|ues.  En  les  couçevant  ainsi  ^  î)  est  aicd  de 
reconnaître  ,  eu  thèse  générale,  que  l'esprit  de 
l'analyse  mathématique  consistant  &  considérer 
les  grandeurs  sous  le  seul  point  de  vue  de  leur* 
relations  ,  et  indépendamment  de  toute,  idée  de 
valeur  déterminée,  il  en  résulte  uëcessaireoMnit 
pour  les  analystes  l'obligation  coustante  d'ad- 
mettre indifféremment  tontes  les  sortes  d'expres~ 
nous  quelconques  que  pourront  engendrer  les 
combinaisons  algébriques.  S'ils  foulaient  s'en  in- 
terdire une  seule,  à  raison  de  sa  singularité  aj^ift- 
rente,  comme  elle  est  toujours  susceptible  de  se 
présenter  d'après  certaines  suppositions  particu- 
lières sur  les  valeurs  des  quantités  considérées  , 
ils  seraient  contraints  d'altérer  la  généralité  de 
leurs  conceptions,  et  en  introduisant  ainsi ,  dans 
chaque  raisonnement ,  une  suite  de  distinctions 
vraiment  étrangères,  ils  feraient  perdre  à  l'analyse 
mathématique,  son  principal  avantage  caracté- 
ristique ,  la  simplicité  et  l'uniformité  des  idées 
qu'elle  combine.  L'embarras  que  l'intelligence 
éprouve  ordinairement  au  sujet  de  ces  expi-essioos 
singulières,  me  parait  provenir  essentiellement  de 
la  confusion  vicieuse  qu'elle  fait  à  son  iusçu 
entre  Tidée  t\e  fonction  et  l'idée  de  valeur,  ou  , 
ce  qui  i-evient  au  même,  entre  le  jioint  de  vue 
tdgébrique ,  et  le  )>oint  de  vue  arithmétique.  Si 
la  nature  de  cet  ouvrage  nie  pcnuetlait  de  pré- 
i5. 
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aentei-  àcel  égard  les  developpemems  sutlisans,  i! 
me  serait,  je  crois,  liicik'.  par  un  iis<i|^c  conve 
uable  d&j  cousidéra lions  indiquées  dans  celle 
leçon  et  dans  Jes  deux  préetdenles ,  de  dissiper 
les  nuages  dont  une  fausse  manière  de  yoir  en- 
louie  liabiiuellement  ces  diverses  notions.  Le  ré- 
sultat de  c«l  examen  démontrerait  expressément 
que  l'analyse  mathématique  est ,  par  sa  nature, 
beaucoup  plus  claire ,  sous  les  diSérens  rapports 
dont  je  Tiens  de  parler,  que  ne  le  croient  commu- 
nément les  géomètres  eux-mêmes ,  éi^arés  par  les 
objections  vicieuses  des  méiaphysicitus. 

Helativemcnt aux  quantités  négatives,  qui,  par 
suite  du  même  esprit  métaphysique ,  ont  doimé 
lieu  à  tant  de  discussions  déplacées,  aussi  dépour- 
vues de  tout  fondement  rationne)  que  dénuées  de 
toute  véritable  utilité  scientifique ,  il  i'aut  distin- 
guer, en  considérant  toujours  le  simple  fait  ana- 
lytique, entre  leur  signiticatioii  abstraite  et  leur 
interprétation  concrète,  qu'on  a  prcsi|ue  toujours 
confondues  jusqu'à  présent.  Sons  le  premier  rap- 
port, la  théoriedcs  quantités  négatives  (wul  être 
établie  d'une  manière  complète  par  uue  seule  vue 
algébrique.  Quant  h  la  nécessité  d'admettre  ce 
genre  de  résullals  concurremment  avec  tout 
autre  ,  elle  dérive  de  la  considération  générale 
que  je  viens  de  présenter:  et  quant  à  leur  em- 
ploi comme  .iilifice  analvlique  pour  rendre  le 
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formules  plus  étendues  y  ce  mécanisme  de  calcul 
ne  peut  réellement  donner  lieu  à  aucune  diffi- 
culté sérieuse.  Ainsi  ^  on  peut  envisager  la  théorie- 
abstraite  des  quantités  négatives  comme  ne  lais- 
sant rien  d'essentiel  à  désirer  :  elle  ne  présente^ 
vraiment  d'obstacles  que  ceuK  qu^on  y  introduit 
mal  à  propos  par  des. considérations  sophistiques^t 
Mais  y  il  n'en  est  nullement  de  même  pour  leur 
théorie  concrète. 

Sous  ce  point  de  vue  »  elle  consiste  essentielle- 
ment dans  cette  admirable  propriété  des  signes 
-4-  et— ^  de  représenter  analytiquement  les  oppo* 
sitioos  de  sens  dont  sont  susceptibles  certaines 
grandeurs.  Ce  théorème  général  sur  les  relations 
du  concret  à  l'ashtrai  i  eu  mathématique,  est  une  des 
plus  belles  découvertes  que  nous  devions  au  génie 
de  Descartes ,  qui  l'a  obtenue  comme  un  simple 
résultat  de  l'observation  philosophique  convena- 
blement dirigée.  Un  grand  nombre  de  géomètres 
ont  tenté  depuis  d'en  établir  directement  la  dé 
monstration  générale.  Mais  jusqu'ici  leurs  efforts 
ont  été  illusoires,  soit  quils  aient  essayé  de 
trancher  la  difficulté  par  de  vaines  considéra- 
tions métaphysiques,  ou  par  des  comparaisons 
très-hasardées ,  soit  qu'ils  aient  pris  de  simples 
vérifications  dans  quelque  cas  particulier  plus 
oumoinsborné  pour  de  véritables  démonstrations. 
Ces  diverses  tentatives  vicieuses ,   et  le  mélaugc 
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boterogènc  du  point  de  vue  abstrait  avec  le  point 
de  vue  concret  9  ont  ménie  introduit  communé- 
ment à  cet  dgard  une  telle  confusion ,  qu'il  de* 
vient  nécessaire  d'énoncer  ici  distinctement  le 
fait  général  ;  soit  qu'on  veuille  se  contenter 
d'en  faire  usaj^è',  soit  qu'on  se  propose  de  l'expli- 
quer. Il  consiste  ,  indépendamment  de  toute 
explication ,  en  ce  que  •  si  dans  une  équation 
quel-conque  exprimant  la  relation  de  certaines 
quantités  susceptibles  d'opposition  de  sens,  une 
ou  plusieurs  de  ces  quantités  viennent  h  être 
comptées  dans  un  sens  contraire  à  celui  qu'elles 
affectaient  quand  l'équation  a  été  primitivement 
établie  ;  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  former  direc- 
tement une  nouvelle  équation  pour  ce  second 
état  du  phénomène;  il  suffira  de  changer  ,  dans 
la  première  équation  ^  le  signe  de  chacune  des 
quantités  qui  auront  changé  de  sens,  etl'équâtion 
ainsi  modifiée  coïncidera  toujours  rigoureuse- 
ment avec  celle  qu^on  aurait  trouvée  en  recom- 
mençant à  chercher  pour  ce  nouveau  cas  la  loi 
analytique  du  phénomène.  C'est  dans  cette  coïn- 
cidence constante  et  nécessaire  que  consiste  le 
théorème  général.  Or,  jusqu'ici  on  n'est  point 
parvenu  réellement  à  s'en  rendre  compte  direc- 
tement ;  on  ne  s'en  est  assuré  que  par  un  grand 
nombre  de  vérifications  géométriques  et  mécani- 
ques, qui  sont  ,  il  est  vrai  ^  assez  multipliées  et 
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surtout  assez  variées  pour  qu'il  ne  puisse  i^ter 
dans  aucun  esprit  juste  le  moindre  doute  sur 
Tezactitude  et  la  généralité  de  cette  propriété 
essentielle  ,  mais  qui ,  sous  le  rapport  philosophie 
que  y  ne  dispensent  nullement  de  chercher  une 
explication  aussi  importante.  I/extréme  étendue 
du  théorème  doit  faire  comprendre  à  la  fois  et 
la  difficulté  capitale  de  cette  recherche  si  souvent 
reprise  infructueusement ,  et  la  haute  utilité  dont 
serait  sans  doute ,  pour  le  perfectionnement  de  la 
science  mathématique ,  la  conception  générale  de 
cette  grande  vérité ,  l'esprit  ne  pouvant  évidem* 
ment  s'y  élever  qu'en  se  plaçant  à  un  point  de 
vue  d'où  il  découvrirait  inévitablement  de  nou- 
velles idées  y  par  la  considération  directe  et  ap- 
profondie de  la  relation  du  concret  h  l'abstrait. 
Quoi  qu'il  en  soit ,  l'imperfection  que  présente 
encore  la  science  sous  ce  rapport ,  n'a  point  em- 
pêché les  géomètres  de  faire  l'usage  le  plus  étendu 
et  le  plus  important  de  cette  propriété  dans  toutes 
les  parties  de  la  mathématique  concrète ,  où  l'on 
en  éprouve  un  besoin  presque  continuel.  On  peut 
même  retirer  une  certaine  utilité  logiqueidola 
simple  considération  :nettc  de  ce  fait  général^  tel 
que  je  l'ai  décrit,  ci-dessus';  il  en  résulte,  par 
exemple,  indépendamment  de  toute  démonstra- 
tion ,  que  la  propriété  dont  nous  parlons  ne  doit 
jamais  être  appliquée  aux  grandeurs  qui  affectent 
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(le  vu(î  concret ,  onl  inétiif  inlroduît  coramunô- 
meiit  i  cet  <5garfl  une  telle  confusion ,  qu'il  dr- 
vicnl  nécessdire  d'énoncer  ici  distinctement  le 
fait  gênerai  ,  «oit  qu'on  veuille  se  contenter 
(l'en  faire  usn;;e.  soit  qu'on  se  propose  di;  l'expli- 
quer. Il  consiste  ,  indépendamment  de  toute 
expliDition>  <'n  ce  que  -  si  dans  une  équation 
quel-conque  expiimaut  la  relation  de  certaines 
quRntitcs  susc<q>tibl('S  (l'opposition  de  sens,  une 
ou  plusieurs  de  ces  quantilés  viennent  A  être 
comptées  dans  un  sens  contraire  à  celui  qu'elles 
afTectaîent  quand  l'équation  a  été  primitivement 
établie  ;  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  former  direc- 
tement une  nouvelle  équation  pour  ce  second 
clatdu  phénomène:  il  suflira  de  changer,  dans 
la  premit^i'e  équation^  le  signe  de  chacune  des 
ipinntitcs  qui  auront  changé  de  sens,  cl  l'équation 
ainsi  modifiée  coïncidera  toujours  rij^oureusc- 
nienl  avec  celle  qu'on  aurait  trouvée  en  recom- 
mençant à  chercher  pour  ce  nouveau  cas  la  loi 
analytique  du  phénomène.  C'est  dims  celte  coïn- 
cidence constante  et  nécessaire  que  consiste  le 
théorème  général.  Or,  jusqu'ici  on  n'est  point 
parvenu  réeliemeni  ;'i  s'en  rendre  compte  direc- 
tement ;  on  ne  s'en  est  assuré  que  par  un  grand 
nomhre  de  vérifications  géométriques  et  mécani- 
ques .  qui   sont,  il  est  vrai,  assez  multipliées  et 
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surtout  assez  variées  pour  qu'il  ne  puisse  rester 
dans  aucun  esprit  juste  le  moindre  doute  sur 
l'exactitude  et  la  généralité  de  cette  propriété 
essentielle  ,  mais  qui ,  sous  le  rapport  philosophie 
que ,  ne  dispensent  nullement  de  chercher  une 
explication  aussi  importante.  I/extréme  étendue 
du  théorème  doit  faire  comprendre  à  la  fois  et 
la  difficulté  capitale  de  cette  recherche  si  souvent 
reprise  infructueusement ,  et  la  haute  utilité  dont 
serait  sans  doute ,  pour  le  perfectionnement  de  la 
science  mathématique ,  la  conception  générale  de 
cette  grande  vérité ,  l'esprit  ne  pouvant  évidem* 
ment  s  y  élever  qu'en  se  plaçant  à  un  point  de 
vue  d'où  il  découvrirait  inévitablement  de  nou- 
velles idées  y  par  la  considération  directe  et  ap- 
profondie de  la  relation  du  concret  à  l'abstrait. 
Quoi  qu'il  en  soit,  l'imperfection  que  présente 
encore  la  science  sous  ce  rapport ,  n'a  point  em- 
pêché les  géomètres  de  faire  l'usage  le  plus  étendu 
et  le  plus  important  de  cette  propriété  dans  toutes 
les  parties  de  la  mathématique  concrète,  où  l'on 
en  éprouve  un  besoin  presque  continuel.  On  peut 
même  retirer  une  certaine  utilité  logique' do  la 
simple  considération  inette  de  ce  fait  général^  tel 
que  je  l'ai  décriî.  çi-dessus';  il  en  résulte,  par 
exemple,  indépendamment  de  toute  démonstra- 
tion ,  que  la  propriété  dont  nous  parlons  ne  doit 
jamais  être  appliquée  aux  grandeurs  qui  affectent 
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det  direclioos  continuellemeDt  variables ,  sans 
donner  lieu  k-  une  simple  opposition  de  sens  : 
daus  oe  cas ,  le  signe  dont  se  trouve  n^cessaire- 
laent  affecté  tout  résultat  de  calcul  n'est  suso^ 
tible  d'aucune  interprétation  concrète,  et  c'eA  jt 
tort  qu'on  s'efforce  quelquefois  d'en  établir  ;  celte 
circonstance  a  lieu,  entreautres  occasions,  poiir 
les  rayons  vecteurs  en  géométrie,  et  pour  les 
forœs  diver^ntes  en  mécanique. 

Un  second  théorème  général  sur  la  rdationdu 
ccmcret  à  l'abstrait  en  mathématique,  que  je  crois 
devoir  oonsidérer  expressément  ici ,  est  celui 
qu'on  désigne  ordinairement  sous  le  nom  de  prin- 
cipe de  l'homogénéité.  H  est  sans  doul  e  bien  moins 
iai|>ortaat  dans  tes  applications  que  le  précédant. 
Mais  il  mérite  particulièrement  notre  attention  , 
comme  ayant ,  par  sa  nature ,  une  étendue  encore 
plus  grande,  puisqu'il  s'applique  inttistinctement 
k  tous  les  phénomènes ,  et  à  cause  de  l'utilité 
réelle  qu'on  en  retire  souvent  pour  la  vérification 
de  leurs  lois  analytiques.  Je  puis  d'ailleurs  en  ex- 
poser  une  démonstration  directeetgénéraie,  qui  me 
semble  fort  simple.  Elle  est  fondée  sur  cette  seule 
obsenration,  évidente  par  elle-uiéme  :  l'exactitude 
de  toute  relation  entre  des  grandeurs  concrètes 
qudconques  est  indépendante  de  la  valeur  des 
unités  auxquelles  on  les  rapporte  pour  les  expri- 
mer CD  nombres.  Par  exemple ,  la  relation  qui 
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iste  «Dti'e  les  irois  côtés  d'un  liîaii^le  ifctau- 
l^e,  a  lieu  soit  qu'on  les  évalue  en  mètres,  ou  en 
1  lieues ,  ou  en  pouces ,  etc. 

Il  suit  de  cette  considération  générale,  que 
V  toute  équation  qui  esprîue  la  loi  analytique  d'un 
|,  phénomène  quelconque ,  doit  jouir  de  celte  pro- 
r  priété  de  n'être  nullement  altérée ,  quand  on  fait 
subir  simullanément  à  toutes  les  quantités  qui 
s'y  trouvent,  le  cluu)(;ement  correspondant  à  ce- 
lui qu'éprouveraient  leurs  unités  respectives.  Or, 
[  ce  changement  consiste  évidemment  en  ce  que 
1  toutes  les  quantités   de  chaque  espèce   devien- 
I  draient  à  la  fois  m  fois  plus  petites,  si  l'unité  qui 
l  leur  correspond  devient  m  fois  plus  grande,  ou 
I  réciproquement.  Ainsi,   toute  équation  qui  re- 
présente une  relation  concrète  quelconque,  doit 
t  offrir  ce  caraclère  de  demeiuer  la  nièmc  .  quand 
'  on  y  rend  m  fois  plus  grandes  tontes  lis  quanti- 
tés qu'elle  contient,  et  qui  expriment  les  {jran- 
deure  entre  lesquelles  cxi»le  la  relation,  en  ex- 
«eptatiL  toutefois  les  nombres  qui  désignent  Bimn 
pletnent  les  rapports  mutuels  de uis  diverses ^rou- 
deur^,  lesquels  restent  invariables  dans  le  chan- 
gement des  unités.  C'est  dans  cette  propriétéque 
a  loi  de  l'homogéuéité ,  suivant  son  ac- 
ception Itt  plus  élcndûC)  c'est-^'i-dii-e.  de  quelques 
fonctions  analytiques  que    les  éqiialiuiis    soient 
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Mais ,  le  plus  souvent ,  on  ne  considère  que 
les  cas  où  ces  fonctions  sont  de  celles  qu'on  ap- 
pelle pîirticulièrement  algébriques ,  et  auxquelles 
la  notion  de  degré  est  applicable.  Dans  ce  cas , 
(H  peut  préciser  davantage  la  proposition  géné- 
rale y  en  déterminant  le  caractère  analytique  que 
doit  présenter  nécessairement  l'équation  pour  que 
cette  propriété  soit  vérifiée.  Il  est  aisé  de  voir 
alors ,  en  effet ,  que,  par  la  modification  ci-dessus 
exposée  ,  tous  les  termes  du  premier  degré , 
qi^elle  que  soit  leur  forme ,  rationnelle  ou  irra- 
tionnelle, entière  ou  fractionnaire,  deviendront 
m  fois  plus  grands  ;  tous  ceux  du  second  degré , 
m?  fois  ;  ceux  du  troisième ,  w^fois ,  etc.  Ainsi  ^ 
les  termes  du  même  degré ,  quelque  diverse  que 
puisse  être  leur  compo.sition ,  variant  de  la  même 
manière ,  et  les  termes  de  degrés  différons  variant 
dans  une  proportion  inégale  j  quelque  similitude 
que  puisse  offrir  leur  composition,  il  faudra  né- 
cessairement ,  pour  que  Téquation  ne  soit  pas 
troublée ,  que,  tous  les  termes  qu'elle  contient 
soient  d'un  même  degré.  C'est  en  cela  que  con- 
siste proprement  le  théorème  ordinaire  de  Yho- 
mogénéité  j  et  c'est  de  cette  circonstance  que  la 
loi  générale  a  tiré  son  nom ,  qui  cependant  cesse 
d'être  exactement  convenable  pour  toute  autre 
espèce  de  fonctions. 

Afin  de  traiter  ce  sujet  dans  toute  son  étendue. 
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il  importe  d  observer  luic  condition  essentielle  , 
à  laquelle  on  dev;*a  avoir  (^ard  en  appliquant 
<:elLe  propriété ,  lorsque  le  phénomène  exprimé 
l»ar  1  équation  présentera  des  gra:ideurs  de  na- 
tures diverses.  Kn  effet ,  il  pourra  arriver  que  les 
unités  respectives  soient  complètement  indépen- 
dan'esles  unes  des  autres,  et  alors  le  théorème 
(le  lliomof;énéité  aura  lieu,  soit  par  rapport  à 
toutes  les  classes  correspondantes  de  quantités  f 
soit  qu'on  ne  veuille  considérer  qu'une  seule  ou 
plusieurs  d  entre  elles.  Mais,  il  arrivera  y  dans 
d  autres  occasions  y  que  les  diverses  unités  au- 
ront entre  ello^  des  relations  obligées ,  détermi- 
nées par  la  nature  de  la  question.  Alors,  il  fau- 
dra avoir  égard  à  cette  subordination  des  unités 
dans  la  vérification  de  Thomogénéité  ,  qui  n'exis- 
tera plus  en  un  sens  purement  algébrique,  et  dont 
le  mode  précis  variera  suivant  le  genre  des  phé- 
Jiomèncs.  Ainsi,  par  exemple,  pour  fixer  les  idées, 
cjuand  on  considérei  a  dans  lexpression  analytique 
des  phénomènes  géométriques,  a  la  fois  des  li- 
gnes^ des  aires  ,  et  des  volumes ,  il  faudra  obser- 
ver que  les  trois  unités  correspondantes,  sont 
nécessairement  liées  entre  elles,  de  telle  sorte  que, 
suivant  la  subordination  généralement  établie  a 
cet  égard  ,  lorsque  la  première  devient  m  fois 
plus  grande ,  la  seconde  le  devient  m^  fois  ,  et 
la  iroisièmc  m*  fois.  C'est  avec  une   telle  modi- 
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iication  que  l'honiogénéité  existera  dans  les  équa* 
lions,  où  l'on  devra  alors,  si  elles  sont  atgébri- 
ques,  estimer  le  degré  de  chaque  terme ,  en  dou- 
blant les  exposans  des  facteurs  qui  correspondent 
à  des  aires,  et  triplant  ceux  des  facteurs  relatifs 
à  des  volumes  (i). 

Telles  sont  les  principales  coiisidërations  gé- 
nérales ,  trés-insuffisantes  sans  doute ,  mais  aux- 
quelles je  suis  contraint  de  me  réduire  par  les 
limites  naturelles  de  "ce  cours,  relativement  au 
calcul  des  fonctions  directes.  Nous  devons  passer 
maintenant  ù  Texamcn  philosophique  du  calcul 
des  fonctions  indirectes,  dont  l'importance  et  l'é- 
tendue bien  supérieures  réclament  un  plus  grand 
développement. 

(l)  J*ai  été  conduit ,  H  y  a  douze  ans ,  par  mon  euseigneioent 
joumaiîcr  de  la  science  matlicinatîque,  à  consU*uire  cette  théorie 
générale  de  Phomogéneitc.  J'ai  trouvé  depuis  qne  M.  Fourier, 
dans  son  grand  ouvrage  sur  la  chaleur,  publié  en  1833,  avait  suivi , 
de  son  câté ,  une  marche  essentiellement  semblable.  Malgré  cette 
heureuse  coïncidence  ,  qu^a  dû  naturellement  déterminer  la  con- 
sidération directe  d^un  sujet  aussi  simple ,  je  n\ii  pas  cru  devoir  ici 
renvoyer  à  sa  démonstration  ;  celle  que  je  viens  d'exposer  ayant 
pour  principal  objet  d'embrasser  Pensemble  de  la  question,  sans 
égard  à  aucune  application  spéciale. 


>•«•' 
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SIXIÈME   LEÇON. 
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SoMHAiKE.  Exposition  comparative  Jes  divers  points  de  vue  gé- 
néraux sous  lesqueb  on  peut  envisager  \e  rnlciil  des  fonctions 
indirectes. 


Nous  avons  déterminé ,  dans  la  quatrième  le- 
çon ,  le  caractère  philosophique  propre  à  l'analyse 
transcendante ,  de  quelque  manière  qu'on  puisse 
la  concevoir,  en  considérant  seulement  la  nature 
générale  de  sa  destination  effective  dans  l'ensî^mblc 
de  la  science  mathématique.  Celte  analyse  a  été, 
comme  on  sait,  présentée  par  les  géomètres  sous 
plusieurs  points  de  vue  réellement  distincts,  quoi- 
que nécessairement  équivalens  ,  et  conduisant 
toujours  à  des  résultats  identiques.  On  peut  les 
réduire  h  trois  principaux  ,  ceux  de  Léibnitz,  de 
Nevvton  et  de  Lagrange,  dont  tous  les  autres  ne 
sont  que  des  modifications  secondaires.  Dans  l'é- 
tat présent  de  la  science  y  chacune  de  ces  troin 
conceptions  générales  offre  des  avantages  essen- 
tiels qui  lui  appartiennent  exclusivement,  sans 
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qu  ou  soit  eiicore  parvenu  à-  coustruire  uue  mé- 
thode unique  réunissant  toutes  ces  diverses  qua- 
lités caractéristiques.  En  méditant  sur  lensem- 
ble  de  cette  grande  question^  on  est  convaincu, 
)e  crois  9  que  c  est  dans  la  conception  de  Lagrangc, 
que  s'opérera  un  jour  cette  combinaison.  Quand 
cet  important  travail  philosophique ,  qui  exige 
une  profonde  élaboration  de  ioutes  les  idées  ma- 
tliématiqucs  fondamentales  y  sera  convenablement 
exécuté  9  on  pourra  se  borner  alors ,  pour  con- 
naître l'analyse  transcendante,  à  la  seule  étude 
de  cette  concepiion  définitive;  les  autres  ne  pré- 
sentant plus  essentiellement  qu'un  intérêt  hislo* 
rique.  Mais  jusqu'à  cette  époque ,  la  science  de- 
vra être  considérée  ;  sous  ce  i*apport ,  comme  étant 
dans  un  véritable  état  provisoire ,  qui  exige  abso- 
lument j  même  pour  l'exposition  dogm^itique  de 
cette  analyse  >  la  considération  simultanée  des  di- 
vers modes  généraux  propres  au  calcul  des  fonc- 
tions indii*ectes.  Quelque  peu  satisfaisante  que 
puisse  paraître,  sous  le  rapport  logique,  cette  mul- 
tiplicité de  conceptions  d'un  sujet  toujours  iden- 
tique 9  il  est  certain  que ,  sans  cette  indispensable 
condition^  on  ne  pourrait  se  former  aujourd'hui 
qu  une  notion  très-insuflOlsante  de  cette  analyse  » 
soit  en  elle-même^  soit  surtout  relativement  à  ses 
applications  9  quelque  fût  le  mode  unique  que 
l'on  aurait  cru  devoir  choisir.  Ce  défaut  de  svs- 
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Icniati^ilion  dmis  la  partie  la  plus  iniporlante  de 

J'analyse  tnatlicmalique,    ne  [Xiraîtiu  nullement 

i-ange,  si  l'oa  considère,  d'une  part,  son  es- 

ime  étendue,  sa  difficulté  supérieure,  et.  d'une 

autre  pai-t,  sa  formation  presque  récente.  La  gé- 

uéraLloii   des  géomètres  est  à   peine   renouvelée 

depuis  la  production  primitive  de  la  conception 

itiiiée  sans  doute  à  coordonner  la  science,  de 

□iéru  ù  lui  imprimer  un  caractère  fixe  et  uni- 

aiiisi ,  les  habitudes  intellectuelles  n'oQt 

ciicure ,  sous   ce  rapport ,  être  suffisamment 


S'il  s'agissait  ici  de  tracer  l'histoire  raisonnée 
la  l'ormation  successive  de  l'analyse  transcen- 
ile,  il  l'audrail  préalablement  distinguer  avec 
du  calcul  des  fonctions  indirectes  propre- 
dit,  l'idée  mère  de  la  méthode  intînitési- 
lale  ,  laquelle  peut  être  conçue  par  elle-même, 
■indépi'ndammeiit  de  tout  calcul.  Nous  verrions  , 
fdès'lors ,  que  le  premier  germe  de  cette  idée  ,  se 
trouve  déj~i  dans  le  procédé  constant  ,  cmploj'é 
par  les  géomètres  grecs ,  sous  le  nom  de  méthode 
ifexhausU'on ,  pour  passer  de  ce  qui  est  relatif 
aux   lignes  droites  à  ce  qui  concerne  les  lignes 
courhcs  ,  et  qui  consistait  essentiellement  à  suh- 
ttituer  à  la  courhe  la  considération  auxiliaire  d'un 
|>olygoue  inscrit  ou  circonscrit,  d'après  lequel  on 
5'élcv.tit  à  la  courl>e  rlle-mèmc ,  eu  prenant  ton- 
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vcnablement  les  limites  des  relations  primitives. 
Quelqu'incontestable  que  soit  cette  filiation  des 
idoes ,  on  lui  donnerait  ime  importance  fort  exa- 
gérée ,  en  voyant  dans  cette  méthode  d  exhaustion» 
l'équivalent  réel  de  nos  méthodes  modernes  y 
comme  l'ont  fait  plusieurs  géomètres.  Car,  les  an- 
ciens n'avaient  aucun  moyen  rationnel  et  général 
pour  la  détermination  de  ces  limites ,  qui  consti- 
tuait ordinairement  la  plus  grande  difficulté  de  la 
question  ;  en  sorte  que  leurs  solutions  n'étaient 
pointsoumisesà  des  règles  abstraites  et  invariables, 
dont  l'application  uniforme  dût  conduire  avec 
certitude  à  la  connaissance  cherchée,  ce  qui  est 
le  principal  caractère  de  notre  analyse  transcen- 
dante. Eu  un  mot^  il  restait  à  généraliser  la  con- 
ception employée  par  les  anciens,  et  surtout ^  en 
la  considérant  d'uue  manière  purement  abstraite, 
à  la  réduire  en  calcul,  ce  qui  leur  était  impossi- 
ble. La  première  idée  qui  ail  été  produite  (!ans 
cette  nouvelle  direction ,  remonte  véritablement  à 
notre  grand  géomètre  Fermât ,  que  Lagrange  ajus- 
tement présenté  comme  ayant  ébauché  la  forma- 
tion directe  de  l'analyse  transcendante,  par  sa 
méthode  pour  la  détermination  des  majcima  et 
minimay  et  pour  la  recherche  des  tangentes, 
qui  consistait  essentiellement,  en  effet,  à  intro- 
duire la  considération  auxiliaire  des  accroisse- 
mens  corélatifs  des  variables  proposées,  accrois- 
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lemens  «upprinv^s  ensuite  comme  nuls ,  après  que 
les  équations  avaient  subi  certaines  transfonna- 
iions  convenables.  Mais ,  quoique  Fermât  eAx  le 
premier  cemçu  cette  analyse  d'une  manière  vrai- 
ment abstraite  ^  elle  était  encore  loin  d'être  i*^u- 
lièrement  formée  en  un  calcul  général  et  dis- 
tinct ,  ayant  sa  notation  propre ,  et  surtout  d^agë 
deia  considération  superflue  des   termes,    qui 
finissaient  par  n'être  plus  comptés  dans  l'analyse 
de  Ferïnat,  après  avoir  néanmoins  singulière- 
ment compliqué  par  leur  présence  toutes  les  opé- 
rations. C'est  ce  qu'a  si  heureusement  exécuté 
Leïbnitz  un  demi-lsiècle  plus  tard ,  après  quelques 
modiûcatioiis  intermédiaires  apportées  par  Wal- 
lis,  et  surtout  par  Barrow,  aux  idées  de  Fermât; 
et  par  là  il  a  été  le  véritable  créateur  de  l'analyse 
transcendante ,  telle  que  nous  l'employons  au- 
jourd'hui. Cette  découverte  capitale  était  telle- 
ment mûre ,  comme  toutes  les  grandes  concep- 
tions de   l'esprit   humain  au  moment  de  leur 
manifestation ,  que  Newton ,   de  son  côté  ,   était 
parvenu  en  môme  temps,  ou  un  peu  auparavant , 
à  une  méthode  exactement  équivalente ,  en  con- 
sidérant cette  analyse  sous  un  point  de  vue  très- 
différent^  et  qui ,  bien  que  plus  rationnel  en  lui- 
même,  est  réellement   moins   convenable  pour 
donner  à   la  méthode    fondamentale   commune 
toute  l'étendue  et  la  iacilité(fuelui  ont  imprimées 
TOMi:  I.  16 
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lo8  idées  de  Leïbnitz.  Enfin,  Lagrange,  écartant 
les  considérations  hétérogènes  qui  avaient  guidé 
Leïbnitz  et  Newton ,  est  parvenu  plus  tard  à  ré- 
duire l'analyse  transcendante,  dans  sa  plus  grande 
perfection ,  à  un  système  purement  algébrique , 
auquel  il  ne  manque  encore  que  plus  d'aptitude 
aux  applications. 

Après  ce  coup-d'œil  sommaire  sur  l'histoire 
générale  de  l'analyse  transcendante ,  procédons  à 
Texposition  dogmatique  des  trois  conceptions  prin- 
cipales, afin  d'apprécier  exactement  leurs  proprié- 
tés caractéristiques ,  et  de  constater  l'identité  né- 
cessaire des  méthodes  qui  en  dérivent.  Commen- 
çons par  celle  de  Leïbnitz. 

Elle  consiste,  comme  on  sait,  à  introduire 
dans  le  calcul  ^  pour  faciliter  l'établissement  des 
équations ,  les  élémens  infiniment  petits  dont  on 
considère  comme  composées  les  quantités  entre 
lesquelles  on  cherche  des  relations.  Ces  élémens  , 
ou  différentielles  auront  entre  eux  des  relations 
constimment  cl  nécessairement  plus  simples  et 
plus  faciles  à  découvrir  que  celles  des  quantités 
primitives  ,  et  d'après  lesquelles  on  pourrait 
ensuite  ,  par  uu  calcul  spécial  ayant  pour  des- 
tination propre  l'élimination  de  ces  infinitési- 
males auxiliaires ,  remonter  aux  équations  cher- 
chées ,  qu'il  eût  été  le  plus  souvent  impossible 
d'obtenir   directement.   Cette  analyse  indirecte 
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pourra  Têlrc  à  des  degrés  divers;  car  ,  si  ou  trouv(î 
quelquefois  trop  de  difFicullé  à  former  immédia- 
tement réquation  entre  les  différentielles  tnémes 
des  grandeurs  c{Qe  Fon  ootisidère ,  il  finidraî*^ 
un  emploi  reddoUé  da  ikiAnie  arUfiotf  4(iteSral'i 
tkmtet ,  à  léor  tûor/oes  différentkitefe  cmmttb^e 
doofidles  qnantitt^  primititieBy  et  èherdier  la  ile^ 
laturil  enUre  lenra  dëmena  infinîmeiil  peiità  »  qui  i 
par  ra^rt  aiut  objets  définitifa  de'  la  qlJMtioi^i 
seront  lies  iEffëreniïeUes  secondes  j  et  aiiiii!'^ 
sdite^^la' Bd^M  transfonnatioii  poùi'^tit  éttoè  rtf^ 
pAéé  lui  nombre  qodconcpie  de  fois",  àlaobndi- 
tiMft'  tôaioors  d'éliminer  finalement  lé  tiùiaAàé 
de 'plus  en  plus  grand  des  qwntités  infihitësi- 
malea  introduites  comme  auxiliaires. 

iJn'esprit  encore  étranger  à  ces  considériatioiia 
tt1qi6rçoit  pas  sur-le-champ  comment  Templot  dé 
cesqnatttités  auxilisirespeût  faciliter  ladécoùfisrlB 
des  lois' analytiques  des  phénomènes;  car  lesaô- 
chriÉtemens  infiniment  petits  des  grandoàns  pto*' 
posées  étsûit  de  même  espèce  qu'elles  »  leurs  rela- 
tions ne  paraissent  pas  devoir  s'obtenir  plus 
aisément  4  la  i^eur  plus  ou  moins  petite  dVme 
quantité  ne  pouvant ,  en  effet ,  exercer  aucune  iii-» 
flœnce  sur  une  rechercbc  nécessairement  indé*- 
pendante ,  par  sa  nature;  de  toute  idée  de  valeur. 
Mais  il  est  aisé ,  néanmoins ,  de  s'expliquer  très-' 
nettement ,  et  d'une  manière  tout-à-fait  g^rale^ 

16. 


I 


aSs  FIllLOM)f>HlU    l'USiriVE. 

ù  quel  point ,  jw  liU  lel  uctilicL- ,  lu  (|iie6Uou(loit 
se  trouver  fiim^Iitiéii.  Il  faut,  pour  cela,  com- 
raeiLcci'  par  Jistiilgiici'  |ps  diÛcrt^fis  or4pe6  d 'iu- 
rmimf^Dt  pc-tiLs,  dont  gn  pi'lit  se  fair-c  iin&  Idée 
fort  précise  ,  CD  considérant  quç  ce  soai  ou  le» 
puiiisaiices  succossiv^  d'nii  jnèifie  inùmmeat.  yfi' 
lil  primiUi',  ou  des  quantités  qu'où  p«it  prûscu-- 
1er  coropie  ayan  l  ayec  ces  puissauc«s  des  rapports 
tiujs,  eji  sprtc  que,  par  CKeniple»  Ion  dlfft^cejj- 
tielles  seconde  ,  trtiisit^nte,  eic. ,  d  unt;  nièiou  vu- 
ri^Ue  ,  sont  classées  comuic  iuriniuicut  petite  (ju 
second  ordre,  du  troisième,  etc.,  jurce  qu'il 
est  aisé  de  montrer  f-a  «lies  des  muUiples  Unis  d^ 
pu is^agce^ seconde,  troisième,  cLc. ,  d  tiiu-'  certaine 
diUereiitiellc  première,  CcsnolioM^  préliminaire 
étfUit  posées,  l'esprit  dp  l'auajy^  inâuitésintale 
consiste  à  négligea  cqij^inuieol  jes  quuatilés  îu- 
iiuiiuent  pi^'tjteâ  A  -l'ég^irdd^  quautilçs  Huie^,  et. 
fjénéraleuieutj  ^^  ittiiuimeni  petits  d'un  ordre 
quelconque  visrâ-yis  ^"^^  ^'^'J'^  ^  M»  ordre  Jnlé^ 
rieuf .  On  conçoit  juiuj^diatenieul  combien  une 
telle  faculnî  doit  façilitei;  la  i'orn^tion  de^equa- 
tioua  entre  les  ditîér^ntiçlles  des  quantités ,  puis- 
que, au  lieu  de  ces  différentielles,  un  pourrasul)- 
stituer  tels  autres  élémens  qu'on  voudra  ,  et  qui 
seraient  plua  ^impies  à  considéier ,  eu  se  coiirnr- 
m^m  à  cette  seule  conditiop,  que  Us  uouveaux 
éléq«fl^,uii,(l(ifè(jejudp?  pr^cé^çp^  qi'c  de  quan- 
.lit 
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tild»  inâflitneht  pc^tlles  pftr  rappdrt  A  eux.  Cest 
ainsi  qu'il  sera  t>ostftbl«,  en  géotlil^trie,  de  Imiter 
1c«  ligDCit  eoutbM  comme  Coiflpo»^  d'ilne  infi- 
nité d'ël^tnens  reclili^ies ,  les  surface»  coutImm 
comble  formées  dVMtnena  ptan«;  et ,  en  hién»- 
rfîque ,  1m  iMdUveinenS  varies  comme  Ane  suite 
infîtiie  de  mduvetneiM  nnifonnes,  se  sucdéddM. 
i  dti&  iatetTdlles  àë  temps  iAfiDllhënf  pËlits*  Vu 
Yiiùpartdace  de  cette  cdneeptloH  adtnirdble;-)» 
creis  devoir  ici ,  par  )'îadicatiorï'  Soinidairé  de 
quelques  esefrifile^  pi-itieipiitrïCi  adift^er  d^&ilidt^ 
cirsdn  cdractéMfondatiientbli 

Qu'il  s'agisse  de  déterminer  ;  en  Chaque  point 
(t'tine  courbe  plane  dont  l'ëqûRlion  est  donnée  , 
la  direction  de  sa  tangente,  question  dont  la  so- 
lutioti  gëncralc  n  été  l'objet  prÎMkif  qu'avaient 
ou  vœles  invenleiirs  de  l'analyse  tfitnscendante. 
On  considérera  la  tangente  t^cnnme  une  sécante 
qui  joiudrait  donH  points  infiniment  voisins;  et 
alors,  en  nommant  dj-  et  dx  les  différences  infi** 
niment  petites  dcscoordannées  de  ces  deux  points, 
les  premiers-  éléniens  de  la  géométrie  fourniront 
immédiatement  l'éqiution  t=±^ ,  pour  la  tangente 
trigonométrique  de  l'angle  qne  fait  avec  l'axe 
dés  X  la  tangentp  cherchée ,  ce  qui ,  dans  un  sys- 
tème de  coordonnées  icctilign'is  ,  est  la  manière 
la  plus  simple  d'eu  fixer  la  position.  Cette  équa- 
tion, commune  à  toutes  les  courbes,  étant  posée  , 
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Ja  question  est  réduite  à  un  simple  problàotie  ana-' 
lytique ,  qui  consistera  à  éliminer  les  infinitési- 
males dx  et  djr,  introduites  comme  auxiliaires , 
en  déterminant ,  dans  chaque  cas  particulier,  d Câ- 
pres Téquation  de  la  courbe  proposée ,  le  rap~ 
port  de  djr  k  dx  ^  ce  qui  se  fera  constamment  par 
dèn  procédés  uniformes  et  très-simples. 

.En  second  lieu,  qu'on  veuille  connaître  la  lon- 
gueur de  lare  d*une  courbe  quelconque,  considéré 
comme  une  fonction  des  coordonnées  de  $es  ex- 
trémités. Il  serait  impossible  d'établir  immédia- 
tement l'équation  entre  cet  arc  s  et  ces  .coordon- 
nées ,  tandis  qu'il  est  aisé  de  trouver  la  relation 
correspondante  entre  les  différentielles  de  ces  di- 
verses grandeurs.  Les  plus  simples  théorèmes  de 
la  géométrie  élémentaire  donneront ,  en  effet , 
sur-le-champ  ,  en  considérant  l'arc  infiniment  pe- 
tit ds  comme  une  ligne  droite ,  les  équations 

suivant  que  la  courbe  sera  plane  ou  h  double  cour- 
imre.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  la  question  est 
maintenant  tout  entière  du  domaine  de  l'analyse, 
qui  fera  remonter,  d'après  cette  relation,  à  celle 
qui  existe  entre  les  quantités  finies  elles-mêmes 
que  l'on  considère ,  par  l'élimination  des  diffé- 
rentielles, qui  est  l'objet  propre  du  calcul  des 
fonctions  indirecies. 

Il  en  serait  de  même  poiu'  la  quadrature  des 
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aires  curvilignes.  Si  la  courbe  est  plane  et  rap* 
portée  à  des  coordonnées"  rectilignes  ^  on  conce*- 
vra  l'aire  A  comprise  entre  elle ,  Taxe  des  x ,  et 
deux  coordonnées  extrêmes ,  comme  augmentant 
d'une  quantité  infiniment  petite  dA ,  en  résultat 
d'un  accroissement  analogue  de  l'abcisse.  Alors 
la  relation  entre  ces  deux  différentielles  pourra 
s'obtenir  immédiatement  avec  la  plus  grande  fa- 
cilité, en  substituant  à  l'élément  curviligne  de 
l'aire  proposée  le  rectangle  formé  par  l'ordonnée 
extrême  et  l'élément  de  l'abcisse ,  dont  il  ne  dif- 
fère évidemment  que  d'une  quantité  infiniment 
petite  du  second  ordre,  ce  qui  fournira  aussitât, 
quelle  que  soit  la  courbe ,  l'équation  différentielle 
très-simple 

d'où  le  calcul  des  fonctions  indirectes ,  quand  la 
courbe  sera  définie  ,  apprendra  à  déduire  l'équa- 
tion finii' ,  objet  immédiat  du  problème. 

Pareillement,  en  dynamique,  quand  on  vou- 
dra connaître  l'expression  de  la  vitesse  acquise  à 
chaque  instant  par  un  corps  animé  d'un  mouve- 
menl  >arié  suivant  une  loi  quelconque,  on  con- 
sidérera le  mouvement  comme  uniforme  pendant 
la  durée  d'un  élément  infiniment  peti t  du  temps  ^, 
et  on  formera  ainsi  immédiatement  l'équation 
différentielle  ^e  =:i;^^>  v  désignant  la  vitesse 
acquise  qu.ind  le   corps  a  parcouru  i'e&fiace  g  , 
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et  de  ïk  i)  aéra  ^ile  de  conclure ,  par  de  siuiples 
proccdi's  analvûqiiei*  înv.iriahles.  la  formule  qui 
donnerait  la  vitesse  dau5  chaque  niouvcmenl 
particulier,  d'après  la  relation  correspondante 
entre  le  temps  et  l'espace;  ou.  rcciproquement > 
qneUe  serait  cette  relation  sî  le  mode  de  varia- 
tion de  la  Titestc  était  sup{>osé  connu,  soit  par 
rappurt  h  l'espace,  soit  par  rapport  au  temps. 

Enfin .  pour  indiquer  une  autre  nature  de 
qoestions,  c'esl  par  une  marche  semblable  que, 
dans  r^tudc  des  phénomèiies  ihermologiquca, 
comme  l'a  si  beurensement  conçue  M.  Fourrier, 
on  peul  former  très-simplement,  ainsi  que  nous 
le  verrons  plos  tard  ,  l'équatiou  différentielle 
générale  qui  exprime  la  ri?partition  variable  de 
In  chaleur  dans  un  corps  quelconque  à  quel- 
ques influences  qu'on  le  suppose  sotunis,  d'aprirs  ta 
ssule  relation  ,  fort  aisée  à  ohlenir,  qui  repré- 
sente la  distribution  uniforme  de  la  chaleur  dans 
un  parai lélipipède  rectangle,  «n  considérant  géo- 
métriquement tout  autre  corps  coulrae  décomposé 
en  démens  infiniment  petits  d'une  telle  ftNcme» 
et  Uiennologiquemcnl  le  Uux  de  chaleur  comme 
constant  pendant  tin  temps  inruiîmeni  petit. 
D^-Jors.  toutes  les  questions  que  peut  présen- 
ter la  thernioli^ie  ahsrraile  se  trouveront  ré- 
daites,  comme  pour  la  géoméh'ieetia  mécaoiquei 
à  de  puresdiffieullés  d'anaivsc,  qoi  consisteront 
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toujours  dans  rélimination  des  différeulielles 
introduites  coni me  auxiliairesjpûur  faciliter  ré- 
tablissement des  équations. 

Des  exemples  de  nature  aussi  diverse  sont  plus 
que  suffisans  pour  faire  nettement  comprendre 
en  général  l'immense  portée  de  la  conception 
fondamentale  de  l'analyse  transcendante ,  telle 
qae  Leïbnitz  Fa  formée^  et  qui  constitue  san^  au- 
cun doute  la  plus  haute  pensée  à  laquelle  l'esprit 
humain  se  soit  jamais  élevé  jusqu'à  présent. 

On  voit  que  cette  conception  était  indispensa- 
ble pour  achever  de  fonder  la  science  mathémati- 
que, en  permettant  d'établir  d'une  manière^large 
et  (V'Gonde  ^  la  relation  du  concret  à  l'abstrait. 
Sous  ce  rappor! ,  elle  doit  être  envisagée  comme 
le  complément  nécessaire  de  la  grande  idée-mère 
de  Descartes,  sur  la  représentation  analytique 
générale  des  phénomènes  naturels ,  idée  qui  n'a 
commencé  à  t^tre  dionement  appréciée  et  conve- 
nablemenl  exploitée  que  depuis  la  formation^  de 
l'analyse  infinitésimale^  sans  laquelle  elle  ne 
pouvait  encore  produire]^  même  en  géométrie, 
de  résultats  très-importaus  (i  ). 

Quoique  j'aie  cru  devoir  ,  dans  les  considéra- 
tions précédentes ,  insister  |)artieuliéremeut  sur 

(i)  Il  est  bien  remarquable,  en  eCTct ,  que  des  hommes  tels  que 
Patcaly  aient  fait  aussi  peu  d\nttcntinn  à  la  conception  fonda- 
mentale  de  Descartes,  sans  pressentir  nullement  b  rc'volutioa 
géne'ralc  quVIlc  dtait  nécessairement,  destinée  à  produire  dans  le 
système  entier  de  la  science  mathématique.  Cela  est  venu  de  ce 


338  PHILOSOPHIE    POSITIVE. 

ladmirablc  facilité  que  présente  par  sa  nature 
l'analyse  transcendante  pour  la  reclierche  des 
lois  mathématiques  de  tous  les  phénomènes , 
je  ne  dois  pas  u^liger  de  faire  ressortir  une  se- 
conde propriété  fondamentale,  peu t-étre  aussi  im- 
l'ortante  que  la  première ,  et  qui  ne  lui  est  pas 
moins  inhérente  :  je  veux  parler  de  Textrémegé* 
néralité  des  formules  différentielles,  qui  expri- 
ment en  une  seule  équation  chaque  phéno- 
mène déterminé  ,  quelque  variés  que  puissent 
être  les  sujets  dans  lesquels  on  le  considère.  Ainsi , 
*sous  le  point  de  vue  de  1  analyse  infinitésimaile , 
on  voit ,  dans  les  exemples  qui  précèdent,  une 
seule  équation  différentielle  donner  les  tangentes 
à  toutes  les  courbes ,  une  autre  leurs  rectiHca^ 
tions,  une  troisième  leurs  quadratures  ;  et  de 
même,  une  formule  invariable  exprimer  la  loi 
mathématique  de  tout  mouvement  varié  ;  enfin, 
une  équation  unique  représenter  constamment 
la  répartition  de  la  chaleur  dans  un  corps  et 
pour  un  cas  quelconques.  Cette  généralité  si 
éminemment  remarquable ,  et  qui  est  pour  les 
géomètres   la  base  des  considérations  les  plus 

que  ,  saDS  le  secours  de  l^analyse  transcendante  ,  cette  admirable 
méthode  ne  pouvait  réellement  encore  conduire  à  des  résultats, 
essentiels ,  qui  ne  pussent  être  obtenus  presqu'aussi  bien  par  b 
méthode  géométrique  des  anciens. Les  esprits  mêmes  les  plus  émi- 
neos  ont  toujours  bien  moins  apprécié  jusqu^ici  les  méthodes 
générales  par  leur  simple  caractère  philosophique ,  que  par  les 
connaissances  efiR^rtives  quMIes  pouvaient  procurer  immédiate- 
«lent. 
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élevées ,  est  une  heureuse  consëqueuce  néues- 
saire  et  prestju'iinmédiate  de  l'esprit  même  de 
l'analyse  transcendante,  surtout  dans  la  concep- 
tion de  Leïlinitz.  Elle  re'sulte  de  ce  que ,  en  sul>- 
stituant  aux  élëmcns  iaBoiment  petits  des  gran- 
deurs considérées,  d'ault-es  infini t&imales  plus 
simples ,  qui  seules  entrent  dans  les  équations- 
diSëi'entielIcs ,  ces  infinîtcsimales  se  trouvent, 
par  leur  nature,  être  constamment  les  mêmes 
pour  chaque  classe  totale  de  questions,  quels 
que  soient  les  oLjeis  divers  du  phénomèue  étu- 
die. Ainsi,  par  exemple,  toute  courbe,  quelle 
qu'idlesoit,  étant  toujours  décomposée  en  élé- 
meos  rectilignes ,  on  conçoit  à  priori  que  la 
relation  entre  ces  élcmens  uniformes  doit  né- 
cessairement être  la  même  pour  un  même 
phénomène  L,éométriquc  quelconque.,  quoique 
lequalion  finie  correspondante  à  cette  loi  diSe- 
renlielle  doive  varier  d'ime  courbe  à  une  autre. 
Il  en  est  évidemment  de  même  dans  tout  au- 
tre cas  quelconque.  L'analyse  inlînitésioiale  n'a 
donc  pas  seulenteut  fourni  un  procédé  général 
pour  former  indirectement  des  équations  qu'il 
eîit  été  impossible  de  découvrir  d'une  ma- 
nière directe;  elle  a  permis  en  outre  de  consi- 
dérer ,  pour  l'étude  mathématique  des  phéno- 
mènes naturels,  un  ordre  nouveau  de  lois  plus 
générales  et  néaumoins  offrant  une  signification 
«-lairc  et  précise  à  loul  esprit  habitué  à  leur  in- 
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tefpfëCalioti.    Ces    lois  sôht  constanf tuent    les 
ifiêmes  pour  dliaqué  phénomène,  dsfiis  quelques 

r 

objets  qu'on  l'ëtudie,  et  ne  <*h<tngent  cjil'en  {Mis- 
sent d'tin  phënoniéne  ù  tin  autre;  d'àà  Ion  a* pu 
d'ailleurs,  en  comparant  ces  variations^  s*ëlever 
qtielqilefois,  par  une  vue  encore  plus  générale,  k 
des  rapprochemens  positifs  entre  diverses  classes 
de  phénotnènes  tout-^à-fait  divers,  d'après  les 
analogies  présentées  par  les  expressions  différeii- 
tielles  de  leUrs  lois  mathématiques.  Dans  Yé" 
tudef  philosophique  de  la  mathérrtatique  con(!rète, 
je  m'attacherai  à  faire  exactement  apprécier  celte 
secidnde  pt-opriétc'  caractéristique  de  l'analyse 
transcendante,  non  moins  admirable  que  la  pre- 
mière ,  et  en  vertu  de  laquelle  le  système  entier 
d'niïe  science  iminerise,  cortime  la  géométrie  ou 
Id  Éaécâtïiqiic,  a  pu  se  trouver  condensé  en  un  petit 
riôttibre  de  formules  analytiques,  d'où  l'esprit 
hûtnain  pèfut  déduire,  par  des  règles  certaines 
etinvdri.lbles,  la  solution  de  tous  les  problèmes 
pai'tictlliers. 

Pour  tertniilér  Feiposîtion  générale  de  la  con- 
ceptioil  de  Leïbniti ,  il  me  resté  maintenant  k 
considérer  en  elle-même  la  démoÊfSlratJoil  du 
procédé  logt(fde  atiquel  elle  coiidurt ,  ee  qui 
cdrïstrttie  msdheùtetisemeht  la  partie  la  pJus  im- 
parfaite de  cette  belle  méthode. 

Dans  les  premier.^  temps  de  l'analyse  iilfitiitési- 
maie ,  les  géomètres  les  plus  célèbres ,  tels  que  les 


deux  illustres  frères  Jpaii  et  Jacques  Ocu-oouiJli  4t- 
taohèrcQt ,  avpc  raisop ,  bteii  }Av»  d'imporlauce  h. 
étenàr£,eif\a.àdveioppaat,l'ii(nitortc]lBdéoowerta 
de  l^ïbuitz,  et  4  en  multiplier  les  applications, 
(pi^  établir  rigoureuscntcut  les  bases  lexiques  sur 
lesquelles  reposaient  les  procédés  de  ce  nouveau 
caleul  (i).  Ils  se  couteatéreut  pendant  long-temps 
derépondrc  par  la  solutioninespéréedcft  problèmes 
lesplusdifficiJçs  à  l'opposition  prononcée  delà  plu- 
part des  géoiuètretidusecoud  ordre  oontre  les  prin- 
cipes de  la  noMvelle  analyse,  persuada  sans  dou|«, 
'  contraireiqent  Aux  habitudes  ordinaires,  qtie, 
dans  la  science  mqtbématique  bien  plus  que  dans 
aucune  autre ,  ou  peut  acçtieillir  avec  bardiesse 
lesnouveaux  moyens,  même  quand  leur  rationna- 
iitéest  imparl^ite,  pourvu  qu'ils  .soient  féconds, 
puisque,  les véi'ifÎGations  étant  bien  plus  faciles  et 
p]||S  multipliées,  l'errcui-  ne  saurait  demeurer 
long-temps  inaperçue.  Néanmoins ,  après  le  pre- 
mier élan  ,  il  étaii  impossible  d'en  rester  là  ;  et  il 

(0  On  ne  peut  conttinpler ,  sans  un  prnfnnd  inU-ril ,  le  na'ff 
enlhousiaimv  ilv  rilljstre  llii,ighciis,  an  sujet  de  cella  nJmirable 
ircation ■  (|iioique son  3gc  avance  ne  lui  permit  pninl  d'en  (aire 
lui -mime  tiuriin  usage  imporlant,  et  qu'il  ic  lût  Ji'ià  l'Icm:  «an* 
ce  jiuivant  lecoun  h  des  de'cniiverltl  capitales.  Jr  vois  avrc  sur- 
prite  et  avec  odimrattiiit ,  Jcrlvall-il ,  en  iGi|i  ,  au  marquis  de 
Lllifilal ,  t'élrmluf  el  la  féeaaâitr  de  nt  art  ;  dtfjurique  eàtè 
i/ut je  tourne  la  tut ,  J'tn  aperfoit  tU  nouvritu-r  usauri  ;  enfin, 
j'y  tonçoix  un  progrri  el  unr  ipraiifitlon  infiiii.t. 
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fallait  revenir  nécessairement  sur  les  fondemens 
mêmes  de  lanalyse  leïbnitzienne  pour  constater 
généralement  l'exactitude  rigoureuse  des  procé- 
dés employés,  malgré  les  infractions  apparentes 
qu'on  s'y  permettait  aux  règles  ordinaires  du  rai- 
sonnement. LeïbnitZy  pressé  de  répondre,  avait 
lui-même  présenté  une  explication  tout^à-fait 
erronée,  en  disant  qu'il  traitait  les  infiniment 
petits  comme  des  incomparables ,  et  qu'il  les  né- 
gligeait vis-à-vis  des  quantités  finies  comme  des 
grains  de  sable  par  rapport  à  la  mer,  considéra* 
tion  qui  eût  complètement  dénaturé  son  analyse , 
en  la  réduisant  à  n'être  plus  qu'un  simple  calcul 
d'approximation,  qui,  sous  ce  rapport,  serait 
radicalement  vicieux,  puisqu'il  serait  impossible 
de  prévoir,  en  thèse  générale ,  à  quel  point  les 
opérations  successives  peuvent  grossir  ces  erreurs 
premières,  dont  l'accroissement  pourrait  même 
évidemment  devenir  ainsi  quelconque.  Leïbnitz 
n'avait  donc  entrevu  que  d'une  manière  extrême- 
ment confuse  les  véritables  fondemens  rationnels 
de  l'analyse  qu'il  avait  créée.  Ses  premiers  succès* 
seurs  se  bornèrent  d'abord  à  en  véiifier  Texacti- 
tude  par  la  conformité  de  ses  résultats,  dans 
certains  usages  particuliers ,  avec  ceux  que  four- 
nissait l'algèbre  ordinaire  ou  la  géométrie  des 
anciens,  en  reproduisant,  autant  qu'ils  le  pou- 
vaient, d'après  les  anciennes  méthodes,  les  solu- 
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tious  de  quelques  problèmes ,  une  fois  qu'elles 
avaient  élé  obtenues  par  la  mëthode  nouvelle , 
«eule  capable  primitivement  de  les  faire  décou- 
vrir. Quand  cette  grande  question  a  été  consi- 
dérée d'une  manière  plus  générale,  les  géomètres, 
au  lieu  d'aborder  directement  la  difEculté ,  ont 
préféré  l'éluder  en  quelque  sorte,  comme  l'ont 
fait  Euter  et  d'Alembert ,  par  exemple  ,  en  dé- 
montrant abstraitement  la  conformité  nécessaire 
et  constante  de  la  conception  de  Leibnitz ,  envi- 
sagée dans  tous  ses  usages  quelconques,  avec 
d'autres  conceptions  fondamentales  de  l'analyse 
transcendante,  celle  de  Newton  surtout,  dont 
l'exactitude  était  à  l'abri  de  toute  objection.  Une 
telle  vérification  générale  est  sans  doute  stricte- 
ment suflîsanle  pour  dissiper  toute  incertitude  sur 
l'emploi  t^itimc  de  l'analyse  leïbnitziennc.  Mais 
la  méthode  infinitésimale  est  tellement  impor- 
tante, elle  présente  encore ,  dans  presque  toutes 
les  applications,  une  telle  supériorité  effective  sur 
les  autres  conceptions  générales  successivement 
proposées ,  qu'il  y  aurait  véritablement  imperfec- 
tion dans  te  caractère  philosophique  de  la  science 
à  ne  pouvoir  ta  justifier  en  elle-même,  et  à  la 
fonder  logiquement  sur  des  considérations  d'un 
autre  ordre ,  qu'on  cesserait  ensuite  d'employer 
efficacement.  Il  était  donc  d'une  importance 
réeito  (lVi;it>lir  directement  et  d'une  manière  gé- 
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nérale  la  rationualitë  nécessaire  de  la  méthode 
in6nitésiinale.  Après  diverses  teiilalives  plus  ou 
moins  imparfaites  pour  y  parvenir ,  les  travaux 
philosophiques  de  Logrange  ayant  fortement  re- 
porté ,  vers  la  fin  du  siècle  dernier ,  l'attention  des 
géomètres  sur  Ki  théorie  générale  de  l'imalyse 
in6nitésimatc  ,  un  géomètre  très  -  recomman- 
dable,  Carnot,  présenta  enfia  la  Térîtable  expli- 
cation logique  directe  de  la  méthode  de  Leïbnitz , 
eu  la  montrant  comme  fondée  sur  le  principe  de 
la  compensation  nécessaire  des  erreurs ,  ce  qui 
est  vaisemblablement ,  en  effet,  la  manifestation 
précise  et  lumineuse  de  ce  que  Leïbnitz  avait  va- 
guement et  confusément  aperçu,  en  concevant  les 
bases  rationnelles  de  son  analyse.  Carnot  a  rendu 
ainsi  in  la  science  un  service  essentiel  (i) ,  et  dont 
rimpurtance  me  semble  n'être  pas  encore  suffi- 
samment appréciée ,  quoique ,  comme  nous  le 
verrons  h.  la  fin  de  cette  leçon ,  tout  cet  échafau- 
dage logique  de  la  méthode  infinitésimale  pro- 
prement dite  ne  soit  susceptible  très-vraisem- 
blablement que  d'une  existence  provisoire,  en 


(i)  Vnyci  l'ouïragc  rcmarqujble  qu'il  n  puMît  sous  le  lilre  de 
Kéfltxioiti  sur  la  Mélaphjsiifuc  du  calcul  infinitésimal,  cl 
à»t»  lequel  dii  Irnutc  d'ailleurs  une  etpniitinn  claire  et  utile  , 
quoique  Irnp  peu  apjirornndic  ,  de  toui  lu  Jivcn  pninti  de  sue 
sous  lrji(uel)  n  i\.i  conçu  le  lyslimc  gcnc-ral  du  rilcul  des  fonc- 
tions indîm'lri. 
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tant  que  radicalement  vicieux  par  sa  nature.  Je 
n'en  crois  pas  moins,  cependant ,  devoir  considé- 
rer ici ,  afin  de  compléter  cette  importante  expo- 
sition y  le  raisonnement  gênerai  proposé  par 
Camot,  pour  l^itimer  directement  l'analyse  de 
Leïbnitz.  Voici  en  quoi  il  consiste  essentiellement. 
Ijorsqu'on  établit  l'équation  différentielle  d'un 
phénomène,  on  substitue  aux  élémens  immédiats 
des  diverses  quantités  considérées ,  d'autres  infi- 
nitésimales phis  simples  qui  en  différent  infîni- 
ment  peu  par  rapport  à  eux,  et  cette  substitution 
'  constitue  le  principal  artifice  de  la  méthode  de 
Leïbnitz  ,  qui ,  sans  cela  ,  n'offrirait  aucune  faci- 
lité réelle  pour  la  formation  des  équations.  Car- 
not  regarde  une  telle  hypothèse  comme  produi- 
sant véritablement  une  erreur  dans  l'cqualion 
ainsi  obtenue  ,  et  que ,  pour  cette  raison ,  il  ap- 
pelle imparfaite j  seulement  y  il  est  clair  que  cette 
erreur  ne  peut  être  qu'infiniment  petite.  Or,  d'un 
autre  côté,  tous  les  procédés  analytiques,  soit  de 
différentiation,  soit  d'intégration,  qu'on  applique 
à  CCS  équations  différentielles  pour  s'élever  aux 
équations  finies  en  éliminant  toutes  les  infinité- 
simales introduites  comme  auxiliaires,  produi- 
sent aussi  constamment ,  par  leur  nature ,  ainsi 
qu'il  est  aisé  de  le  voir,  d'autres  erreurs  analogues^ 
en  sorte  qu'il  a  pu  s'opérer  une  exacte  compen- 
sation ,  et  que  les  équations  définitives  peuvent , 
TOMi:  1.  17 
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suivant  l'expression  de  Caniot,  être  devenues />ar- 
faites.  Carnot  considère  comme  un  symptôme 
certain  et  invariable  de  rétablissement  effectif  de 
cette  compensation  nécessaire ,  l'élimination  com- 
plète des  diverses  quantités  infiniment  petites, 
qui  est  constamment,  en  effet,  le  but  définitif  de 
toutes  les  opérations  de  l'analyse  transcendante. 
Car,  ai  on  n'a  jamais  commis  d'autres  infractions 
aux  r^es  générales  du  laisonnement  que  celles 
ainsi  exigées  par  la  nature  même  de  la  méthode 
infinitésimale,  )cs  erreurs  infiniment  petites  pro- 
duites de  cette  manière  n'ayant  jamais  pu  engen- 
drer que  deserreurs  infiniment  petites  dans  toutes 
les  équations,  les  relations  sont  nécessairement 
d'une  exactitude  rigoureuse  aussitôt  qu'elles  n'ont 
plus  lieu  qu'entre  des  quantités  finies  ,  puisqu'il 
ne  saurait  évidemment  exister  alors  que  des  er- 
reurs finies,  tandis  qu'il  n'a  pu  en  survenir  au- 
cune de  ce  genre.  Tout  ce  raisonnement  général 
est  fondé  sur  la  notion  des  quantités  infinitési- 
males, conçues  comme  indéfiniment  décrois- 
santes, lorsque  celles  dont  elles  dérivent  sont 
envisagées  comme  fixes. 

Ainsi,  pour  éctaircir  cette  exposition  abstraite 
|)ar  un  seul  exemple ,  reprenons  la  question  dt-s 
langcntesj  qui  est  la  plus  facile  à  analyser  com- 
plètement. On  roj'ardera  l'équation  t='j-  obtc- 


MA.TnÉM&TiqUBS.  34? 

niie  ci-dessuB  comme  affecta  d'one  erreur  inBjit- 
ment  petite ,  puiacpi'elle  ne  serait  toutrà-fait 
rigoureuse  que  pour  la  sécante.  Maintenant,  on 
achèvera  la  solution  en  cherchant ,  d'après  Yè- 
qualioa  de  chaque  courhe,  le  rapport  entre  les 
différentielles  des  coordonnées.  Si  cette  équatioii 
est ,  je  suppose,  y  =  ax* ,  on  aura  évideaunent 
djr  ^  aax  de  •+-  dx' 

Dans  celle  formule,  on  devra  négliger  le  terme 
dx^  comme  infiniment  petit  du  second  ordre. 
Dès  lors  la  combinaison  des  deux  équetions  im- 

parfaites 

l  ^  ^,  dy  =  3  ax  dx, 

suffisanl  pour  éliminer  entièrement  les  inAnité- 
simales,  le  résultat  fini  /  =  a  «  a;  sera  néccssai* 
rement  rigoureux  par  l'effet  de  la  compensation 
exacte  des  deux  erreurs  commises  puisqu'il  ne 
pourrait,  par  sa  nature,  être  affecté  d'une  erreur 
infiniment  petite ,  la  seule  néanmoins  qu'il  pût  y 
avoir,  d'après  l'esprit  des  procédés  qui  ont  clé 
suivis. 

II  serait  aisé  de  reproduire  iiniforinénicnt  le 
même  raisonnement  par  rapporta  toutes  Icsaiitrcs 
applications  f^énérales  de  l'analyse  de  Leïhniu. 

Cette  ingénieuse  théorie  e.«l  snns  doute  plus  sul)- 
tiic  que  solide,  quand  on  cherche  à  l'appralbn* 
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<lir.  Maiselle  n'a  cependant  en  réalité  (l'autre  vice 
logique  radical  «jue  celui  de  la  méthode  iufînitf^ 
simale  elle-même^  dont  elle  est ,  ce  me  semble»  le 
déveloptie nient  naturel  cl  l'explication  générale, 
en  sorle  qu'elle  doit  être  adoptée  aussi  long-temps 
qu'on  jugera  convenable  d'employer  directement 
cette  méthode. 

Je  passe  maintenant  à  l'exposition  générale  des 
deux  autres  conceptions  fondamentales  de  l'ana- 
lyse Iranscendaute,  en  me  bornant  pour  chacune 
à  l'idée  priiLcipale,  le  caractère  philosophique  de 
cette  analyse  ayant  été ,  du  reste  ,  suffisamment 
déterminé  ci-dessus  ,  d'après  la  conception  de 
[jcibnitz,  k  laquelle  j'ai  dû  spécialement  m'atta- 
cher,  parce  qu'elle  permet  de  le  saisir  plus  aisé- 
ment dans  son  ensemble,  et  de  le  décrire  avec 
pins  de  rapidité. 

Newton  a  présenté  successivement,  sous  plu- 
sieurs formes  difFérenles,  sa  manière  propre  de 
concevoir  l'analyse  transcendante.  Celle  qui  est 
aujourd'hui  le  plus  cornmunémcut  adoptée  ,  du 
moins  parmi  les  géomètres  du  continent .  a  été 
désignée  par  Newton  ,  tanlât  sous  le  nom  de  mé- 
thode des  premières  et  dernières  raisons ,  tantôt 
sous  celui  de  méthode  des  limites ,  qii'ou  em- 
ploie plus  on  moins  fréquemment. 

Sous  ce  point  de  vue  ,  l'esprit  général  de  l'a- 
nalyse transcendante  consiste  à  introduire  comme 


L. 


i 
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auxiliaires  ,  à  la  place  des  quanti  lés  prîmilives  ou 
eoncurremoient  avec  elles,  pour  faciliter  letublls- 
sement  des  équations,  les  limites  des  rapports 
des  accroissemeiis  simultanés  de  ces  quantités, 
ou,  en  d'autres  termes,  les  dernières  raisons  de 
CCS  accroissemens ,  limites  ou  dernières  raisons 
<|u'oû  peut  aise'ment  montrer  comme  ayant  une 
valeur  déterminée  et  finie.  Un  calcul  spécial  , 
qiii  est  l'équivalent  du  calcul  infinitésimal  ,  esl 
ensuite  destiné  à  s'élever  de  ces  équations  entre 
ces  limites  aux  équations  correspondantes  entre 
les  quantités  primitives  elles-mêmes. 

La  facul  lé  que  présente  une  telle  analyse  pour  ex- 
primer plus  aisément  les  lois  mathématiques  de» 
phénomènes  lient, en géuéml, à  ce quele calcul  por- 
tant, non  sur  lesaccroisscmensméniGsdcs  quanti  tes 
proposées,  mais  sur  les  limites  des  rapports  de  ces 
Accroissemens ,  on  pourra  toujours  substituer  li 
chaque  accroissement  toute  autre  grandeur  plus 
simple  à  considérer ,  pourvu  que  leur  dernière 
raison  soit  la  raison  d'égalité  ,  ou  ,  en  d'autres 
termes,  que  la  limite  de  leur  rapport  soit  l'u- 
nité. Il  est  clair,  en  effet,  que  le  calcul  des 
limites  ne  saurait  être  nullement  affecte  de  celte 
sulistitulion.  En  partant  de  ce  principe  ,  on  re- 
trouve à  peu  près  l'équivalent  des  facilités  of- 
fertes par  t'analyse  de  Leïbnilz  ,  qui  sont  seule- 
tucnl  conçues  alors  sous  un  autre  point  de  vue. 
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Ainsi ,  les  rjourbes  seront  envisagées  comme  les 
limites  d  une  suite  de  polygones  rectilignes  y  les 
mouvemens  varies  comme  les  limites  d'un  en- 
semble de  mouvemens  uniformes  de  plus  en  plus 
rapprochés,  etc. 

Qu'on  veuille ,  par  exemple  y  déterminer  la 
direction  de  la  tangente  à  une  courbe  ;  on  la  re- 
gardera comme  la  limite  vers  laquelle  tendrait 
une  sécante,  qui  tournerait  autour  du  point  donné, 
do  manière  que  son  second  point  d'intersection  se 
rapprochât  indéfiniment  du  premier.  Enjiom- 
mant  Aj-  et  Ax  les  différences  des  coordonnées 
des  deux  points ,  on  aurait,  à  chaque  instant^ 
pour  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que 

fait  la  sécante  avec  l'axe  des  abcisses ,  /  =r  —  ; 

d'où ,  en  prenant  les  limites  ,  on  déduira  ,  rela- 
tivement à  la  tangente  elle-même  ^  celte  formule 
générale  d'analyse  transcendante 

d  après  laquelle  le  calcul  des  fonctions  indirectes 
enseignera,  dans  chaque  cas  particulier,  quand 
l'équation  de  la  courbe  sera  donnée  ^  à  déduire  la 
relation  entre  teljc,  en  éliminant  les  quantités 
auxiliaires  introduites.  Si ,  pour  achever  la  solu- 

(i)  J^cniploic  la  carncleiistifiiu'  I.  pour  designer  fa  Hmitc. 
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lion  ,  on  suppose  que^=  a  :r*60Ît  récjuatioa  de 
la  courbe  proposée,  on  aura  éridemment , 

d'où  l'on  conclura 

Or,  il  est  clair  que  la  limite  vers  laquelle  tend 
le  second  membre,  à  mesiure  que  A jd diminue  , 
est  2  ax.  On  trouvera  donc  par  cette  méthode , 
t=2ax,  comme  nous  l'avions  obtenu  ci-dessus 
pour  le  même  cas,  d'après  l'analyse  do  Leïbnîlz. 
Pareillement ,  quand  on  cherche  la  rectifîca- 
lion  d'une  courbe^  il  faut  substituer  à  l'accroisse- 
ment de  l'arc  i,  la  corde  de  cet  accroissement, 
qui  est  évidemment  avec  lui  dans  une  relation 
telle,  que  la  limite  de  leur  rapport  csirunilé,  et 
alors  on  tiouvc  ,  en  suivant  d'ailleurs  la  même 
uiarciie  qu'avec  la  méthode  de  Leïbiiilz  ,  cette 
équation  générale  des  rectifications 

ou 

selon  que  la  courbe  est  plane  ou  à  double  cour- 
bure. 11  faudra  maiiilenant,  [mur  chaque  courbe 
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particulière,  passer  de  cette  équation  h  celle  en- 
trel'arcetl'abcisse,  ce  qui  dëpend  du  calcul  trans- 
cendant proprement  dit. 

On  reprendrait  avec  la  même  facilité  ,  d'après 
la'méthode  des  limites,  toutes  les  autres  questions 
générales,|^dont  la  solution  a  été  indiquée  ci-des- 
sus, suivant  la  méthode  infinitésimale. 

Telle  est,  essentiellement ,  la  conception  que 
Nevffton  s'était  formée,  pour  l'analyse  transcen- 
dante, ou,  plus  exactement ,  celle  que  Haclau> 
rin  et  d'Alemhcrt  ont  présentée  comme  la  base 
la  plus  rationnelle  de  cette  analyse,  en  cherchant 
à  fixer  et  à  coordonner  les  idées  de  Newton  à  ce 
sujet. 

Je  dois,  néanmoins,  avant  de  procéder  à  l'ex- 
position  de  la  conception  de  Lagrange,  signaler 
ici  une  autre  forme  distincte  sous  laquelle  New- 
ton a  présenté  cette  même  méthode  ,  et  qui  mé- 
rite de  fixer  particulièrement  notre  attention, 
tant  par  son  ingénieuse  clarté  dans  quelques  cas, 
que  comme  ayant  fourni  la  notation  la  mieux 
appropriée  à  cette  manière  d'envisager  l'analyse 
transcendante,  et  enfin,  comme  étant  encore  au- 
jourd'hui la  forme  spéciale  du  calcul  des  fonc- 
tions indirectes  communément  adoptée  par  les 
géomètres  anglais.  Je  veux  parler  du  calcid  des 
Jluxions  Cl  Ad&JIuentes  ,  fondé  sur  la  notion  gé- 
nérale des  vitesses. 
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Pour  eii  faire  concevoir  l'idée-nière  avec  plus 
de  facilita,  considérons  loum  courbe  comme  en- 
gendrée par  un  poinl  animé  d'un  mouvemenl 
varié  suivant  une  loi  quelconque.  Les  diverses 
quantités  que  la  courbe  peut  offrir,  l'abcisae , 
l'ortionnée,  l'arc  ,  l'aire  ,  etc. ,  seront  envisagées 
comme  simultanément  produites  par  degrés  suc- 
cessifs pendant  ce  mouvement.  La  vitesse  avec 
laquelle  chacune  aura  été  décrite  sera  dite  lii 
fluxion  de  celte  quantité,  qui^  en  sens  inverse, 
en  serait  nommée  la  fluente.  Dès  lors,  l'analyse 
transcendante  consistera^  dans  ci'tie  conception  , 
à  former  immédiatement  les  équations  entre  les 
fluxions  des' quantités  proposées  pour  en  déduire 
ensuite,  par  un  calcul  spécial ,  les  équations  en- 
e  les  flueniescllcs-mémes.  Ce  que  je  viens  d'é- 
Inoncer  relativement  aux  courbes  peut  d'ailleurs 
évidemment  se  transporter  à  des  grandeurs  quel- 
conques, envisagées  ,  à  l'aide  d'une  image  conve- 
nable, comme  produites  par  le  mouvement  les 
mes  des  autres. 

Il  est  aisé  de  comprendre  l'identité  généraicct 
nécessaire  de  celte  méthode  avec  celle  des  limi- 
tes, compliquée  de  l'idée  étrangère  du  mouve- 
ment. En  clfet,  reprenant  le  cas  de  la  courbe,  si 
l'on  suppose,  comme  on  peut  évidemment  tou- 
jours le  faire,  ({ue  le  mouvement  du  point  décri- 
vant est  uniforme  suivant  une  ceruine direction. 


■  vaut  est  uniTorme 
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par  exemple  y  dans  le  sens  de  Tabcisse  ,  alors  la 
fluxion  de  Fabcisse  sera  constante,  comme  l'élé- 
ment du  temps.  Pour  toutes  les  autres  quantités 
engendrées,  le  mouvement  ne  pourrait  être  conçu 
comme  uniforme  que  pendant  un  lemps  infini- 
ment petit.  Gela  posé,  la  vitesse  étant  générale^ 
ment,  d'après  sa  notion  mécanique,  le  rapport  de 
chaque  espace  au  temps  employé  à  le  parcourir, 
et  ce  temps  étant  ici  proportionnel  à  l'accroisse^ 
ment  de  l'abcisse,  il  s'ensuit  que  la  fluxion  de  l'or- 
donnée, de  l'arc,  de  l'aire,  etc.,  ne  sont  véritable- 
ment autre  chose ,  en  faisant  disparaître  la  consi- 
dération intermédiaire  du  temps,  que  les  dernières 
raisons  des  accroissemens  de  ces  diverses  quan- 
tités comparés  à  celui  de  l'abcisse.  Cette  méthode 
des  fluxions  et  des  fluentes  n'est  donc  en  réalité 
qu'une  manière  de  se  représenter,  d'après  une 
comparaison  mécanique ,  la  méthode  des  pre- 
mières et  dernières  raisons,  qui  seule  est  réduc- 
tible en  calcul.  Elle  comporte  donc  nécessaire- 
ment les  mêmes  avantages  généraux  dans  les 
diverses  applications  principales  de  l'analyse 
transcendante,  sans  que  nous  ayons  besoin  de  le 
constater  spécialement. 

Je  considère  enfin  la  conception  de  Lagrange. 

Elle  consiste ,  dans  son  admirable  simplicité , 
à  se  représenter  Tanalyse  transcendante  comme 
un  grand  artifice  algébrique ,  d  après  lequel ,  pour 
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faciliter  l'établissement  des  équations ,  oa  intro- 
duit, an  lieu  de  fonctions  primitives  ou  avec 
elles,  leurs  fonctions  dérwéas,  c'est-Jk-dire  ,  sui- 
vant la  définition  de  Lagrange,  le  coëfficicut  du 
premier  terme  de  l'accroissement  de  chaque  fbne^ 
tion,  ordonné  selon  les  puissances  ascendantes  de 
laccr(»ssementde  sa  variable.  Le  calcul  desfono 
tions  indirectes  proprement  dit ,  est  tonjoùrs  des- 
tiné ,  ainsi  que  dans  les  conceptions  de  LeïfanitB 
et  de  Newton ,  à  éliminer  ces  dérivées  employées 
comme  auxiliaires,  pour  déduire  de  leurs  rela- 
tions les  équations  correspondantes  entre  les  gran- 
deurs primitives. 

L'analyse  transcendante  n'est  alors  autre  cbose 
qu'une  simple  extension  trés-considérable  de  l'a- 
nalyse ordinaire.  C'était  déjà  depuis  long-temps 
un  procédé  familier  aux  géomètres,  que  d'intro- 
duire, d:ms  les  considérations  an.-iljtiques,  au 
lien  des  grandeurs  mêmes  qu'ils  avaient  à  étudier, 
leurs  diverses  puissances^  on  leurs  logarithmes,  ou 
leurs  sinus,  etc.,  afin  de  simplifier  les  équations, 
et  marne  de  Xfm  obtenir  plus  aisément.  La  dérivu' 
lion  successive  est  un  artifice  général  de  la  même 
nature,  qui  présente  seulement  beaucoup  plus 
d'étendue,et  procure,  en  conséquence,  pour  ce  but 
commun,  des  ressources  bien  plus  importantes. 

Mais ,  quoiqu'on  conçoive  sans  doute  à  priori 
que  la  considération  auxiliaire  de  ces  dérivées, 
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peut  faciliter  rétablissement  des  équations  ,  il 
n'est  pas  aisé  d'expliquer  ()ourquoi  cela  doit  être 
nécessairement  daprès  le  mode  de  dérivation 
adopté  plutôt  que  suivant  toute  autre  transfor- 
mation. Tel  est  le  côté  faible  de  la  grande  pensée 
de  Lâgrange.  On  n'est  point,  en  effet ,  réellement 
parvenu  jusqu'ici  à  saisir  en  général  d'une  ma- 
nière abstraite,  et  sans  rentrer  dans  les  autres 
conceptions  de  l'analyse  transcendante ,  les  avan- 
tages précis  que  doit  constamment  présenter,  par 
sa  nature  y  cette  analyse  ainsi  conçue ,  pour  la 
recherche  des  lois  mathématiques  des  phéno- 
mènes. Il  est  seulement  possible  de  les  constater, 
en  considérant  séparément  chaque  question  prin- 
cipale^ et  cette  vérification  devient  même  pénible,. 
quand  on  choisit  une  question  compliquée. 

Pour  indiquer  sommairement  comment  cette 
manière  de  concevoir  l'analyse  transcendante  peut 
s'adapter  effectivement  à  la  solution  des  problè- 
mes mathématiques,  je  me  bornerai  à  reprendre 
sous  ce  point  de  vue  le  prolilème  le  plus  simple 
de  tous  ceux  ci*dessus  examinés ,  celui  des  tan- 
gentes. 

Au  lieu  de  concevoir  la  tangente  comme  le 
prolongement  de  l'élément  infiniment  petit  de 
la  courbe ,  suivant  la  notion  de  Leïbnitz  ;  ou 
comme  la  limite  des  sécantes^  suivant  les  idées  de 
Newton  ;  Lâgrange  la  considère  d'après  ce  sim- 
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pie  caractère  géomélrique ,  analogue  aux  défîui' 
lions  des  anciens,  d'élreune  droite  telle  qu'entre 
elle  et  la  courbe  il  ne  peut  passer,  par  le  point 
de  contact,  aucune  autre  droite.  Dès  lors, 
pour  en  déterminer  la  direction,  il  faut  chercher 
l'expression  générale  de  sa  distance  à  la  courbe, 
dans  un  sens  quelconque,  dans  celui  de  l'or- 
donnée ,  par  exemple,  en  un  second  point  dis- 
tinct du  piemiiT.  et  disposer  de  la  constante  ar- 
bitraire relative  à  l'inclinaison  de  la  droite  ,  qui 
entrera  nécessairement  dans  celte  expression,  de 
manière  à  diminuer  cet  écartcmenl  le  plus  pos- 
sible. Or,  cetle  distance  étant  évidemment  C(j;ale 
h  In  différence  des  deux  ordonnées  de  la  courbe 
et  de  la  droite  qui  correspondent  à  une  même 
nouvelle  abcisse  x-\-/i ,  sera  représentée  par  la 
formule 

{/' C^}— 0  A-I-?A'H- rA^H- etc. , 

où  t  désigne,  comme  ci-dessus,  la  tangente  trigo- 
nométriquc  inconnue  dcTangle  que  fait  avec  l'axe 
des  (x),  la  droite  cherchée,  et/'  {x),  la  fonction 
dérivée  de  l'ordonnée  f(p:).  Cela  posé,  il  est  aisé 
de  voir  qu'en  disposant  de  t  de  façon  à  annuler 
le  premier  terme  de  la  formule  précédente,  on 
aura  rendu  l'intervalle  des  deux  lignes  le  plus 
petit  possible,  tellement  que  toute  autre  droite 
pour  laquelle  l  n'aurait  point  la  valeur  ainsi  dé- 
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terminée ,  s'écarterait  nécessairement  davantage 
de  la  courbe  proposée.  On  a  donci  pour  la  direc- 
tion de  la  tangente  cherchée ,  Texpression  géné- 
rale f^=f  {x)j  résultat  exactement  équivalent  à 
ceux  que  fournissent  la  méthode  infinitésimale, 
et  la  méthode  des  limites.  Il  restera  maintenant^ 
dans  chaque  courbe  particulière  »  à  trouver 
f  (x)  ,  ce  qui  est  une  pure  question  d'analyse  , 
tout-à-fait  identique  avec  celles  que  prescrivent 
alors  les  autres  méthodes. 

Âpres  avoir  suffisamment  considéré  dans  leur 
ensemble  les  principales  conceptions   générales 
successivement  produites  jusqu  ici  pour  l'analyse 
transcendante ,  je  ne  dois  pas  m'arréter  à  l'exa- 
men de  quelques  autres  théories  proposa,  telles 
que  le  calcul  des  évanouissans  d'Euler ,  qui  ne 
sont  réellement  que  des  modifications  plus  ou 
moins  importantes  ,   et  d'ailleurs  inusitées  ,  des 
méthodes  précédentes.  11  me  reste  maintenant , 
afin  de  compléter  cet  ensemble  de  considérations^ 
à  établir  la  comparaison  et  l'appréciation  de  ces 
trois  méthodes  fondamentales.  Je  dois  préalable- 
ment constater  d  une  manière  générale ,  leur  con- 
formité parfaite  et  nécessaire. 

Il  est  d'abord  évident ,  par  ce  qui  précède  , 
qu'à  considérer  ces  trois  méthodes  quant  à  leur 
destination  effective,  indépendamment  des  idées 
préliminaires,  elles  consistent  toutes  en  un  même 
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artilîce  logique  gëiicial ,  que  j'ai  cai'actërisé  dans 
la  quati'ièmc  leçon  ,  savoir  :  l'iotroduction  d'un 
ccrtaiu syslème  des  grandeurs  auxiliaires,  unifor- 
mément corrélatives  à  celles  qui  sont  l'objet  pro- 
pre de  la  question,  et  qu'on  leur  substitue  ex- 
pressément pour  faiililer  l'expression  analytique 
des  lois  mallicraaliques  des  phéaomcne^,  quoi- 
I  qu'elles  doivent  finalement  être  éliminées,  àl'aidc 
d'un  calcul  spécial.  C'est  ce  qui  m'a  déterminé  à 
défiuir  régulièi'cment  l'analyse  Irauscendaate  k 
calcul  des  fondions  indù-ectes ,  afin  de  marquer 
son  vrai  caractère  jibilosophique,  en  écartant 
toiitL'  discussion  sur  la  manière  la  plus  convena- 
ble de  la  concevoir  et  de  l'appliquer.  L'effet  yé- 
péral  (le  cette  analyse ,  quelle  ^\K  soit  la  méthode 
employée,  est  donc  de  faire  rentrer  beaucoup 
plus  prompiement  chaque  question  matliémati- 
que  dans  le  domaine  du  calcul,  et  de  diminuer 
ainsi  considérablement  la  difficulté  capitale  que 
présente  ordinairement  le  passage  du  concret  à 
l'abslrait.  Quoiqu'on  fasse,  on  ue  peut  espérer 
que  le  calcul  s'empare  jamais  de  chaque  question 
de  phdosophienaiurelle,  géométrique,  ouméca- 
niqiie  ,  ou  thermologiqne ,  elc.  immédiatement 
à  sa  naissance,  ce  qui  serait  évidemment  contra- 
dictoire* Il  y  aura  consUoiumeut  daits  tout  pro- 
blème ^  un  certain  travail  préliminaire  à  effectuer 
sans  que  le  calcul  puisse  être  d'aucun  secours, 
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et  qui  ne  saurait  cire,  par  sa  nature,  assujeli  à 
(les  règles  abstraites  el  invariables;  c'est  celui  qui 
a  pour  objet  propre  l'établissement  des  équations, 
qui  sont  le  point  de  départ  indispensable  de  toutes 
les  recherches  analytiques.  Mais  cette  élaboration 
préalable  a  élé  singulièrement  simplifiée  par  la 
création  de  l'analyse  transcendante,  qui  a  ainsi 
hâté  l'époque  où  la  solution  comporlc  l'applica- 
tion uniforme  et  précise  de  procédés  généraux  et 
abstraits;  en  réduisant,  dans  chaque  cas ,  ce  tra- 
vail spécial  à  la  recherche  des  équations  entre  les 
grandeurs  auxiliaires,  d'où  le  calcul  conduit  en- 
suite aux  équations  directement  relatives  aux 
grandeurs  proposées,  qu'il  fallait,  avant  cette 
admirable  conception ,  établir  immédiatement. 
Que  ces  équations  indirectes  soient  des  équations 
différentielles',  suivant  la  pensée  de  Leïbnitz;  ou 
des  équations  aux  limites ,  conformément  aux 
idées  de  Newton;  ou  enfin  des  équations  déri- 
vées, d'après  la  théorie  de  Lagrange  ;  !e  procédé 
général  est  évidemment  toujours  le  même. 

Mais  la  coïncidence  de  ces  trois  méthodes 
principales  ne  se  borne  pa^  à  l'effet  commun 
qu'elles  produisent;  elle  existe,  en  outre,  dans 
la  manière  même  de  l'obtenir.  En  effet,  non- 
seulement  toutes  trois  considèrent  ,  à  la  place 
des  grandeurs  primitives  ,  certaines  grandeurs 
iiliaires  ;    de    plus ,   les   quantités   aijisi    in- 
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troduîtcs  sii1>sidiairemeiit,  sont  exaclemeritiden- 
Lîques  dans  les  trois  inétliodes,  qui  ne  difTètent, 
par  conséquent,  que  yar  la  manière  de  les  envi- 
sager. C'est  ce  qu'on   peut   aisément  constater  , 
en  prenant  pour  terme  yénéral  de   comparaison 
une   quelconque    des    trois   conceptions ,    celle 
de  L<igrange  surtout ,  la  plus  propre  i  servir  de 
I  ^yP'^'  comme  étaul  la  plus  dégagée  de  cousidéra- 
I  nous  étrangères.  N'est-il  pas  évident,  [wr  la  seule 
[  déSnition  à^h  fondions  dérivées,  qu'elles  ne  sont 
J  Bulrc  chose  que  ce  que  Leïlinitz  appelle  les  coëf- 
%Jiciens  diffëi-entiels,  ou  les  rapports  de  la  diffé- 
\  Téntielle  de  chaque  fonction  à  celle  de  la  varia- 
rSle  correspondante,  puisque,  eu  déterminant  la 
[  première  différentielle,  on  devra  ,  par  la  nature 
[  même  de  la  méthode  infinitésimale,  se  borner  à 
[  prendre  le  seul  terme  de  l'accroissement  de  la 
t  fonction   qui  contient  la  première  puissiuice  de 
I  l'accroissement  infiniment  petit  de  la  variable? 
\  De  même,  la  fonction  dérivée  n'est-elle  p;is  aussi 
L  par  sa  nature,  la //m(Ve  nécessaire  vers  laquelle 
I  tend  le  rapport  entre  l'accroissement  de  la  fonc- 
\  tion  primitive  et  celui  de  sa  variable  ,  à  mesure 
I  que  ce  dernier  diminue  indéfiniment,  puisqu'elle, 
exprime  évidemment  ce  que  devient  ce  rapport, 
en  supposant  nul  l'accroissement  de  la  variable, 
(^ç^q^i'on désigne  par  j^d,art5,][3,içé^pdcde  Leib- 


sGa  PBILOilOPHIE   POSITIVE. 

iiitz ,  ce  qu'on  devrait  noter  L  ^  dans  celle  de 
Newion,  et  ce  que  Lagrange  a  indiqué  parf^x), 
(  st  toujours  une  même  fonction ,  envisagée  sous 
trois  points  de  vue  difiérens;  les  considérations 
de  Leibnitz  et  de  Newton ,  consistant  proprement 
h  faire  connaître  deux  propriétés  générales  néces- 
saires de  la  fonction  dérivée.  L'analyse  transcen- 
dante, exannince  abstraitement,  et  dans  son  prin- 
cipe, est  donc  toujours  la  même,  quelle  que  soit 
la  conception  qu'où  adopte  :  les  procédés  du  cal- 
cul des  fonctions  indirectes  sont  nécessairement 
identiques  dans  ces  diverses  méthodes ,  qui ,  pa- 
reillement ,  doivent ,  pour  une  application  quel- 
conque, conduire  constamment  à  des  résultats 
rigoureusement  conformes. 

Si  maintcnatit  nous  cherchons  k  apprécier  la 
valeur  relative  de  ces  trois  conceptions  équiva- 
lentes, nous  trouverons  dans  chacune  des  avan- 
tages et  des  inconvénicns  qui  lui  sont  propres, 
et  qui  empêchent  encore  les  géomètres  de  s'en 
tenir  strictement  à  une  seule  d  entr'elles ,  consi- 
dérée comme  définitive. 

La  conception  de  Leïbnitz  présente,  incon- 
testablement, dans  l'ensemble  des  applications, 
une  supériorité  très -prononcée,  en  conduisant 
d'une  manière  beaucoup  plus  rapide,  et  avec  bien 
moins  d'efibrts  intellectuels ,  i  la  formation  des 
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équations  eiitre  les  t;raudeurs  auxiliaii-^s.  C'est 
à  son  usage  que  nous  devons  la  haute  jierfeciiou 
(|u'ont  enGn  acquise  toutes  les  théories  générales 
de  la  géométrie  et  da  k  inécr.ui(pe.  Quelles  que 
soient  les  diverses  opinions  spé«:ula[ives  dosgéo- 
méti-es  sur  la  méthode  ioBnitésiionle,  envisagée 
abstraitement ,  tous  s'accordent  tacitement  à  l'^u- 
ptoyer  de  préféi-cnce^  nussitât  qu'ils  outil  tiaiter 
une  question  nouvelle,  afin  de  ne  point  compli- 
quer la  diJHculté  nécessaire  par  uet  ohstacle  pu- 
rement artificiel ,  provenant  d'une  obstination 
déplacée  à  vouloir  suivre  une  marche  moins  e\- 
péditive.  r^^ran<>c  lui-même,  après  avoir  rccou- 
s(rui(  sur  de  nouvelles  bases  l'analyse  transcen- 
dante ,  a  rrndii ,  avec  celtt  haute  franchise  qui 
<:onveiiait  si  bien  à  son  génie,  un  honnnagc  écla- 
tant et  décisif  aux  propriétés  caractéristi<jues  di; 
la  conception  de  l^cibnitz,  eji  l.i  suivant  ex.cln- 
sivcDicnt  <Ians  le  système  ciilicr  de  ]amécanù/iie 
anit//tù/ue.  Un  tel  fait  nous  dispense ,  à  ce  sujet, 
de  toute  antre  l'éflexion. 

Mais  (juand  on  considère  eu  elle-même,  et 
S4)us  le  rapport  logique,  la  conception  de  Leïb- 
iiitz^  ou  ne  peut  s'empêcher  de  reconnaître  avec 
Liigraiigc  qu'elle  est  radicalement  vicieuse,  en  ce 
que,  suivant  ses  propres  eipressions ,  ta  notion 
des  infiiiiineut  j>etil8  est  une  itîée  fausse  .  qu'il 
esl  ini|)ussible  ,  en  cff«t ,  de  se  i-cpréscnler  Jietlt^ 
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G  fasse  quelquefois  illusion  à 


r 


ment ,  qiion 

cet  égard.  L'analyse  transcendante,  ainsi  conçue, 
présente,  à  mes  yeux,  cette  grande  imperfection 
philosophique ,  de  se  trouver  encore  essentielle- 
ment fondée  sur  ces  prîucîpes  métaphysiques, 
dont  l'esprit  humain  a  eu  tant  de  peine  à  d^ger 
toutes  ses  théories  posilives.  Sous  ce  rapport ,  on 
peut  dire  que  la  méthode  infinitésimale  porte 
vraiment  l'empreinte  caraclérislique  de  l'époque 
de  sa  fondation  ,  et  du  génie  propr.  de  son  fon- 
dateur. On  peut  bien  ,  il  est  vrai,  par  l'ingénieuse 
idée  de  la  compensation  des  erreurs  ,  s'expliquer 
d'une  manière  générale  ,  comme  nous  l'avons  fait 
ci-dessus,  l'exactitude  nécessaire  des  procédés 
généraux  qui  composent  la  nicLhode  infinitési- 
male. Mais  cela  seul  n'est-il  pas  un  inconvénient 
radical  ,  que  d'être  obligé  de  distinguer ,  en  ma- 
thématique, deux  classes  de  raisonnemcns ,  ceux 
qui  sont  parfaitement  rigoureux ,  et  ceux  dans 
lesquels  on  commet  à  dessein  des  erreurs  qui  de- 
vront se  compenser  plus  tard?  Une  conception 
qui  conduit  à  des  conséquences  aussi  étranges  , 
est,  sans  doute  ,  rationnellement,  bien  peu  satis- 
faisante. 

Ce  serait  évidemment  éluder  la  difliculté  sari^ 
la  résoudre,  que  de  dire,  comme  on  l'a  faitquel* 
quelois.  qu'il  est  possible,  par  rapport  à  chaque 
question,  de  faire  rentrer  la  méthode  infinitésimal)? 
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proiM«raent  dite  dans  celle  dea  limites*,  dont  le 
caractère  l<^îque  est  irréprochable.  D'ailleurs , 
nne  telle  traïuformation  enlève  presqa'entîii-e- 
ment  à  la  conception  de  Leïbnitz  les  avantages 
essentiels  qui  la  recommandent  si  éminemment , 
qiunt  à  la  facilite  et  à  la  rapidité  des  opérations 
intellectuelles. 

Enfin  n'eiVtM>n  même  aucun  ^ard  aux  impor- 
tantes considérations  qui  précèdent,  la  méthode 
infinitésimale  n'en  présenteraitpas  moins  évidem- 
ment ,  par  sa  nature ,  ce  défaut  capital  de  rompre 
l'unité  de  la  mathématique  abstraite,  en  créant 
un  calcul  transcendant  fondé  sur  des  principes 
si  différens  de  ceux  qui  servent  de  base  à  l'ana- 
lyse ordinaire.  Ce  partage  de  l'anal^'sc  en  deux 
mondes  presque  indépendans,  tend  h  empêcher 
la  formation  de  conceptions  analytiques  vérita- 
blement générales.  Pour  en  bien  apprécier  les 
conséquences,  il  faudrait  se  reporter,  par  la  pen- 
sée ,  &  l'état  dans  lequel  se  trouvait  la  science  p 
avant  que  Lagrange  eût  établi  entre  ces  deux 
grandes  sections  une  harmonie  générale  et  dé- 
finitive. 

Passant  à  la  conception  de  Newton  ,  il  est  évi' 
dent  que,  par  sa  nature  ,  elle  se  trouve  à  l'abri 
des  objections  lexiques  fondamentales  que  pro- 
voque la  méthode  de  Leïbnitz.  La  notion  des  li' 
mîtes  est,  en  cfiet,  remarquable  par  sa  netteté 
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et  par  sa  justesse.  Dans  l'analyse  transcendante 
présentée  de  cette  manière  ^  les  équations  sont 
envisagées  comme  exactes  dès  l'origine ,  et  les 
règles  générales  du  raisonnement  sont  aussi 
constamment  observées  que  dans  l'analyse  ordi- 
naire. Mais^  d'un  autre  côté^  elle  est  bien  loin 
d'offrir,  pour  la  solution  des  problèmes^  d'aussi 
puissantes  ressources  que  la  méthode  infinitési- 
male. Cette  obligation  qu'elle  impose  de  ne  con- 
sidéier  jamais  les  accroissemens  des  grandeurs 
séparément  et  en  eux-mêmes ,  ni  seulement  dans 
leurs  rapports,,  mais  uniquement  dans  les  limites 
de  ces  rapports  ralentit  considérablement  la 
marche  de  l'intelligence  pour  la  formation  des 
équations  auxiliaires.  On  peut  même  dire  qu'elle 
gêne  beaucoup  les  transformations  purement  ana- 
lytiques. Aussi  le  calcul  transcendant ,  considéré 
séparément  de  ses  applications,  est-il  loin  d'offrir 
dans  celte  méthode  l'étendue  et  la  généralité  que 
lui  a  imprimées  la  conception  de  Leïbnitz.  C'est 
très-péniblement,  par  exeniple,  qu'on  parvient 
à  étendre  la  théorie  de  Newton  aux  fonctions 
de  plusieurs  variables  indépendantes.  Quoi  qu'il 
en  soit,  c'est  surtout  par  rapport  aux  applica- 
tions ,  que  l'infériorité  relative  de  cette  théorie  se 
trouve  marquée. 

Je  ne  dois  pas  négliger  à  ce  sujet  de  faire  ob- 
server que  plusieurs  géomètres  du  continent,  en 


k 


MATHÉHATIQTIBS.  367 

adoptant,  commeplus  rationneUe,  la  méthode  de 
Newton ,  pour  servir  de  base  à  l'analyse  trans- 
cendante, ont  dëguisé  en  partie  cette  infériorité, 
par  une  grave  inconséquence ,  qui  consiste  à  ap- 
pliquer à  cette  méthode  la  notation  imaginée  par 
I^ïbnitz  pour  la  méthode  infinitésimale ,  et  qui 
n'est  réellement  propre  qu'à  elle.  En  désignant 
par  -^  ce  que,  rationnellement,  il  faudrait ,  dans 
la  théorie  des  limites,  noter -Zi-^,  et  en  étendant 

i\  toutes  les  autres  notions  analytiques  ce  dé- 
iJacemcnt  de  signes ,  on  se  propose  sans  doute 
de  combiner  les  avantages  spéciaux  des  deux 
méthodes  ;  mais  on  ne  parvient,  en  réalité,  qu'à 
établir  entr'elles  une  confusion  vicieuse  ,  dont 
l'habitude  tend  ù  cmpéclier  de  se  former  des 
idées  nettes  et  exactes  de  l'une  ou  de  l'autre.  Il 
serait  sans  doute  étrange,  à  considérer  cet  usage 
en  lui-même,  que,  par  le  seul  moyen  des  signes, 
ou  pût  effectuer  une  véritable  combinaison  entre 
deux  théories  générales  aussi  distinctes. 

Enfin  la  méthode  des  limites,  présente  aussi , 
quoiqu'à  un  moindre  degré,  l'inconvénient  majem' 
que  j'ai  signalé  ci-dessus,  dans  la  méthode  infi- 
nitésimale, d'établir  une  séparation  totale  entre 
l'analyse  ordinaire  et  l'analyse  transcendante. 
Car  l'idée  des  limites ,  quoique  nette  et  rigou- 
reuse, n'en  est  pas'moins,  par  elle-même,  comme 
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I^igrwge  r&  remarqué ,  xme  idée  étrangère,  dont 
la9  théories  aoalyticpies  ne  devraient  pas  se  trou- 
ver dépendantes. 

Cette  unité  parfaite  de  1  analyse^  ce  caractère 
purement  abstrait  de  ses  notions  fondamentales, 
se  trouvent  au  plus  haut  degré  dans  ]a  concep- 
tion de  Lagrange,  et  ne  se  trouvent  que  là.  Elle 
est,  pour  cette  raison^  ]a  plus  rationnelle  et  la 
plus  philosophique  de  toutes*  Ecartant  avec  soin 
toute  considération  hétérogène,  Lagrange  a  réduit 
l's^nalyse  transcendante  h  son  véritable  caractère 
propre,  celui  d'offrir  une  classe  très-étendue  de 
transformations  analytiques,  à  laide  desquelles 
on  facilite  singulièrement  l'expression  des  con- 
ditions des  divers  problèmes.  En  même  temps, 
cette  analyse  s'est  nécessairement  présentée  par 
là  comme  une  simple  extension  de  l'analyse  ordi- 
naire ;  elle  n'a  plus  été  qu'une  algèbre  supérieure. 
Toutes  les  diverses  parties,  jusqu'alors  si  inco- 
hérentes, de  la  mathématique  €j)straite,  ont  pu 
être  conçues,  dès  ce  moment,  comme  formant 
un  système  unique. 

Malheureusement,  une  conception  douée, 
indépendamment  de  la  notation  si  simple  et  si 
lucide  qui  lui  correspond  ,  de  propriétés  aussi 
fondamentales,  et  qui  est;  sans  doute ,  destinée  à 
devenir  la  théorie  définitive  de  l'analyse  trans- 
cendante, à  cause  de  sa  haute  supériorité  philo- 
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soplitque  sur  toutes  les  autres  méthodes  propo- 
aées,  pre'sentc  (fans  son  état  actuel,  trop  de  dif- 
ficultés,  quant  aux  applications,  lorsqu'on  la 
compare  à  la  conception  de  Newton,  et  surtout 
à  celle  de  Leïbnitz ,  pour  pouvoir  être  encore  ex- 
clusivement a,doptée.  Lajjrange  lui-même,  n'est 
parvenu  que  trè*-pëniblemenl  à  retrouver,  d'après 
saméihode,  les  lésultats  principaux  déjà  obtenxis 
par  la  méthode  inânitésiinalc  pour  la  solution 
des  questions  générales  de  géométrie  et  de  mé- 
canique ;  on  peut  jugeai'  p^r  là  combien  on  liou- 
verait  d'obstacles  à  traiter,  de  la  même  manière, 
K|des  questions  vraiment  nouvelles  et  de  quelque 
nportance.  Il  est  vrai  que  Lagrange ,  en  plu- 
sieurs occasions,  a  montré  que  les  dilHcnttés, 
même  arlicielles.  déterminent ,  dans  les  hommes 
de  génie,  des  efforts  supérieurs,  susceptibles  de 
conduire  à  des  résultats  plus  étendus.  C'est  ainsi 
qu'en  tentant  d'adapter  sa  méthode  à  l'élude  de  la 
courbure  des  lignes,  qui  paraissaitsi  peu  pouvoir  en 
comporter  l'application  ,  il  s'est  élevé  à  cette  belle 
théorie  des  contacts,  qui  3  tant  perfectionné  cette 
partie  importaute  de  la  géométrie.  Mais,  malgré 
ces  heureuses  exceptions  ,  la  couception  de  La- 
grange n'en  est  pas  moins  jusqu'ici  demeurée, 
dans  son  ensemble,  essentiellement  impropre  aux 
applications. 
<  Le  résultat  linal  de  la   comparaison   générale 
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que  je  viens  d'esquisser,  et  qui  exigerait  de  plus 
amples  développemeDs,  ^est  donc  »  comme  je  la- 
vais  avaacé  en  commençant  celle   leçon ,  que , 
pour  connaître  réellement   Fanalyse   transceu- 
dante,  il  faut  non*seulement  la  considérer,  dans 
son  principe  y  d'après  les  trois  conceptions  fon- 
damentales distinctes,  produites  par  Leïbnitz, 
par  Newton,  et  par  Lagrange,  mais,  en  outre, 
s'habituer  à  suivre  presqu'indifieremment  d'après 
ces  trois  méthodes  principales,  et  surtout  d'après 
les  deux  extrêmes ,  la  solution  de  toutes  les  ques- 
tions importantes ,  soit  du  calcul  des  fonctions 
indirectes  en  lui-même,  soit  de  ses  applications. 
C'est  une  marche  que  je  ne  saurais  trop  fortement 
recommander  à  tous  ceux  qui  désirent  juger  phi- 
losophiquement cette  adraii'able  création  de  l'es- 
prit humain  ,  comme  à  ceux  qui  veulent  essen- 
tiellement apprendre  ht  se  servir  avec  succès  et 
avec  facilité  de   ce  puissant  instrument.  Dans 
toutes  les  autres  parties  de  la  science  mathéma- 
lique ,    la  considération  de  diverses  méthodes 
pour  une  seule  classe  de  questions  peut  être  utile, 
même  indépendamment  de  l'intérêt  historique 
qu'elle  présente;  mais  elle  n'est  point  indispen- 
sable :  ici,  au  contraire,  elle  est  strictement  né- 
cessaire. 

Ayant  déterminé  avec  précision,  dans  celte 
leçon  ,  le  caractère  philosophique  du  calcul  des 
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fonctions  indirectes,  d'après  les  principales  con- 
ceptions fondamentales  dont  il  est  susceptible  , 
il  me  reste  maintenant  à  considérer,  dans  la  leçon 
suivante,  la  division  rationnelle  et  la  composition 
générale  de  ce  calcul. 
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Par  suile  des  considérations  exposées  dans  la 
leçon  précédente  ,  on  conçoit  que  le  calcul  des 
fonctions  indirectes  se  divise  nécessairement  en 
deux  parties,  ou,  pour  mieux  dire,  se  décom- 
pose en  deux  calculs  lout-à-fait  distîncLs,  quoi- 
que, par  leur  nature,  intimement  liésj  suivant 
qu'on  se  propose  de  trouver  les  relaiions  ejitreles 
grandeurs  auxiliaires,  dont  l'introduction  con- 
stitue l'esprit  général  de  ce  calcul  ,  d'après  lea 
relaiions  entre  les  grandeurs  primitives  corres- 
pondantes ;  ou  qu'on  cherche ,  en  sens  inverse  , 
à  découvrir  ces  équalionsdirecles  d'après  les  équa- 
tions indirectes  établies  immédiatement.  Tel  est . 
en  effet,  le  double  objet  qu'on  a  continuellement 
en  vue  dans  l'analyse  transcendante. 

Ces  deux  calculs  ont  reçu  différena  noms,  se- 
lon le  point  de  vue  sous  IcqurI  a  été  envisagé  l'eii- 
semUe  do  cette  analyse.   Li  uiéthorli^   inlinilcsi- 
TOME    I.  ig 
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nialc  proprement  dite  étant  jusqu'ici  la  plus  usi- 
tée ,  par  les  raisons  que  j'ai  discutées ,  presque  tous 
les  géomètres  du  continent  emploient  habituel- 
lement,  pour  désigner  ces  deux  calculs ,  les  dé- 
nominations de  calcul  différentiel  et  de  calcul 
//i/e^rd^/^  établies  par  Leïbnitz,  et  qui  sont,  en 
effets  des  conséquences  très- rationnelles  de  sa 
conception.  Newton ,  d'après  sa  méthode ,  a  nom- 
mé le  premier,  le  calcul  des  fluxions^  et  le  second 
le  calcul  des  Jluentes  ,  expressions  communé- 
ment adoptées  en  Ângleteire.  Enfin  ,  en  suivant 
la  théorie  éminemment  philosophique  fondée  par 
Lôgrange,  on  appellerait  l'un,  le  calcul  des  fonc- 
tions dérivées  et  l'autre  le  calcul  des  Jonc- 
tions primitives.  Je  continuerai  à  me  servir  des 
termes  de  Leïbnitz  ,  comme  plus  propres,  dans 
liotre  langue  ,  h  la  formation  des  expressions  se- 
condaires, quoique  je  doive,  d après  les  explica- 
irions  contenues  dans  la  leçon  précédente^  em- 
ployer concurremment  toutes  les  diverses  con- 
ceptions ,  en  me  rapprochant ,  autant  que  possi- 
ble ,   de  celle  de  Lag  range. 

Le  calcul  différentiel  est  évidemment  la  base 
rationnelle  du  calcul  intégi*al.  (^ar  nous  ne  savons 
et  ne  pouvons  savoir  int^rer  immédiatement  que 
les  expressions  différentielles  produites  par  la  dif- 
férentiation  des  diverses  fonctions  simples  qui 
ronstitnent  les  élémens  généraux  de  notre  anal  jse. 
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L'art  de.  l'intégration  consiste  ensuite  essexiùdle- 
nient  à  ramener,  autant  que  possible,  tous  les  au- 
tres cas  à  ne  dépendre  finalement  que  de  ce  petit 
nombre  d'intégrations  fondamentales. 

En  considérant  l'ensemble  de  l'analyse  traïu- 
ccndaule^  tel  que  je  l'ai  caractérisé  dans  la  leçon 
précédente,  ou  ne  voit  pas  d'abord  quelle  peut 
être  l'utilité  propre  du  calcul  différentiel ,  indé  ■ 
pendamment  de  cette  relation  nécessaire  avec  le 
calcul  intégral  ,  qui  semble  devoir  être ,  par  Ini- 
méme ,  le  seul  directement  indispensable.  En  ef- 
fet, l'élimination  dn  infinitésimales  ou  des  déri- 
vées ,  introduites  comme  auxiliaires  pour  faciliter 
l'établissementdes  équations,  constituant,  d'après 
ce  que  nous  avons  vu ,  l'objet  définitif  et  invarîa- 
]>]e  du  calcul  des  fonctions  indirectes  ;  il  est  na~ 
turel  de  penser  que  le  calciU  qui  enseigne  à  dé- 
duire deséquatioDS  entre  ces  grandeurs  auxiliaires, 
celles  qui  ont  lieu  entre  les  grandeurs  primitives 
elles-mêmes ,  doit  strictement  suffire  aux  besoins 
généraux  de  l'analyse  transcendante ,  sans  qu'on 
aperçoive ,  au  premier  coiip-d'œil ,  quelle  part  spé- 
ciale et  constante  peut  avoir,  dans  une  telle  ana> 
lysc ,  la  solution  delà  question  inverse.  Ce  serait 
abusivement  que,  suivant  l'usage  ordinaire,  pour 
expliquer  l'influence  directe  et  nécessaire  propre 
au  calcul  différentiel ,  on  lui  assignerait  la  desti- 
nation de  former  tes  équations  différentielles ,  d'oti 
'9- 
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le  calcul  intégral  fait  parvenir  ensuite  aux  équa- 
tions finies*  Car  la  formation  primitive  des  équa- 
tions différentielles  n  est,  et  ne  peut  être ,  à  pro- 
prement parler,  l'objet  d  aucun  calcul ,  puisquelle 
constitue,  au  contraire,  par  sa  nature,  le  point 
de  départ  indispensable  de  tout  calcul  quelconque. 
Comment ,  en  particulier,  le  calcul  différentiel 
qui ,  par  lui  -  même ,  se  réduit  à  enseigner  les 
moyens  de  différentier  les  diverses  équations  , 
pourrai  t-il  être  un  procédé  général  pour  en  éta- 
blir? Ce  qui ,  dans  toute  application  de  l'analyse 
transcendante ,  facilite  en  effet  la  formation  des 
équations ,  c'est  la  méthxide  infinitésimale ,  et  non 
le  calcul  infinitésimal ,  qui  en  est  parfaitement 
distinct,  quoiqu'en  étant  le  complément  indispen- 
sable. Une  telle  considération  donnerait  donc  une 
fausse  idéedcla  destination  spéciale  qui  caractérise 
le  calcul  différentiel  dans  le  système  général  de 
l'analyse  transcendante. 

Mais  ce  serait ,  néanmoins ,  concevoir  bien  im- 
parfaitement la  véritable  importance  propre  de 
celte  première  branche  du  calcul  des  fonctions 
indirectes,  que  d'y  voir  seulement  un  simple  tra- 
vail préliminaire ,  n'ayant  d'autre  objet  général 
et  essentiel  que  de  préparer  au  calcul  int^ral  des 
fondemens  indispensables.  Comme  les  idées  sont 
ordinairement  confuses  à  cet  égard  ,  je  crois  de- 
voir expliquer  sommairement  ici  cette  importante 
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i-clatioli ,  telle  tjue  je  la  conçois ,  et  inonlrer  quc^ 
daas  chaque  application  quelconque  de  l'analyse 
transcendanle ,  une  première  part  directe  et  néces- 
saire est  constamment  assignée  au  calcul  diSé- 
rentiel. 

En  formant  les  équatious  différentielles  d'un 
phénomène  quelconque ,  il  est  bien  rare  qu'on  se 
borne  à  introduire  différentiellenient  les  seules 
grandeurs  dont  on  cherche  les  relations.  S'impo- 
ser celte  condition  ,  ce  serait  diminuer  inutile- 
ment les  ressources  que  présente  l'analyse  trans- 
cendante pour  l'expression  des  lois  mathématiques 
des  phénomènes.  I^  plus  souvent  on  fait  eiihcr 
aussi  par  leurs  différentielles ,  dans  ces  équations 
premières ,  d'autres  grandeurs  ,  dont  la  relation 
est  déjà  connue  ou  supposée  l'être ,  et  sans  la  con< 
sidération  desquelles  îl  serait  fréqiiemmcnl  im- 
possible d'établir  les  équations.  C'est  ainsi  ,  jiar 
exemple ,  que  dans  le  problème  général  de  la  rec- 
tification des  courbes,  l'équation  différcnticlln  , 

tb'  =:  dy'  +  dx',  ouds'  ^  dx'  -f-  d/'-f-  ih', 

n'est  pas  seulement  établie  entre  la  fonction  clier- 
chéc  s  et  la  variable  indépendante  x  à  iaquclh*  on 
veut  la  rapporter  ;  mais  on  a  introduit  en  même 
temps ,  comme  intermédiaires  indispensables ,  Iv* 
différentielles  d'imr  ou  deux  :iutr(?s  foi]clioiisy 
et  s,  qui  sont  au  nombre  des  données  du  pm- 
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blême  ;  il  n  eût  pas  été  possible  de  foruier  immé- 
diatement l'ëquation  entre  ds  et  dx  y  qui  serait 
d  ailleurs  particulière  à  chaque  courbe  considéi*ée. 
U  en  est  de  même  pour  la  plupart  des  questions. 
Or,  dans  ces  cas ,  il  e&t  évident  que  l'équatiou 
difiiérentielle  n'est  pas  immédiatement  propre  à 
l'intégration*  Il  faut,  auparavant^  que  les  diffé- 
rentielles des  fonctions  supposées  connues ,  qui 
ont  été  employées  comme  intermédiaires ,  soient- 
entièremenl  éliminées,  afin  que  les  équations  se 
trouvent  établies  entre  les  différentielles  des  seules 
fonctions  cherchées  et  celles  des  variables  réelle- 
ment indépendantes  ,  après  quoi  la  question  ue 
dépend  plus  effectivement  que  du  calcul  intégral. 
Or,  cette  élimination  préparatoire  de  certaines 
différentielles,  afin  de  réduire  les  infinitésimales 
au  plus  petit  nombre  possible ,  est  simplement  du 
ressort  du  calcul  différentiel.  Car  elle  doit  se 
faire,  évidemment,  en  déterminant ,  d'après  les 
équations  entre  les  fonctions  supposées  connues 
prises  pour  intermédiaires ,  les  relations  de  leurs 
différentielles,  ce  qui  n'est  qu'une  question  de  dif- 
férentiation.  Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  des 
rectifications^  il  faudra  d'abord  calculer  dj  ou  djr 
eidz  y  en  différentiant ,  l'équation  ou  les  équations 
de  chaque  courbe  proposée  ;  et ,  d'après  ces  ex- 
pressions ,  la  formule  différentielle  générale  énon-* 
cée  ci-dessus  ne  contiendra  plus  que  ds  et  dx  ; 
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juirvciiutij  ce  poiut,  l'élimination  des  iufiiiitéM- 
uiaictt  uti  ]x.<ut  plus  être  achevée  que  par  le  calcul 
intL^rul. 

Tel  est  donc  l'office  général  nécessairement 
propre  au  calcul  diSUrenliel  dans  la  solution  to- 
tale des  questions  qui  exigent  l'emploi  de  l'ana- 
lyse iraiiscendantc  :  préparer,  autant  que  possîUe, 
l'élimination  tics  infinitésimales,  c'est-^ire  ré- 
duire ,  dans  chaque  cas  ,  les  éifuationt  diiTér-ca- 
tielles  primitives  à  ne  plus  contenir  que  les  difiii- 
i-untielles  des  variables  réellement  indépendantes 
et  celles  des  Ibnclious  chei-chées ,  en  faisant  dis- 
paraître ,  pfu-  I»  diffcrcnliation ,  les  différculiolles 
de  tout(.-.s  les  autres  f'ooctioiis  ronnues  cjui  oui  pu 
être  prises  pour  intermédiaires  lors  de  la  foi'uia- 
tioii  des  équations  difl'érentielles  du  problème. 

Pour  ccrlaiiK's  questions ,  qui ,  quoiqu'eu  petit 
nombre,  n'eu  ont  pas  moins,  ainsi  que  nous  le 
verrous  plus  tard  ,  une  très-grande  importance  , 
les  grandeurs  cherchées  se  trouvent  même  cJilrer 
directement ,  et  non  par  leurs  diHereutielles  , 
dms  les  équations  dificrentielles  primitives,  quina 
<;onticnucnt  alors  dillcrentiellement  que  les  di- 
verses Tondions  coiuiues  ,  employées  comme  io- 
lermédiaires  d'après  l'explication  prccédenle. Ces 
cas  sont,  du  tous,  les  plus  i'avorahles,  car,  il  est 
évident  que  lo  calcul  dilférentiel  suilTit  alors  ou- 
tièi-cnioni  à  réiimiiiatiou  complète  des  inliuitcsi- 
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maies  ^  sans  que  la  question  puisse  donner  lieu  à 
aucune  int^ration.  C  est  ce  qui  arrive ,  par  exem- 
ple, dans  le  problème  des  tangentes,  en  géomé- 
trie; dans  ceJui  des  vitesses  9  en  mécanique,  etc. 
Enfin^  plusieurs  autres  quesl:ions ,  dont  le  nom- 
bre est  aussi  fort  petit,  mais  dont  l'importance 
n'est  pas  moins  grande ,  présentent  un  second  cas 
d'exception,  qui  est,  par  sa  nature,  exactement 
l'inverse  du  précédent.  Ce   sont  celles  où   les 
équations  différentielles  se  trouvent  être  immé- 
diatement propres  à  l'intégration,  parce  qu'elles 
ne  contiennent,  dés  leur  première  formation, 
que  les  infinitésimales  relatives   aux   fonctions 
cherchées  ou  aux  variables  réellement  indépen- 
dantes,   sans   qu'on  ait   été  obligé  d'introduire 
différen  tiellement  d'autres  fonctions  comme  i  n  ter- 
médiaires.  Si ,  dans  ces  nouveaux  cas ,  on  a  effec- 
tivement employé  ces  dernières  fonctions,  comme, 
par  hypothèse,  elles  entreront  directement  et 
non  par  leurs  différentielles  ,  lalgèbre  ordinaire 
suffira  pour  les  éliminer ,  et  réduire  la  question 
à  ne  plus  dépendre  que  du  calcul  int^ral.  Le 
calcul  différentiel  n'aura  donc  alors  aucune  part 
spéciale  à  la  solution  complète  du  problème,  qui 
sera  tout  entière  du  ressort  du  calcul  intégral.  La 
question  générale  des  quadratures  en  offre   un 
exemple  important,  car  l'équation  différentielle 
étant  alors,   dA=jrdx,    deviendra  immtkliate- 
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ment  propre  à  l'int^ration  aussitôt  c[u'oii  aura 
éliminé ,  d'après  l'équation  de  la  coui-Le  proposée, 
la  fonction  intermédiaire _7",  qui  n'y  entre  point 
différentiellement  :  )a  même  circonstance  a  lieu 
pour  le  problème  des  cubatures ,  et  pour  quelques 
autres  aussi  essentids. 

En  résultat  général  des  considérations  précé- 
dentes, il  faut  donc  partager  en  trois  classes  les 
questions  mathématiques  qui  exigent  l'emploi 
de  l'analyse  transcendante  ;  la  première  classe 
comprend  les  problèmes  susceptibles  d'être  en- 
tièrement résolus  au  moyen  du  seul  calcul  diffé- 
rentiel ,  sans  aucun  besoin  du  calcul  intégral; 
la  seconde^  ceux  qui  sont,  au  contraire,  entiè- 
rement du  ressort  du  calcul  intégral,  sans  que  le 
calcul  différentiel  ait  aucune  part  à  leur  solution  ; 
enfin ,  dans  la  troisième  et  la  plus  étendue ,  qui 
constitue  le  cas  normal ,  les  deux  autres  n'étant 
que  d'exception ,  les  deux  calculs  ont  successive- 
ment une  part  distincte  et  nécessaire  à  la  solution 
complète  du  problème,  le  calcul  diSerenticl  fai- 
sant subiraux  équations  différentielles  primitives, 
une  préparation  indispensable  à  l'application  du 
calcul  intégral.  Telles  sont  exactement  les  rela- 
tions générales  de  ces  deux  calculs ,  dont  ou  se 
forme  communément  des  idées  trop  peu  précises. 

Jetons  maintenant  un  coup-d'œil  général  sur 
la  composition   ralionollc  de  «^liacun  d'eux,    en 
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commençant^  comme  il  convient  évidemment , 
par  ]e  calcul  différentiel  • 

Dans  l'exposition  de  1  analyse  transcendante,  on 
a  Fiiabitude  de  mêler  à  la  partie  purement  analy- 
tique, qui  se  réduit  au  traité  abstrait  de  la  diffé* 
rentiation  et  de  Tintera tion,  l'étude  de  ses  diverses 
applications  principales  ,  surtout  de  celles  qui 
concernent  la  géométrie.  Cette  confusion  d'idées, 
qui  est  une  suite  du  mode  effectif  suivant  lequel 
la  science  s'est  développée,  présente,  sous  le  rap- 
port dogmatique ,  de  graves  inconvéniens  en  ce 
qu'elle  empêche  de  concevoir  convenablement, 
soit  l'analyse,  soit  la  géométrie.  Devant  considérer 
ici  la  coordination  la  plus  rationnelle  possible,  je 
ne  comprendrai,  dans  le  tableau  suivant,  que  le 
calcul  des  fonctions  indirectes  proprement  dit, 
ràervant,  poiu*  la  portion  de  ce  volume  relative 
à  l'étude  philosophique  de  la  mathématique  con- 
crète, l'examen  général  de  ses  grandes  applica- 
tions géométriques  et  mécaniques  (1). 

La  division  fondamentale  du  calcul  différen- 
tiel pur,  ou  du  traite  général  de  la  différentiation, 
con^^iste  k  distinguer  deux  cas ,  suivant  que  les 

(i)  J'ai  établi  depuis  loDg-temps ,  dans  mon  enseignement  or- 
dinaire de  Tanalyse  transcendante ,  Tordre  que  je  ^aîs  exposer. 
Un  nouveau  professeur  d'analyse  transcendante  à  l'École  Poly- 
technique, avec  lequel  je  me  félicite  de  niV.tre  rencontre  ^ 
M.  Mathieu  a  adopté ,  dans  son  cours  de  cette  année,  une  marche 
essentiellement  semblable. 
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fouclioiu  analytiques  (ja'û  s'agit  de  différeutier 
sont  explicites  ou  impliciles;  d'où  deux  parties 
ordinai lement  désignées  par lea  noms  de  différeu- 
tiation  des  formules  et  différentialion  des  étfua- 
tions.  Il  est  aisé  de  concevoir  à  priori  l'impor- 
tance de  cette  dassifîcatioD.  Eu  effet,  une  telle 
distinction  serait  illusoire  si  l'analyse  ordinaire . 
était  parfaite ,  c'est-à-dire ,  si  l'on  savait  résoudre 
algébriquement  toutes  les  équatioiu;  car  alors  il 
serait  possible  de  rendre  explicite  toute  fonction 
implicite  ;  et ,  en  ne  la  différentiant  que  dans  cet 
état,  la  seconde  partie  du  calcul  difierenttel  ren- 
trerait immédia lenifîot  dans  la  première,  sans 
donner  lieu  à  aucune  nouvelle  difliculté.  Mais  la 
résolution  algébrique  des  équations  étant,  comme 
iiousl'avons  vu,  encore  presque  dans  l'enfance,  et 
ignorée  jusqu'à  préNeotpour  le  plusgrand  nombre 
des  cas ,  on  comprend  qu'il  en  doit  être  tout  au- 
trement; puisqu'il  s'agit  dès  lors  ,  à  proprement 
parler,  de  différentier  une  fonction  sans  la  cou- 
naître,  bien  qu'elle  soit  déterminée.  La  dlfferen- 
tiatiou  des  fonctions  implicites  constitue  donc, 
par  sa  nature,  une  question  vraiment  distincte 
de  celle  que  présentent  les  fonctions  explicites, 
et  nécessairement  plus  compliquée.  Ainsi  c'est 
évidemment  par  la  difTérentiation  des  formules 
qu'il  faut  commencer,  et  on  parvient  ensuite  à 
ramener  génévalcment  à  ce  premier  cas  la  dîffé- 
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i-entiation  des  équations  ,  par  certaines  coDsidé- 
ratioRS  analytiques  invariables ,  que  je  ne  dois 
pas  mentionner  ici. 

Ces  deux  cas  généraux  de  la  di  ft'érentiation  sont 
encore  distincts  sous  un  autre  rapport  égalemenl 
nécessaire,  et  trop  important  pour  que  je  néglige 
de  le  signaler.  La  relation  obtenue  entre  les  diffé- 
rentielles est  constamment  plus  indirecte,  par 
rapport  à  celle  des  (£uantités  finies  ,  dans  ladiffé- 
rentiation  des  fonctions  implicites  que  dans  celle 
des  fonctions  explicites.  On  sait ,  en  effet ,  d'après 
les  considérations  présentées  par  Lagrange  sur  la 
formation  générale  des  équations  différentielles  , 
que,  d'une  pari,  la  même  équation  primitive 
peut  donner  lieu  i  un  plus  ou  moins  grand  nom- 
bre d'équations  dérivées  de  formes  très-diverses, 
quoique,  au  fond ,  équivalentes ,  suivant  celles  des 
constantes  arbitraires  quei'on  élimine,  ce  qui  n'a 
pas  lieu  dans  la  dîfférentiation  des  formules  ex- 
plicites; et  que,  d'une  autre  part ,  le  système  in- 
fini dequations  primitives  dillérentes  qui  corres- 
pondent à  une  même  équation  dérivée ,  présente 
une  variété  analytique  bien  plus  profonde  que 
celle  des  diverses  fonctions  susceptibles  d'une 
même  différentielle  explicite,  et  qui  ne  se  dis- 
tinguent les  unes  des  autres  que  par  un  terme 
constant.  Les  fonctions  implicites  doivent  donc 
être  envisagées  comme  étant   réellement  encore 
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plus  modifiées  par  la  diâerenliation  que  les  fonc- 
tions explicites*  Nous  retrouverons  tout  à  l'heure 
cette  considération  relativement  au  calcul  inté- 
gral, où  elle  acquiert  une  importance  prépondé- 
rante. 

Chacune  des  deux  parties  ibndamenfMës  du  cal- 
cul différentiel  se  subdivise  elle-même  en  deux 
théories  très-distinctes^  suivant  qu'il  s'agit  de 
différentier  des  fonctions  h  une  seule  variable ,  ou 
des  fonctions  à  plusieurs  variables  indépendantes. 
Ce  second  cas  est^  par  sa  nature,  tout-à-fait  dis- 
tinct du  premier,  et  présente  évidemment  plus  de 
complication ,  même  en  ne  considérant  que  les 
fonctions  explicites ,  et  à  plus  forte  raison  pour 
les  fontions  implicites.  Du  reste ,  l'un  se  déduit 
généralement  de  Tautre ,  h  l'aide  d'un  principe 
invariable  fort  simple,  qui  consiste  à  r^arder  la 
différentielle  totale  d'une  fonction  en  vertu  des 
accroissemens  simultanés  des  diverses  variables 
indépendantes  qu'elles  contient,*comme  la  somme 
des  différentielles  partielles  que  produirait  l'ac- 
croissement séparé  de  chaque  variable  successi- 
vement, si  toutes  les  aulresetaientconstantes.il 
faut ,  d'ailleurs^  soigneusement  remarquer  à  ce 
sujet  une  notion  nouvelle  qu'introduit ,  dans  le 
système  de  l'analyse  transcendante ,  la  distinction 
des  fonctions  à  une  seule  variable  et  à  plusieurs  : 
c'est  la  considération  de  ces  diverses  fonctions 
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rentiation  des  équations ,  par  certaines  considé- 
rations analytiques  invariables  ^  que  je  ne  dois 
pas  mentionner  ici. 

Ces  deux  cas  généraux  de  la  différentiation  sont 
encore  distincts  sous  un  autre  rapport  également 
nécessaire^  et  trop  important  pour  que  je  n^l^ 
de  le  signaler.  La  relation  obtenue  entre  les  diffé- 
rentielles est  constamment  plus  indirecte ,  par 
rapport  à  celle  des  quanti  tés  fi  nies ,  dans  la  diffé- 
rentiation des  fonctions  implicites  que  dans  celle 
des  fonctions  explicites.  On  sait ,  en  effet ,  d'après 
les  considérations  présentées  par  Lagrange  sur  la 
formation  générale  des  équations  différentielles  y 
que ,  d'une  part ,  la  même  équation  primitive 
peut  donner  lieu  à  un  plus  ou  moins  grand  nom- 
bre d équations  dérivées  de  formes  très-diverses, 
quoique,  au  fond ,  équivalentes ,  suivant  celles  des 
constantes  arbitraires  que  Ton  élimine ,  ce  qui  n'a 
pas  lieu  dans  la  différentiation  des  formules  ex- 
plicites ;  et  que ,  d  une  autre  part ,  le  système  in- 
fini d'équations  primitives  différentes  qui  corres- 
pondent h  une  même  équation  dérivée ,  présente 
une  variété  analytique  bien  plus  profonde  que 
celle  des  diverses  fonctions  susceptibles  d'une 
mémo  différentielle  explicite ,  et  qui  ne  se  dis- 
tinguent les  unes  des  autres  que  par  un  terme 
constant.  Les  fonctions  implicites  doivent  donc 
être  envisagées  comme  étant  réellement  encore 
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(iliis  modifiées  par  ladilféreiiliation  qur  les  fonc- 
lions  explicites.  Nous  retrouverons  tout  à  l'heure 
celle  considéra  lion  relativement  au  calcul  inté- 
gral ,  oîi  elle  acquiert  une  iraporlancc  prépondé- 
rante. 

Chacune  des  deux  parties  tbndamcnlilles  du  cal- 
cul différentiel  se  ïiuhdivlse  elle-même  en  deux 
théories  trâs-dtstinctcs ,  suivant  qu'il  s'agit  de 
difierentier  des  fonctions  h  une  seule  Variable  ,  ou 
lies  fonctions  ;i  plusieurs  variables  indépendantes. 
(jC  second  cas  est,  par  sa  natnrc,  toui-;Vl"ait  dis- 
tinct du  premier,  et  présente  évidemment  plus  de 
complication,  même  en  ne  considérant  que  les 
fonctions  explicites ,  et  à  plus  forte  raison  poul- 
ies fontions  implicites.  Du  reste,  l'un  se  déduit 
génétalement  de  l'autre,  à  l'aide  d'un  principe 
invariable  fort  simple,  qui  consiste  à  regarder  la 
diUérentielle  totale  d'une  fonction  en  vertu  des 
;iccroissemens  simultanés  des  diverses  variables 
indépendantes  qu'elles  contient,  comme  Ja  .somme 
des  différentielles  partielles  que  produirait  l'ac- 
croissement séparé  de  chaque  variable  successi- 
vement, si  tomes  les  aulresctaietit  constantes.  Il 
fuut ,  d'ailleurs,  soigneusement  remarquer  à  ce 
sujet  une  notion  nouvelle  qu'iotroduit .  dans  te 
système  de  l'analyse  transcendante,  la  dislinclion 
des  fonctions  à  une  seule  variable  et  à  ptusîcui 
!st  la  considération   de   ces  diverses   fonctions 
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nos  combinaisons  analytiques  »  et  dont  j'ai  pré- 
senté le  tableau  (4'  leçon,  page  176 )•  Car  la 
clifférentiation  des  fonctions  composées  se  déduit 
évidemment;  d'une  manière  immédiate  et  néces- 
saire,  de  celle  des  fonctions  simples  qui  les  con- 
stituent. C'est  donc  à  la  connaissance  de  ces  dix 
différentielles  fondamentales ,  et  à  celle  des  deux 
principe  généraux ,  ci-dessus  mentionnés^  qui  y 
ramènent  tous  les  autres  cas  possibles^  que  se  ré- 
duit^ à  proprement  parler,  tout  le  traité  de  la 
différentiation.  On  voit^  par  la  combinaison  de 
ces  diverses  considérationsi  combien  est  à  la  fois 
simple  et  parfait  le  système  entier  du  calcul  dif<^ 
férentiel  proprement  dit.  Il  constitue  certaine- 
ment, sous  le  rapport  logique  9  le  spectacle  le  plus 
intéressant  que  l'analyse  mathématique  puisse 
présenter  à  notre  intelligence. 

Le  tableau  général  que  je  viens  d'esquisser 
sommairement  offrirait ,  néanmoins  >  une  lacune 
essentielle ,  si  je  n'indiquais  ici  distinctement  une 
dernière  théorie,  qui  forme,  par  sa  nature,  le 
complément  indispensable  du  'traité  de  la  diffé- 
rentiation. C'est  celle  qui  a  pour  objet  la  trans- 
formation constante  des  fonctions  dérivées ,  en 
résultat  des  changemens  déterminés  de  variables 
indépendantes,  d'où  résulte  la  possibilité  de  rap- 
porter à  de  nouvelles  variables  toutes  les  formules 
différentielles  générales   établies  primitivement 
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pour  d'autres.  Cetie  questiou  est  oiaînleuaut  ré- 
solue de  la  manière  la  plus  complète  et  la  plus 
simple,  comme  toutes  celles  dont  se  compose  le 
calcul  différentiel.  On  conçoit  aisément  l'impor- 
tance générale  qu'elle  doit  avoir  dans  les  applica- 
tions quelconques  de  l'analyse  transcendante, 
donteile  peut  être  considérée  comme  augmentant 
les  ressources  fondamentales,  en  permettant  de 
choisir,  pour  former  d'abord  plus  aisément  les 
équations  différentielles ,  le  système  de  variables 
indépendantes  qui  paraîtra  le  plus  avantageux, 
bien  qu'il  ne  doive  pas  être  maintenu  plus  tard. 
C'est  ainsi ,  par  exemple,  ipie  la  plupart  des 
quetitions  principales  de  la  géome'trie  se  résolvent 
beaucoup  plus  aisément  en  rapportant  les  lignes 
et  les  surfaces  à  des  coordonnées  rcclilignes,  et 
qu'on  peut  néaumoin»  être  conduit  à  les  appli- 
quer ù  des  formes  exprimées  analytiqiicment,  à 
l'aide  de  coordonnées /Wa/'/cj,  ou  de  loute  autre 
manière.  On  pourra  commencer  alors  la  solution 
différentielle  du  problème  en  employant  toujours 
le  système  rectiligne,  mais  seulement  comme  un 
intermédiaire ,  d'après  lequel ,  par  la  théorie  gé- 
nérale que  luius  avons  eu  vue  ici ,  ou  passera  au 
système  définitif,  qu'il  eût  été  quelquefois  im- 
possible de  considérer  directement. 

Dans  la  classification  rationnelle  que  je  viens 
d'exposer  pour  l'ensemble  du  calcul  différentiel, 
TOME  I.  20 
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ou  serait  nalurellemfiiit  tenté  de  signaler  une 
omission  fçrave,  piiiacjuc  je  n'ai  pas  sous-divise 
chacune  dc3  quatre  parties  essentielles  d'après  une 
autre  cousidératioit  gérM;rale ,  (|ui  semble  d'abord 
fortimjjorlanteeii  ellL-mdme,  celle  de  l'ordre  plus 
ou  moins  élevé  de  la  différentialion.  Mais  it  est 
aisé  de  conipreudre  tjue  cette  dislluction  n'a  au- 
cune influence  rëcUe  dans  le  calcul  différentiel , 
en  ce  qu'elle  n'y  donne  lien  h  aiKUne  difliculté 
nouvelle.  Eu  effet ,  si  le  calcul  différentiel  n'était 
pas  rigoureusement  complet,  c'esi-à-dire,  si  on 
ne  savait  point  différentiel-  indistinctement  toute 
fonction  quelconque,  la  diflérentiationausecood 
tii'dre,  ou  à  un  ordre  supérieur,  de  chaque  foac- 
tion  déterminée  ,  pourrait  engendrer  des  diâlcul" 
lés  spéciales.  Mais  la  parfaite  universalité  du  cal- 
cul dilTérentiel  donne  évidemment  l'assuranoe  de 
pouvoir  différenlier  à  un  ordre  quelconque  toutes 
les  fonctions  analytiques  connues,  la  qucslion  se 
réduisant  sans  cesse  ù  une  différcntJation  au  pre- 
mier ordre,  successivement  redoublée.  Ainsi,  Ix 
considération  des  divers  ordres  de  dift'éreatieiles 
peut  bien  donner  naissance  à  de  nouvelles  re- 
marques plus  ou  moins  importantes,  surtout  en 
ce  qui  concerne  la  formation  des  éifuations  diffé- 
rentielles, elles  dérivées  partielles  successives  des 
fonctions  ù  plusieurs  variables.  Mais  elle  ne  sau- 
rait, évidemment ,  consliiner  aucun  nouveau  pro- 
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Uème  général  dans  le  irai  lé  de  la  différeatialion. 
Nous  Yerrons  tout  à  llieure  que  c^te  distinction  ^ 
qui  n  a ,  pour  ainsi  dire ,  aucune  importance  dans 
le  calcul  différentiel)  en  acquiert ^  au  contraire^ 
une  trèt«grttde  dans  le  calcul  int^p:^l  y  en  yertu 
de  reztréme  imperfection  de  ce  dernier  calcul. 

Enfin  >  quoique  )'aie  crU|  en  thèse  générale  , 
ne  deroir  nullement  envisager  en  ce  moment  les 
di^rerses  apfdications  principales  du  calcul  diffé- 
rentiel ,  il  convient  néanmoins  de  faire  une  ezcep-' 
tba  pour  celles  qui  consistent  dans  la  solution 
de  questions  purement  analytiques ,  qui  doivent^ 
en  effet  »  être  rationnellement  placées  h  la  suite 
in  traité  -de  la  différentiation  proprement  dite ,  à 
oause  de  Thomogénéité  évidente  des  considéra- 
tions. Ces  questions  peuvent  se  réduire  à  trois 
essaoLtieUes :  i^le  développement  en  séries  des 
fonctions  aune  seule  ou  à  plusieurs  variables,  ou, 
plus  généralement,  la  transformation  des  fonc- 
tions, qui  constitue  la  plus  belle  et  la  plus  impor- 
tante application  du  calcul  différentiel  à  l'analyse 
générale ,  et  qui  comprend ,  outre  la  série  fonda- 
mentale découverte  par  Taylor ,  les  séries  si  re- 
marquables trouvcespar  Maclaurin ,  par  Jean  Ber- 
nouilli,  par  Lagrange,  etc»;  2^  la  théorie  géné- 
rale des  valeurs  maxima  et  minima  pour  les 
fonctions  quelconques  à  une  seule  ou  à  plusieurs 
variables ,  un  des  plus  intéressans  problèmes  que 
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ou  sérail  natarelleinent  tenlë  de  signaler  tme 
omission  grft^é,  puisque  je  n'«  pM  son^ivisé 
chacime  àts  quatre  parties  esMatielle»  d'après  me 
antre  eonsid^ration  fj/èùétale^  qui  semble  d*àbord 
fort  importante  en  eUe-m^me»  celle  de  Tordue  plus 
ou  moins  ^vé  de  la  diffërentiation.  Mais  il  est 
kisé  de  comprendre  que  cette  distinction  n'a  au- 
cune influence  rëelle  dans  lo  calcul  différentiel , 
en  ce  qu'dle  n'y  donne  Vten  à  «ocune  difiicuité 
nouvelle.  Eu  effet,  si  le  calcul  différentiel  n'était 
pas  rigoureusement  complet,  c'est-àrdire ,  si  on 
ne  savait  point  différenticr  indistinctement  toute 
fonction  quelconque ,  la  différentiation  au  second 
ordre,  ou  à  un  ordre  supérieur,  de  chaque  fonc- 
tion déterminée ,  pourrait  en^^drer  des  diflical»- 
tés  ^léciales.  Mais  la  parfaite  universalité  du  cal- 
Cfoà  dilTérentiel  donne  évidemment lassuranoe de 
pouvoir  différenticr  à  un  ordre  quelconque  toutes 
les  fonctions  analytiques  connues ,  la  question  se 
réduisant  sans  cesse  à  une  différentiation  au  pre- 
mier ordre,  successivement  redoublée.  Ainsi,  la 
considération  des  divers  ordres  de  différentielles 
peut  bien  donner  naissance  à  de  nouvelles  re- 
marques plus  ou  moins  importantes ,  surtout  en 
ce  qui  concerne  la  formation  des  équations  diffé^ 
rentielles,  et  les  dérivées  partielles  successives  des 
fonctions  à  plusieurs  variables*  Mais  elle  ne  sau- 
rai t,  évidemment,  constiiner  aucun  nouveau  pro- 
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blême  général  dans  le  trûté  do  k  diffôeatialioa. 
Noiu  Terroni  tout  à  llieure  que  cette  distinction^ 
qui  n'a,  pour  ainsi  dire,  aucune  importance  dans 
le  calcul  diffërentlid,  en  acquiert,  au  contraire, 
une  très-grande  dans  le  calcul  intqjral ,  en  vertu 
de  l'estrémie  imperfection  de  ce  dernier  calcul. 

Enfin ,  quoique  j'aie  cru ,  en  thèse  générale  , 
ne  deroir  nullement  envisager  en  ce  moment  les 
diverses  applications  principales  du  calcul  diffé- 
rentiel ,  il  convient  aéaninoios  de  faire  une  excep-' 
tion  pour  celles  qui  consistent  dans  la  solution 
de  questions  purement  analytiques,  qui  doivent^ 
en  effet ,  être  rationnellement  placées  à  la  suite 
du  traité  de  la  difféi-entiation  proprement  dite  ,  à 
cause  de  l'homogénéité  évidente  des  considéra- 
tions. Ces  questions  peuvent  se  réduire  à  trois 
essentielles:  x"  le  développement  eu  séries  des 
fonctions  à  une  seule  ou  i  plusieurs  variables,  ou, 
plus  généralement,  la  transformation  des  fonc- 
tions, qui  constitue  la  plus  belle  etla  plus  impor- 
tante application  du  calcul  différentiel  à  l'aualjse 
générale ,  et  qui  comprend ,  outre  la  série  fonda- 
mentale découverte  par  Taylor ,  les  séries  si  re- 
marquables trouvéespar  Maclaurin ,  par  Jean  Ber- 
nouilli,  par  Lagran^,  etc.;  a**  la  théorie  géné- 
rale des  valeurs  maxima  et  minima  pour  les 
fonctions  quelconques  à  une  seule  ou  à  plusieurs 
variables ,  un  des  plus  intéressaos  problèmes  que 
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puisse  présenter  l'analyse ,  quelque  ëlémentaire 
qu'il  soit  devenu  anjourdliuî  ^  et  à  la  solution 
complàte  duquel  le  calcul  différentiel  s'applique 
très-^oaturellement;   3<>  enfin  »  la  détermination 
^nérale  de  la  vraie  valeur  des  fonctions  qui  se 
présentent  sous  une  apparence  indéterminée  pour 
certaines  hypothèses  faites  sur  les  valeurs  des  va- 
riables correspondantes,  ce  qui  est  le  problème 
le  moins  étendu  et  le  moins  important  des  trois, 
quoiqu'il  mérite  d'être  noté  ici.  La  première  ques- 
tion est,  sans  contredit,  la  principale  sous  tous 
les  rapports:    elle  est  aussi  la  plus  susceptible 
d  acquérir  dans  la  suite  une  extension  nouvelle , 
surtout  en  concevant ,  d  une  manière  plus  large 
qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'ici ,  l'emploi  du  calcul  dif- 
férentiel pour  la  transformation  des  fonctions ,  au 
sujet  de  laquelle  Lagrange  a  laissé  quelques  indi- 
cations précieuses,  qui  n  ont  encore  été  ni  générali- 
sées ni  suivies. 

Je  regrette  beaucoup  d'être  obligé ,  par  les  li- 
mites nécessaires  de  cet  ouvrage ,  de  me  borner 
à  des  considérations  sommaires  aussi  insuffisantes 
sur  tous  les  divers  sujets  que  je  viens  de  passer  en 
revue,  et  qui  comporteraient,  par  leur  nature, 
des  développemens  beaucoup  plus  étendus,  en 
continuant  toujours  néanmoins  à  rester  dans  les 
généralités  qui  sont  le  sujet  propre  de  ce  cours* 
Je  passe  maintenant  à  l'exposition  également  ra- 


Mi.THfoi&TIQDBS.  SqS 

pîde  du  tableau  syslématiqiie  du  calcul  int^tl 
proprement  dit,  c'est-À-dire  du  traité  abstrait  de 
riut^ation. 

La  division  fondamentale  du  calcul  int^al  est 
fondée  sur  le  même  principe  que  celle  ci-dessus 
exposée  pour  le  calcul  difTërentiel ,  en  distinguant 
rint^ationdesformulesdiffërentteUes  explicites, 
et  l'int^ration  des  différentielles  implicites,  on 
des  équations  différenlielles.  La  séparation  de  ces 
deux  cas  est  même  bien  plus  profonde  relative- 
ment'à  l'înt^ration  ,  que  sous  le  simple  rapport 
de  la  différentiation.  Dans  le  calcul  difFcrentiel^ 
en  efTet,  cette  distinction  ne  repose,  comme  nous 
l'avons  vu ,  que  sur  l'extrême  imperfection  de  l'a- 
nalyse ordinaire.  Mais  ,  au  contraire,  il  est  aisé 
devoir  que,  quand  même  toutes  les  équations 
seraient  résolues  algébriquement,  les  équations 
différentielles  n'en  constitueraient  pas  moins  un 
casd'int^ralion  tout-à-fait  distinct  de  celui  que 
présentent  les  formules  différentielles  explicites. 
Car ,  en  se  bornant ,  par  exemple ,  au  premier 
ordre  et  k  une  fonction  unique^  d'une  seule  va- 
riable a; ,  pour  plus  de  simplicité ,  si  l'on  suppose 
résolue ,  par  rapport  à  ^ ,  une  équation  diffé- 
rentielle quelconque  entre  «,  j',  et  ■^,  l'ex- 
pression de  la  fonction  dérivée  se  trouvant  alors 
contenir  généralement  la  fonction  primitive  elle» 
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même  qui  est  l'objet  de  la  recherche  >  la  question 
d'int^ration  n'aurait  nullement  change  de  nature, 
et  la  solution  n'aurait  fait  réellement  d'autre  pro- 
grès que  d'avoir  amené  l'équation  différentielle, 
proposée  h  ne  plus  être  que  du  premier  degré  r^ 
latiyement  à  la  fonoticm  déritée ,  ce  qui  est,  en  soi, 
de  peu  d'importance*  JUt  différentielle  n'en  serait 
donc  pasmoi  us  déterminée  d'une  manièrcàTpeuprés 
aussi  implicite  qu'auparavant ,  tous  le  rapport  de 
l'intégration,  qui  continuerait  à  présenter  essen- 
tiellement la  même  difficulté  caractéi*istique.  ia 
r^lution  algébrique  des  équations  ne  pourrait 
faire  rentrer  le  cas  que  nous  considérons  dans  la 
simple  inti^tation  des  différentielles  explicites  > 
que  dans  les  occasions  très-particulières  où  l'é- 
quation différentielle  proposée  ne  contiendrait 
point  la  fonction  primitive  elle-même,  ce  qui 
permettrait ,  par  conséquent,  en  la  résolvant^  de 

trouver  ^  en  fonetien  de  x  seulement,  let  de  ré- 
duire ainsi  la  question  aui  quadratures. 

La  considération  que  je  viens  d'indiquer  pour  les 
équations  différentielles  les  plus  simples  aurait  évi- 
demment encore  plus  d'importance  pour  cellesdes 
ordres  supérieurs  ou  qui  contiendraient  simultané- 
ment diverses  fonctions  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes. Ainsi  ,  l'intégration  des  différentielles 
quine  sont  déterminées  qu'implicitement  constitue 
par  sa  nature ,  et ,  sans  aucun  ^ard  à  Tétat  de  l'ai 
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géljre,  un  cas  «tièremeat  diatioct  de  celui  relatif 
aux  différentielles  explicitement  exprimées  en 
£oacti«i  des  variables  indépesdaittes.  L'inbdgn- 
tioa  des  équations  différentidles  est  donc  néeet* 
sairementpluscoiapliquéeque  celle  des  différen- 
tielles explicites,  par  J'iélabontioa  dcsqualles  lo 
calcul  ÙQtt%ral  •  pris  naissance ,  et  dont  ensuite 
on  s'est  efforcé  de  faire.,  aidant  que  passible ,  dé* 
pendre  les  autres.  Ttiu  les  dirers  pro(»déa  ano^ 
lytiques  proposés  jusqu'ici  pour  intégrer  les 
équalims  différentielles.  Mit  la  séparation  des 
variaUea^iSoitki  méthiMlede8i&ultiplicBteurs,eic. 
ont  en  effet  pour  faut  de  ramener  ces  intégrations 
Moelles  des  formules  différentielles,  la  seule  qui, 
par  sa  nature ,  puisse  être  eatr^rise  directement* 
Malheureusement ,  quelqu'imparfaite  que  soît 
jusqu'ici  cette  base  nécessaire  de  tout  le  calcul 
intéf^l ,  l'art  d'y  réduire  l'inté^ation  des  éqiu~ 
lions  différentielles  est  encore  bien  moins  avancé, 
Cba^ine  de  ces  deux  Ivancbcs  fondamentales 
du  calcul  int^ral  se  «ous-divise  ensuite  en 
deux  autres,  comme  dans  le  calcul  différentid, 
et  par  des  motifs  exactement  analogues  (  que  je 
me  dispenserai,  par  conséquent,  de  reproduire  )> 
suivant  que  l'on  considère  des  tbnctîons  à  une 
seule  variable  eu  des  fonctions  à  plusieurs  varia- 
bles indépendantes.  Je  fei-ai  seulonent  obg«-ver 
que  cette  distinction  est ,  comme  la  précédente, 
encore  jilus  importante  pour  l'intégration  que 
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pour  la  différentiatîon.  Cela  est  surtout  remar- 
quablcy  relativement  aux  équations  diSereutielles. 
£n  effets  celles  qui  se  rapportent  à  plusieurs 
variables  indépendantes  peuvent  évidemnient 
présenter  celte  difficulté  caractéristique,  et  d'un 
ordre  bien  plus  élevée  que  la  fonction  cherchée 
soit  définie  difTérentiellcment  par  une  simple  re- 
lation entre  ses  diverses  dérivées  spéciales  rela- 
tives aux  différentes  variables  prises  séparément. 
De  là  résulte  la  branche  la  plus  difficile  «  et 
aussi  la  plus  étendue  du  calcul  int^ral ,  ce  qu'on 
nomme  ordinairement  le  calcul  intégral  aux  dif- 
férences partielles ,  créé  par  d'Alembert ,  et  dans 
lequel^  suivant  la  juste  appréciation  de  Lagrange, 
les  géomètres  auraient  dû  voir  réellement  un 
calcul  nouveau  9  dont  le  caractère  philosophique 
n'est  pas  assez  exactement  jugé.  Une  différence 
trés-saillante  entre  ce  cas  et  celui  des  équations  à 
une  seule  variable  indépendante  consiste  ;  comme 
je  l'ai  observé  ci-dessus,  dans  les  fonctions  arbi- 
traires qui  remplacent  les  simples  constantes 
arbitraires  pour  donner  aux  intégrales  corres- 
pondantes toute  la  généralité  convenable. 

A  peine  ai- je  besoin  de  dire  que  celte  branche 
supérieure  de  l'analyse  transcendante  est  encore 
entièrement  dans  l'enfance ,  puisque  ^  seulement 
dans  le  cas  le  plus  simple ,  celui  d'une  équation 
du  premier  ordre  entre  les  dérivées  partielles 
d'une  seule  fonction  à  deux  variables  indépeu- 
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dantes  y  on  ne  sait  point  même  jiisquHci  complè- 
tement ramener  l'intégration  à  celle  des  équations 
différentielles  ordinaires.  L'intégration  relative 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables  est  beaucoup 
plus  avancée ,  dans  le  cas ,  infiniment  plus  simple^ 
à  la  vérité  9  où  il  ne  s'agit  que  des  formules  diffé- 
rentielles explicites.  On  sait  alors  en  effet  y  quand 
ces  formules  remplissent  les  conditions  conve- 
nables d'int^rabilité  ,  réduire  constamment  leur 
int^ration  aux  quadratures. 

Une  nouvelle  distinction  générale ,  applicable, 
comme  sous-division ,  à  l'intégration  des  différen- 
tielles explicites  ou  implicites  y  à  une  seule  va- 
riable ou  à  plusieurs  y  se  tire  de  l'ordre  plus  ou 
moins  élevé  des  différentiations^  qui  ne  donne 
lieu  à  aucune  question  spéciale  dans  le  calcul 
différentiel  y  ainsi  que  nous  l'avons  remarqué. 

Relativement  aux  différentielles  explicites , 
soit  à  une  variable ,  soit  à  plusieurs^  la  nécessité 
de  distinguer  leurs  divers  ordres  ne  tient  qu'à 
l'extrême  imperfection  du  calcul  intégral.  £n 
effet,  si  l'on  savait  constamment  intégrer  toute 
formule  différentielle  du  premier  ordre,  l'in- 
tégration d'une  formule  du  second  ordre  ou  de 
tout  autre  ne  constituerait  point ^  évidemment, 
une  question  nouvelle»  puisqu'en  l'intégrant 
d'abord  au  premier  ordre ^  on  parviendrait  à 
l'expression  différentielle  de  l'ordre  immédiate- 
ment précèdent^  d'où,  par  uue  suite  convenable 
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(1  iDt^igntions  aml(^cs  j  on  serait  ceruûn  de 
monter  fioalement  à  U  foaolion  primitive ,  «!>• 
jet  prqpro  d'un  tel  travâiil.  Mais  le  peu  de  dm- 
Bftissances  qoe  nous  possédons  «ur  les  inli^nitioiis 
premières  fait  qu'il  n'en  est  point  ainsi  j  et  que 
Tordre  pl^s  ou  moins  âevé  des  diflërentieUes 
engendre  des  difficaltés nouvelles.  Car»  ej)anl  ides 
formules  diffërentielles  d'un  ordre  quelconque 
.supérieur  au  pi«mier ,  il  peut  arriver  qu'on  Mcfae 
les  iut^er  une  première  fois  ou  plusieurs  fois  de 
suite  9  et  que ,  néanmoins ,  on  ne  puisse  re  monter 
ainsi  aux  fonctions  primitives,  si  eès  travaux 
préliminaires  ont  produit,  pour  les  différentielles 
d'un  <Mrdre  inférieur,  des  expressions  dont  le» 
iut^rales  ne  sont  pas  connues.  Cette  circons- 
tance doit  se  présenter  d'autant  plus  fréquem- 
ment ,  le  nombre  des  intégrales  connues  étant  en» 
core  fort  petit  y  que  ces  inl(%rales  successives  sont 
gffnéralemient  9  comme  on  sait,  des  fonctions  très» 
différentes  des  dérivées  qui  les  ont  engendrées. 
Par  lapport  aiux  différentielles  implicites, ''la 
distinction  des  ordres  est  encore  plus  impor^ 
tante  ;  car,  outre  le  motif  précédent ,  dont  l'in*- 
fluence  est  évidemment  ici  analogue ,  et  même  à 
un  plus  kant  degré ,  il  est  aisé  de  sentir  que  Tordre 
supérieur  des  équations  différentielles  donne  lieu 
nécessnrement  à  des  questions  dune  nature 
nouvelle.  En  effet  ^  sût-on  même  intégrer  indis- 
tinctement toute  équation  du  premier  ordre  rda- 
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tive  à  une  foacUon  unique ,  cela  ne  soffiroit  )MHnt 
pour  faire  obtenir  riotsgnJc  .dcânitiTe  d'uu 
^qiutiou  d'ua  ordre  quelconque ,  toute  équation 
différentielle  n'étant  pas  réductible  à  celle  d'un 
ordre  immédiatement  inférieur.  Si  l'on  a  par 
exemple  j  pour  détenniz>er  une  fonction  7-  de  la 
variable  x,  une  relation  quelconque  entre  je,  y» 
^  et  ^  OD  n'en  potirm  peint  'déduire  immëdia- 
temeut ,  en  effectuant  une  première  int^ration , 
la  relation  différentidle  correspondante  entre 
Xfj-,  et  ^  d'oii,  par  une  seconde  int^atïon  oa 
remonterait  à  l'équation  primitive.  Cela  a'aumit 
lieu  nécessairement,  du  moins  sans  introduire  du 
nouvelles  fonctions  auxiliaires,  que  si  l'étjuatioa 
du  second  ordre  proposée  ne  contenait  point  la 
fonction  cherchée^,  concourrcmment  avec  ses 
dérivées.  £n  thèse  générale,  les  équations  diffé- 
rentielles devront  donc  réellement  être  envisagée* 
comme  présentant  des  cas  d'autant  plus  implicites 
que  leur  ordre  est  plus  élevé ,  et  qui  ne  pourront 
rentrer  les  uns  dans  les  autres  que  par  des  méUio- 
des  spéciales,  dont  lu  recherche  constitue,  par 
conséquent,  une  nouvelle  classe  de  questions,  h 
l't^ard  desquelles  on  nesait  jusqu'ici  presque  rieu , 
même  pour  les  fonctions  d'une  seule  variable  (1). 

(1)  L«Kiilcat  imporlant  deccginrequlait  t'it' complélcment 
'"■'"*'         "'  '       - '-   -  ■  linéaicri 


(1)  L«Kiilcat  imporlant  deccginrequlait  t'it' complélcment 
traite  juiqu^ci,  «t  Tin légra lion  gfnfrale  des  tquations  lùièaitri 
il'iin  urdrc  ijuc!con<|iie  ,  à  coeflïdi-ns  conilaiu.  Encore  *e  trouve- 
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Au  reste,  quand  on  examine,  d'une  manière  très- 
approfondie^  cette  distinction  des  divers  ordres 
d'équations  différentielles ,  on  trouve  qu'elle  pour- 
i^it  rentrer  constamment  dans  une  dernière  dis- 
tinction générale ,  relative  aux  équations  diffé- 
rentielles y  que  j'ai  encore  à  signaler.  En  effet , 
les  équations  différentielles  à  une  seule  ou  à  plu- 
sieurs variables  indépendantes  peuvent  ne  con- 
tenir simplement  qu'une  seule  fonction ,  ou  bien, 
dans  un  cas  évidemment  plus  compliqué  et  plus 
implicite  I  qui  correspond  à  la  différentiation  des 
fonctions  implicites  simultanées  ^  on  peut  avoir 
à  déteiminer  en  même  temps  plusieurs  fonc- 
tions d'après  des  équations  différentielles  où  elles 
se  .trouvent  mêlées^  concurremment  avec  leurs 
diverses  dérivées.  Il  est  clair  qu'un  tel  état  de 
la  question  présente  nécessairement  une  nou- 
velle difficulté  spéciale ,  celle  d'établir  la  sépa- 
ration des  différentes  fonctions  cherchées,  en 
formant  pour  chacune  ,  d'après  les  équations  dif- 
férentielles proposées,  une  équation  différentielle 
isolée  ,  qui  ne  contienne  plus  les  autres  fonctions 
ni  leurs  dérivées.  Ce  travail  préliminaire,  qui  est 
l'analogue  de  l'élimination  en  algèbre^  est  évi- 
demment indispensable  avant  de  tenter  aucune 
int^ation  directe,  puisqu'on  ne  peut  entrepren- 
dre généralement,   à  moins  d'artifices  spéciaux 

t-c11e  dépendre  finalement  de  la  re'soliitîon  algébrique  des  équa- 
tions d^un  degré  égal  à  Pordre  de  la  diflérentiation. 
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Ii'és-rarement  applicables  ,  de  déterminer  tinmé- 
diatement  i  la  fols  plusieurs  foactions  distinctes. 
Or,  il  est  aisé  d'établir  lalbïncidence  exacte  et 
nécessaire  de  cette  nouvelle  distinction  avec  la 
précédente,  relative  h  l'ordre  des  équations  dif- 
férentielles. On  sait,  en  effet,  que  la  méthode 
générale  pour  isoler  les  fonctions  dans  les  équa- 
tions différentielles  simultanées ,  consiste  essen- 
tiellement à  former  des  équations  différentielles, 
séparément  relatives  à  chaque  fonction ,  et  dont 
l'ordre  est  égal  à  la  somme  de  tous  ceux  des  di- 
verses équations  proposées.  Celte  transformation 
peut  s'effectuer  constamment.  D'un  autre  côté , 
toute  équation  différentielle  d'un  ordre  quelcon- 
que relative  à  une  seule  fonction  pourrait  évi- 
demment se  ramener  toujours  au  premier  ordre, 
en  introduisantun  nombre  convenable  d'équations 
différentielles  auxiliaires ,  contenant  simultané- 
mcntles  diverses  dérivées  antérieures  considérées 
comme  nouvelles  fonctions  a  délermiuer.  Ce  pro- 
cédé a  même  été  quelquefois  employé  avec  succès, 
quoique  ,  en  général,  il  ne  soit  pas  normal.  Ce 
sont  donc  deux  genres  de  conditions  nécessaire- 
ment équivalens,  dansia  théorie  générale  dès  équa- 
tions différentielles ,  que  la  simultanéité  d'un  plus 
ou  moins  grand  nombre  de  fonctions ,  et  l'ordre 
de  différentialion  plus  ou  moins  élevé  d'une  fonc- 
tion unique.  En  augmentant  l'ordre  des  équations 
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dlfférenliellesy  oo  peut  isoler  toutes  les  foac- 
lions;  et,  en  multipliant  artificiellcaient  le nonn 
bre  des  fonctions  ,4iii  peut  ramener  toutes  les 
équations  au  premier  ordre.  Il  n'y  a ,  par  oonsé- 
qoenty  dans  Tun  et  l'autre  gûs^  qu'une  même 
dtfficullé  >  envisagée  sous  deux  points  de  vue  dif* 
férens.  Mais  ^  de  quelque  manière  qu'on  la  con- 
çoive,  cette  nouvelle  difficulté  comnmne  n'en 
est  pas  moins  réelle^  et  n'en  constitue  pas  moins, 
par  sa  nature,  une  scparatior)  tranchée  entrerinlé*» 
gratiou  des  équations  du  premier  ordre  et  celle  des 
équationsd'un  ordre  supérieur.  Je  préfèi'e  indiquer 
la  distinction  aous  cette  dernière  forme ,  comme 
plus  simple  >  plus  générale  et  plus  rationnelle. 
D'après  les  diverses  considérations  indiquées 
ci-dessus  sur  rcnchainement  rationnel  des  diffé* 
rentes  parties  principales  du  calcul  int^ral,  on  voit 
que  l'int^ration  des  formules  différentielles  ex- 
plicites du  premier  ordre  h  une  seule  varîaUe 
est  la  base  nécessaire  de  toutes  les  autres  int^a- 
tions ,  qu'on  ne  parvient  jamais  à  effectuer  qu'au- 
tant qu'on  peut  les  faire  rentrer  dans  ce  cas  élé* 
mentaire^  le  seul  évidenunent  qui ,  par  sa  nature, 
soit  susceptible  d'être  traité  directemenL  Celte  in- 
t^ration  simple  et  fondamentale  est  souvent 
désignée  par  l'expression  commode  de  quadraf* 
tares,  attendu  que  toute  int^rale  de  ce  genre 
Sf(x)dx,  peut^  en  effet,  être  envisagée  oomme 
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repréaentaQt  Taire  d'une  courLe  (lout  l'équation 
en  coordonnées  TecùWf^ae^  âeeaitjr  ss/(x).  Une 
telle  classe  de  question!  correEpoud ,  dans  Je  cal- 
cul différentiel ,  au  eai  éléaientair«  de  la  diffé- 
renliation  dea  fonctiontt  explicite»  h  nne  seule 
variable.  Mais  la  question  intégraleest,  pa.r  ta  n»- 
ture  j  bien  autrement  compliquée  j  et  surtout 
beaucoup  plus  étendue  que  la  quesLùm  diiTâroo- 
tielle.  Celle^t  se  réduit  nécesBaimaoent,  enefiirt, 
comme  nous  l'avons  vu,  à  la  diHiérentiation  des 
dix  fonctions  simples ,  élëmens  de  toutes  cdles 
que  l'analyse  considère.  Au  contraire,  l'intégra* 
lion  des  fonctions  composées  ne  se  déduit  point  né- 
cessairement de  celle  des  fonctions  simples,  dont 
chaque  nouvelle  combinaison  doit  présenter, 
sous  le  rapport  du  calcul  intégral ,  des  dilBcultés 
spéciales.  De  lu ,  l'étendue  natoreUement  indéfi- 
nie ,  et  la  complication  si  variée  de  la  question 
des  quadtatures,  sur  laquelle,  malgré  tous  les  ef> 
forts  dea  analystes,  on  possède  encore  si  peu  de 
connaisaanoes  complètes. 

En  décomposant  cette  question ,  comme  il  est 
naturel  de  le  Ëiiro ,  suivant  les  diverses  formes 
que  peut  affecter  la  fonction  dérivée,  on  dis- 
tingue d'abord  le  cas  des  fonctions  algébriques , 
et  ensuite  celui  dea  foactîw»  transcendantes. 
L'int^ation  vraiment  analytique  de  co  dernier 
ordre  d'expressions  est  jusqu'ici  fort  peu  avan» 
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cée ,  soit  ponr  les  fonctions  esponentielles ,  loit 
pour  les  fonctions  logarithmiques,  soit  pour  les 
fonctions  circulaires.  Ou  n'a  traité  encore  qu'un 
très-petit  nombre  de  cas  de  ces  trois  divers  gen- 
res, en  les  choisissant  parmi  les  plus  simples  . 
qui  conduisent  même  ordinairement  à  des  calculs 
extrêmement  pénibles.  Ce  que  nous  devons  sur- 
tout remarquer  à  ce  sujet  sous  le  rapport  philo- 
sophique ,  c'est  que  les  divers  procédés  de  qua- 
drature ne  tiennent  à  aucune  vue  généiale  sur 
l'int^ation,  et  consistent  en  du  simples  artifices 
de  calcul  fort  incohérens  entre  eux  ,  et  dont 
le  nombre  est  très-multiplié ,  à  cause  de  l'é- 
tendue très'bornée  de  chacun  d'eux.  3e  dois  ce> 
pendant  signaler  ici  un  de  ces  artifices  qui , 
sans  être  réellement  ime  méthode  d'intégration, 
est  néanmoins  remarquable  par  sa  cénéralité  : 
c'est  le  procédé  inventé  par  Jean  Bernouilli ,  et 
connu  sous  le  nom  de  V  intégration  par  parties, 
d'après  lequel  toute  intégrale  peut  être  ramenée  i 
une  autre,  qui  se  trouve  quelquefoisêtre  plus  facile 
À  obtenir.  Cette  ingénieuse  relation  mérite  d'être 
notée  sous  un  autre  rapport ,  comme  ayant  offert 
la  première  idée  de  cette  transformation  les  unes 
dans  les  autres  des  intégrales  encore  inconnues, 
qui  areçu  dans  ces  derniers  temps  mie  plus  grande 
extension ,  et  dont  M.  Fourier  surtout  a  fait 
un    usage    si    nouveau    et  si    important  pour 
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les  quesliona analytiques  engendrées  parla  théo- 
rie de  la  chaleur. 

Quant  à  l'intégralion  des  fonctions  d^eM'f'uef^ 
elle  est  plus  avancée.  Cependant,  on  ne  sait  en- 
core presque  rien  relativement  aux  fonctions 
irrationnelles,  dont  les  intégrales  n'ont  ëté  obte- 
nues que  dans  des  cas  extrâmement  bornés ,  et 
surtout  en  les  rendant  rationnelles.  L'intégration 
des  fonctions  rationnelles  est  jusqu'ici  la  seule 
théorie  de  calcul  înt^ral  qui  ait  pu  être  traihîe 
d'une  manière  vraiment  complète  :  sous  le  rapport 
lo^que,  elle  en  constitue  donc  la  partie  la  plus 
satisfaisante,  mais  peut-être  aussi  la  moins  im- 
portante. Il  est  même  essentiel  de  remarquer^ 
pour  avoir  une  juste  idée  de  l'extrême  imperfec- 
tion du  calcul  intégral ,  que  ce  cas  si  peu  étendu 
n'est  entièrement  résolu  que  pour  ce  qui  con- 
cerne proprement  l'int^ation ,  envisagée  d'une 
manière  abstraite;  car,  dans  l'exécution,  la  théorie 
se  trouve  le  plus  souvent,  indépendamment  de  la 
complication  des  calculs,  tout-à-fait  arrêtée  par 
l'imperfection  de  l'analyse  ordinaire ,  attendu 
qu'elle  fait  dépendre  finalement  l'intégration  de  la 
résolution  algébrique  des  équations,  ce  qui  en 
limite  singulièrement  l'usage. 

Pour  saisir,  d'une  manière  générale,  l'esprit 
des  divers  procédés  d'après  lesquels  on  procède 
aui  quadratures,,  nous  devons  reconnaître  d'ail- 
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leurs  que^  par  leur  nature,  ils  ne  peuvent  être 
fondés  primitivement  que  sur  la  diffërentiation 
des  dix  fonctions  simples ,  dont  les  résultats* 
considérés  sous  le  point  de  vue  inverse ,  établis* 
sent  autant  de  théorèmes  immédiats  de  calcul 
intégral ,  les  seuls  qui  puissent  être  connus  di- 
rectement^ tout  l'art  de  l'intégration  consistant 
ensuite  9  comme  je  l'ai  exprimé  en  commençant 
cette  leçon  ,  à  faire  rentrer,  autant  que  possible^ 
toutes  les  autres  quadratures  dans  ce  petit  nombre 
de  quadratures  élémentaires,  ce  qui  malheureu- 
sement nous  est  encore  le  plus  souvent  inconnu. 

Dans  cette  énumération  raisonnéc  des  diverses 
parties  essentielles  de  calcul  intégral  suivant  leurs 
relations  logiques,  j'ai  négligé  à  dessein,  pour  ne 
pas  interrompre  renchaînement,  de  considérer 
distinctement  une  théorie  fort  importante,  qui 
forme  implicitement  une  portion  de  la  théorie 
générale  de  rint(%ration  des  équations  différen- 
tielles, mais  que  je  dois  ici  signaler  séparément , 
comme  étant,  pour  ainsi  dire,  en  dehors  du 
calcul  intégral ,  et  offrant  néanmoins  le  plus  grand 
intérêt I  soit  par  sa  perfection  rationnelle/  soit 
par  retende  due  ses  applications.  Je  veux  parler 
de  ce  qu'on  ap[)elle  les  solutions  singulières  des 
équations  différentielles,  dites  quelquefois,  mais 
à  tort,  solutions  particulières  y  qui  ont  été  le  su- 
jet de  travaux  très-remarquables  de  la  part  d'Ëuler 
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et  de  Laplaoe  >  et  dont  Lagrange  surtout  &  pr^ 
sente  une  si  heiie  et  si  simple  théorie  géne'rale. 
On  sait  que  Clairaut,  qui  le  premier ,  eut  occa- 
sion d'en  temarquer  l'existence,  y  vit  ou  para- 
doxe de  calcul  int^ral,  puisque  ces  solutions 
ont  pour  caractère  propre  de  satisfaire  aux 
équations  difTërentielles  sans  être  néanmoins 
comprises  dans  les  int^rales  générales  correspon- 
dantes. Lagrange  a ,  depuis ,  expliqué  ce  para» 
doze  de  la  manière  la  plus  ingénieuse  et  la  pins 
satisfaisante,  en  montrant  comment  de  telles  so- 
lutions dérivent  toujours  de  l'int^rale  générale 
par  la  variation  des  constantes  arbitraires.  D  a 
aussi,  le  premier,  convenablement  apprécié  l'im- 
portance de  cette  théorie ,  et  c'est  avec  raison 
qu'il  lui  a  consacré,  dans  «es  leçons  sur  le  calcul 
des  fonctions ,  un  si  grand  développement.  Sous 
le  point  de  vue  rationnel ,  cette  théorie  méi'ite 
en  efîel  toute  notre  attention ,  par  le  caractère  de 
parfaite  généralité  qu'elle  comporte ,  puisque 
Lagrange  a  exposé  des  procédés  invariables  et  fort 
simples  pour  trouver  la  solution  singulière  de 
toute  équation  différentielle  quelconque  qui  en 
est  susceptible;  et,  ce  qui  n'est  pas  moins  remar- 
quable, ces  procédés  n'exigent  aucune  intégration, 
consistant  seulement  dans  des  différentiations,  et 
par  là  même  toujours  applicables.  La  diffcren- 
tiation  est  ainsi  devenue,  par  un  heureux  artifice, 
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un  moyen  de  suppléer  dans  certaines  circon* 
stances  à  l'imperfection  du  calcul  intégral.  En 
cfTet,  certains  problèmes  exigent  surtout,  par 
leur  nature ,  la  connaissance  de  ces  solutions  siu" 
gulières.  Telles  sont,  par  exemple,  en  géomé- 
trie, toutes  les  questions  où  il  s'agit  de  déterminer 
une  courbe  d'après  une  propriété  quelconque  de 
sa  tangente  ou  de  son  cercle  osculateur.  Dan^ 
tous  les  cas  de  ce  genre,  après  avoir  exprimé  cette 
propriété  par  une  équation  difTérentielle ,  ce  sera^ 
sous  le  rapport  analytique,  l'équation  singulière 
qui  constituera  l'objet  le  plus  important  de  la 
recherche,  puisqu'elle  seule  représentera  la  courbe 
flemandée,  l'int^ale  générale,  qui  devient  dès 
lors  inutile  à  connaître^  ne  devant  désigner  autita 
chose  que  le  système  des  tangentes  ou  des  cercles 
oseolateurs  de  cette  courbe.  On  conçoit  aisément» 
d'après  cela,  toute  l'importance  de  cette  théorie, 
qui  me  semble  n'être  pas  encore  suffisamment 
appréciée  par  la  plupart  des  géomètres. 

Enfin  r  pour  achever  de  signaler  le  vaste  en- 
semble de  recherches  analytiques  dont  se  com- 
pose le  calcul  intégral  proprement  dit^  il  me  reste 
à  mentionner  une  théorie  fort  importante  dans 
toutes  les  applications  de  l'analyse  transcendante, 
que  j'ai  dA  laisser  en  dehors  du  système  comme 
n'étant  pas  réellement  destinée  à  une  véritable 
int^ration ,  et  se  proposant  au  contraire  de  rem- 
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placer  la  counaissance  des  intégrales  viaiment 
analytiques,  qui  aoot  le  plus  souvent  ignorées. 
Ou  voit  qu'il  s'agit  de  la  détennination  des  inié- 
graies  définies* 

L'espressiou ,  toujours  possil>le>  des  intégrales 
eu  séries  indéGoies,  peut'd'abord  être- eavisagéo 
cQDime  im  heureux  moyen  général  de  compenser 
souvent  l'extrême  imperfection  du  calcul  intégral* 
Mais  l'emploi' de  telles  séries,  &  cause  de  leqr 
cQpiplication  et  de  la  difficulté  de  découvrir  la 
loi  de  leurs  termes,  est  ordinaironent  d'une  mé- 
diocre utilité  sous  le  rapport  algébrique ,  liien 
qu'on  en  ait  déduit  quelquefois  des  lelations  fort 
esseutidles.  C'est  eurtoutsous  le  rapport  arithmé- 
tique que  ce  procédé  acquiert  une  grande  impoi^ 
tance ,  comme  moyeu  de  calculer  ce  qu'on  ap> 
pcUc  les  int^rales  définies,  c'est-à-dire,  les 
valeurs  des  fonctions  cherchées  pour  certaines  va- 
leurs déterminées  des  variables  correspoodanlet. 

Une  recherche  de  cette  nature  correspond 
exactement,  dans  l'analyse  transcendante,  àla ré- 
solution numérique  des  équations  dans  l'analyse 
ordinaire.  Ne  pouvant  obtenir  le  plus  souvent  la 
véri  table  intégrale ,  celle  qu'on  nomme  par  oppo- 
sition, l'inti^rale  générale  ou  indéfinie^  c'est-à- 
dire,  la  fonction  qui,  différentiée,  a  produit  la 
formule  ditFérenticlle  proposée,  les  analystes  ont 
dîî  s'attacher  à  déterminer,  du  moins,  sans  cou- 
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naître  une  telle  fonction,  les  valeurs  numérique» 
particulières  qu'elle  prendrait  en  assignant  aux 
variables  des  valeurs  désignées.  C'est  évidemment 
résoudre  la  question  arithmétique  y  sans  avoir 
préalablement  résolu  la  question  algébrique  cor- 
respondante^ qui^  le  plus  souvent  9  est  précisé-' 
ment  la  plus  importante.  Une  telle  analyse  est 
donc  par  sa  nature  >  aussi  imparfaite  que  nous 
avons  vu  l'être  la  résolution  numérique  deséqua- 
tions. Elle  présente  y  comme  celle-ci ,  une  con- 
fnsion  vicieuse  du  point  de  vue  arithmétique  avec 
le  point  de  vue  algébrique;  doù  r&ultent,  soit 
sous  la  rappoi^t  purement  logique  y  soit  relative- 
ment aux  applications  y  des  inconvénièns  analo- 
gues. Je  puis  donc  me  dispenser  de  reproduire  ici 
les*  considérations  indiquées  dans  la  cinquième 
leçon  au  sujet  de  l'algèbre.  On  conçoit  néanmoins 
que  y  dans  l'imiKissibilitc  où  nous  sommes  presque 
toujours  de  connaître  les  véritables  intégrales  y  il 
est  de  la  plus  haute  importance  d'avoir  pu  obte- 
nir au  moins  cette  solution  incomplète  et  néces^ 
sairement  insuffisante.  Or  y  c'est  à  quoi  on  est 
heureusement  parvenu  aujourd'hui  pour  tous  les 
cas ,  l'évaluation  des  intégrales  définies  ayant  été 
ramenée  à  des  méthodes  entièrement  générales , 
qui  ne  laissent  à  désirer  y  dans  un  grand  nombre 
d'occasions  y  qu'une  moindre  complication  des 
calculs,  but  vers  lequel  se  dirigent  aujourd'hui 
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toules  les  Iraiisformations  spéciales  des  analystes. 
Regardant  maintenant  comme  parfaite  cette  sorte 
di arithmétique  U^anscendante ^  la  difficulté,  dans 
les  applications ,  se  réduit  essentiellement  à  ne 
faire  dépendre  finalement  la  recherche  proposée 
que  d'une  simple  détermination  d*int^rales  dé*- 
finies  y  ce  cpii ,  évidemment ,  ne  saurait  être  tou- 
jours possible,  quelque  habileté  analytique  qu'on 
puisse  employer  à  effectuer  une  transformation 
aussi  forcée. 

Par  Tenscmble  des  considérations  indiquées 
dans  cette  leçon,  on  voit  que,  si  le  calcul  diffé* 
rentiel  constitue ,  de  sa  nature,  un  système  limité 
et  parfait  auquel  il  ne  reste  plus  à  ajouter  rien 
d'essentiel,  le  calcul  intégral  proprement  dit,  ou 
le  simple  traité  de  l'intégration,  présente  néces- 
sairement un  champ  inépuisable  à  l'activité  de 
l'esprit  humain,  indépendamment  des  applica- 
tions indéOnies  dont  l'analyse  transcendante  est 
évidemment  susceptible.  Les  motifs  généraux  par 
lesquels  j'ai  tâché  de  faire  sentir,  dans  la  cin- 
quième leçon,  l'impossibilité  de  découvrir  jamais 
^  la  résolution  algébrique  des  équations  d'un  degré 
et  d'une  forme  quelconques,  ont  sans  aucun  doute, 
infiniment  plus  de  force  encore  relativement  à  la 
recherche  d'un  procédé  unique  d'intégration  y  in- 
variablement applicable  à  tous  les  cas.  C'esL  , 
dit  Lagrange ,   un  de  ces  pt-ohlèmes  dont  on  ne 
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saurait  espérer  de  solution  générale^  Plus  on  mé- 
ditera sur  ce  sujet ,  plus  on  sera  convaincu ,  je  ne 
crains  pas  de  l'affirmer  ^  qu'une  telle  recherche 
est  totalement  chimérique ,  comme  étant  beau- 
coup trop  supérieure  à  la  faible  portée  de  notre 
intelligence ,  bien  que  les  travaux  des  géomètres 
doivent  certaincn^ent  augmenter  dans  la  suite 
Tensemble  de  nos  connaissances  acquises  sur  l'in- 
tégration, et  créer  aussi  des  procédés  d*une  plus 
grande  généralité.  L'analyse  transcendante  est 
encore  trop  près  de  sa  naissance  ^  il  y  a  surtout 
trop  peu  de  temps  qu  elle  est  conçue  d'une  ma- 
niâre  vraiment  rationelle^  pour  que  nous  puissions 
nous  faire  une  juste  idée  de  ce  qu'elle  pourra  de- 
venir un  jour.  Mais,  quelles  que  doivent  être  nos 
légitimes  espérances,  n'oublions  pas  déconsidérer 
avant  tout  les  limites  imposées  par  notre  constitu- 
tion intellectuelle ,  et  qui^  pour  n'être  pas  suscep- 
tibles d'une  détermination  précise ,  n'en  ont  pas 
moins  une  réalité  incontestable. 

Au  lieu  de  tendre  à  imprimer  au  calcul  des 
fonctions  indirectes ,  tel  que  nous  le  concevons 
aujourd'hui  y  une  perfection  chimérique ,  je  ^uis 
porté  à  penser  que  lorsque  les  géomètres  auront 
épuisé  les  applications  les  plus  importantes  de 
notre  analyse  transcendante  actuelle  j  ils  se  crée- 
ront plutôt  de  nouvelles  ressources  ^  en  changeant 
le  mode  de  dérivation  des  quautitoes  auxiliaires 
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iutroduitcs  pour  faciliter  rétablissement  des  équa- 
tions,  et  dont  la  formation  pourrait  suivre  une  in- 
finité d'autres  lois  que  la  relation  très-simple  qui 
a  été  choisie,  d  après  une  conception  que  j  ai  déjà 
indiquée  dans  la  quatrième  leçop.  Les  moyens  de 
cette  nature  me  p^rçiissept  susceptibles ,  en  eux- 
mêmes,  dupe  pUis  g^iandc  fécondité  que  ceux  qui 
consi^teraiQnt  seulement  à  pousser  plus  loin  notre 
calcul  actuel  des  fonctions  indirectes.  C'est  ime 
pensée  que  je  soumets  9ux  géomètres  dont  les 
méditations  ae  sopt  tournées  vers  la  philosophie 
générale  de  l'analyse*  .    . 

Du  reste,  quoique  j'aie  dû,  dans  l'exposition 
sommaire  qui  était  l'objet  propre  de  cette  leçon  > 
rendre  sensible  l'état  d'extrême  imperfection  où 
se  trouve  encore  le  calcul  intégral,  on  aurait  une 
fausse  idée  des  ressources  générales  de  l'analyse 
transcendante  ,  si  on  accordait  à  cette  considéra*- 
tion  une  trop  grande  importance.  Il  en  est  ici ,  en 
effet,  comme  dans  l'analyse  ordinaire ,  où  l'on  est 
parvenu  à  utiliser,  à  un  degré  immense,  un  très* 
petit  nombre  de  connaissances  fondamentales  sur 
la  résolution  des  équations.  Quelque  peu  avancés 
qu'ils  soient  réellement  jusqu'ici  dans  la  science 
des  ijilogrations,  les  géomètres  n'en  ont  pas  moins 
lire  ,  de  notions  abstraites  aussi  peu  multipliées  , 
la  solution  d'une  mullitude  de  questions  de  pre- 
mière iuipoiianeeen  géométrie  ,  en  niceanique  . 
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en  thermologie ,  etc.  L'explication  philosophique 
de  ce  douhie  fait  général  résulte  de  l'importance 
et  de  la  portée  nécessairement  prépondérantes 
des  connaissances  abstraites,  dont  la  moindre  se 
trouve  naturellement  correspondre  à  une  foule 
de  recherches  concrètes,  l'homme  n'ayant  d'autre 
ressource  pour  l'extension  successive  de  ses  moyens 
intellectuels  ,  que  dans  la  considération  d'idées 
de  plus  en  plus  abstraites  et  néanmoins  positives. 
Pour  achever  de  faire  connaître,  dans  toute 
son  étendue,  le  caiact^re  philosophique  de  Ta- 
nalyse  transcendante,  il  me  reste  à  considérer  une 
dernière  conception  par  laquelle  l'immortel  La* 
grange,  que  nous  retrouvons  sur  toutes  les 
grandes  voies  de  la  science  mathématique ,  a  ren- 
du cette  analyse  encore  plus  propre  à  faciliter 
l'établissement  des  équations  dans  les  problèmes 
les  plus  difficiles,  en  considérant  une  classe  d'é- 
quations encore  plus  indirectes  que  les  équations 
différentielles  proprement  dites.  C'est  le  calcul 
ou  plutôt  la  méthode  des  \^ariations ,  dont  l'appré- 
ciation générale  sera  l'objet  de  la  leçon  suivante* 
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HUITIEME  LEÇON. 


SoMMAiiiB.  Considérations  générales  sur  le  calcul  des  ▼arîatîoiis. 

Afin  de  saisir  avec  plus  de  facilite  le  caractère 
philoso{iliique  de  la  méthode  des  variations  ,  il 
convient  d  abord  de  considérer  sommairement  la 
nature  spéciale  des  problèmes  dont  la  résolution 
générale  a  nécessité  la  formation  de  cette  analyw 
hyper-transcendante.  Ce  calcul  est  encore  trop 
près  de  son  origine  ,  les  applications  en  ont  été 
jusqu'ici  trop  peu  variées ,  pour  qu'on  pût  en  con- 
cevoir une  idée  générale  suffisamment  claire  ,  si 
je  me  bornais  à  une  exposition  purement  abstraite 
de  sa  théorie  fondamentale  ,  bien  qu'une  telle  ex- 
position doive  être  ensuite  ,  sans  aucun  doute  , 
l'objet  principal  et  définitif  de  cette  leçon. 

Les  questions  mathématiques  qui  ont  donné 
naissance  au  calcul  des  variations  consistent , 
en  général ,  dans  la  recherche  des  maxima  et  des 
minima  de  certaines  formules  intégrales  indéter- 
minées y  qui  expriment  la  loi  analytique  de  tel  ou 
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tel  phénomène  géométrique  ou  mécanique ,  cou- 
sidéré  indépendamment  d'aucun  sujet  particulier. 
Les  géomètres  ont  désigné  pendant  long-temps 
toutes  les  questions  de  ce  genre  par  le  ndm  com- 
mun de  problèmes  des  isopérimètres ,  qui  ne  con- 
vient cependant  qu'au  plus  petit  nombre  d'entre 
elles. 

Dans  la  théorie  ordinaire  des  niaxitna  et  mi- 
nimal on  se  propose  de  découvrir^  relativement 
à  une  fonction  donnée  d'une  seule  ou  de  plusieurs 
variables ,  quelles  valeurs  particulières  il  faut  as- 
signer à  ces  variables  pour  que  la  valeur  corr^- 
pondante  de  la  fonction  proposée  soit  im  inaxi- 
muni  ou  un  minimum  ,  par  rapport  à  celles  qui 
précèdent  et  qui  suivent  immédiatepieut  >  c'est- 
à-dire  qu'on  cherche  y  à  proprement  parler,  à 
quel  instant  la  fonction  cesse  de  croître  pour  com- 
mencer à  décroître ,  ou  réciproquement.  Le  qal- 
cul  différentiel  suffit  pleinement  ^  cpmme  on  sait» 
à  la  résolution  générale  de  cette  classe  dç  ques-* 
lions,  en  montrant  que  les  valeurs  des  diverse^  va- 
riables qui  conviennent,  soit  au  maximum,  soà  t  au 
minimum ,  doivent  toujours  rendi-e  nulles  les  dif-» 
férentes  dérivées  du  premier  ordre  de  la  fonction 
donnée,  prises  séparément  par  rapport  à  chaque 
variable  indépendante;  et  en  indiquant  déplus 
un  caractère  propre  à  distinguer  le  maximum  du 
minimum,  qui  consiste,  dans  le  cas  d'une  fonc-^ 
tion  d'une  seule  variable ,  par  exemple ,  en  ce  que 
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la  fonction  dérivée  du  second  ordre  doit  prendre 
une  valeur  négative  pour  le  maximum,  et  posilivc 
pour  le  minimum.  Telles  sont ,  da  moins  ,  les 
conditions  fondamentales  qui  se  rapportent  an 
plus  grand  nombre  des  cas;  les  modi&cations'qa'cl- 
les  doivent  snbir  ponr  que  la  théorie  soit  complé- 
tementupplieablc  h.  certaines  questions ,  sont  d'ail- 
leurs également  assujetties  h  des  règles  abstraites 
aussi  invariables ,  quoiqae  plus  compliquées. 

Ija  construction  de  cette  tbéorie  générale  ayant 
fait  disparaître  nécessairement  te  principal  inté- 
rêt que  les  questions  de  ce  genre  pouvaient  inspi- 
rer aux  géomètres  ,  ils  se  sont  élevés  presque  aus- 
sitôt &  la  considération  d'un  nouvel  ordre  de 
problèmes,  à  la  fols  beaucoup  plus  importans  et 
d'une  difficolté  bien  supérieure ,  ceux  des  iscpé- 
rimètres.  Ce  ne  sont  plus  alors  les  valeurs  des 
variables  propres  au  maximum  ou  au  minimum 
d'une  fonction  donnée ,  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
C'est  la  forme  de  la  fonction  elle-même  qu'on  se 
propose  de  découvrir ,  d'après  la  condition  du 
maximum  ou  du  minimum  d'une  certaine  inté- 
grale définie,  seulement  indiquée  ,  qui  dépend  de 
cette  fonction. 

La  plus  ancienne  question  de  cette  nature  est 
celledu  solide  dcmoindre  résistance,  traitée  par 
Newton,  dans  le  second  livre  des R'indpes ,  où 
il  détermine  quelle  doit  être  la  courbe  méridienne 
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d'un  solide  de  révolution ,  pour  que  la  rÀistanoe 
éprouvée  par  ce  corps  dans  le  sens  de  son  axe^  en 
traversant  avec  une  vitesse  quelconque  un  fluide 
immobile  9  soit  la  plus   petite  possible.  Biais  la 
marche  suivie  par  Nowton  n  avait  point  un  ca-^ 
ractère  assez  simple ,  assez  général  et  surtout  asses 
analytique ,  par  la  nature  de  sa  méthode  spéciale 
d'analyse  transcendante ,  pour  qu'une  telle  solu- 
tion pût  suffire  à  entraîner  les  géomètres  vers  ce 
nouvel  ordre  de  problèmes.  L'impulsion  vraiment 
décisive  à  cet  ^ard  ne  pouvait  guère  partir  que  de 
l'un  des  géomètres  occupéssur  le  continent  à  élabo- 
rer et  à  appliquer  la  méthode  infinitésimale  pro- 
prement  dite.  C'est  ce  que  fit,  eu  i6g5,  Jean 
Bernouilli ,  en  proposant  le  problème  célèbre  delà 
brachystochrone,  qui  suggéra  depuis  une  si  lon- 
gue suite  de  questions  analogues.  U  consiste  à  dé- 
terminer la  courbe  qu'un  corps  pesant  doit  suivre 
pour  descendred'un  point  à  un  autre  dans  le  temps 
le  plus  court.  En  se  bornant  à  la  simple  chute 
dans  le  vide ,  seul  cas  qu'on  ait  d'abord  considéré, 
on  trouve  assez  facilement  que  la  courbe  cherchée 
doit  être  une  cycloïde  renversée ,  à  base  horizon- 
tale y  ayant  son  origine  au  point  le  plus  élevé.  Mais 
la  question  peut  être  singulièrement  compliquée, 
soit  en  ayant  ^ard  à  la  résistance  du  milieu  »  soit 
en  tenant  copripte  du  changement  d'intensité  de 
la  pesanteur. 
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Quoique  cette  nouvelle  classe  de  problème» 
ait  été  primitivement  fournie  par  la  mécanique , 
c'est  néiinmoins  tians  la  géométrie  qu'on  a  puisé 
plus  tard  les  sujets  des  principales  recherches. 
Ainsi ,  on  s'est  proposé  de  découvrir ,  parmi  toutes 
les  courbes  de  même  contour  tracées  entre  deux 
points  donnés,  quelle  est  celle  dont  l'aire  est  un 
maximum  ou  un  minimum ,  d'où  est  venu  pro- 
prement le  nom  de  problème!  des  ipérimètreM; 
ou  bien  on  a  demandé  que  le  maximum  et  le  nw- 
nimum  eussent  lieu  pour  la  surface  engemlrëeper 
la  révolution  de  la  courbe  cherchée  autour  d'un 
axe,  ou  pour  le  volume  correspondant}  dan* 
d'autres  cas,  c'éuitlahauteurverticaleducentre 
degravilé  de  la  courbe  inconnue,  ou  de  la  surface 
et  du  volume  qu'elle  pouvait  engendrer,  qui  devait 
devenir  un  maximum  ou  un  minimum,  etc.  En- 
fin ,  ces  problèmes  ont  été  successivement  variés 
et  compliqués ,  pour  ainsi  dire  à  l'infini ,  par  les 
Bernouilli,  par  Taylor^  et  surtout  par  Ëuler, 
avant  que  Lagrange  en  eût  assujetti  la  solution  à 
une  méthode  abstraite  et  entièrement  générale , 
dont  la  découverte  a  fait  cesser  remprcsscment 
des  géotn<  très  pour  un  tel  ordre  de  recherches. 
Il  ne  s'agît  point  ici  de  tracer ,  même  sommaire- 
ment, l'histoire  de  cette  partie  supérieure  des 
mathématiques,  quelque  intéressante  qu'elle  fût. 
Je  n'ai  fait  l'énumératinn  de  ceruines  questions 
principales    choisies   parmi  les    plus    simples , 
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quafin  de  rendre  sensible  la  destination  générale 
qu'avait  essentiellement ,  i!i  sou  origine ,  la  mé- 
thode des  variations. 

Ou  voit  que^  considérés  sous  le  point  de  vue 
analytique  y  tous  ces  problèmes  consistent,  par 
leur  nature  9  c\  déterminer  quelle  forme  doit  avoir 
une  certaine  fonction  inconnue  dune  ou  de  plu- 
sieurs variables ,  pour  que  telle  ou  telle  int^ale 
dépendante  de  cette  fonction  se  trouve  avoir ,  en- 
tre des  limites  assignées ,  une  valeur  qui  soit  un 
maximum  ou  un  minimum ,  relativement  à  toutes 
celles  qu'elle  prendrait  si  la  fonction  cherchée 
avait  une  autre  forme  quelconque.  Ainsi ,  par 
exemple  y  dans  le  problème  de  la  brachystocbrone, 
on  sait  que  sij'=f(z)  ,  x=^(z)  ,  sont  les  équa- 
tions rectilignes  de  la  courbe  cherchée  y  en  sup- 
posant les  axes  des  x  et  des  ^  horizontaux ,  et 
l'axe  z  des  vertical,  le  temps  delà  chute  d'un  corps 
pesant  le  long  de  cetle  courbe,  depuis  le  point 
dont  l'ordonnée  est  Zi  jusqu'à  celui  dont  l'ordon- 
née est  z»  est  généralement  exprimé  par  l'intégrale 
définie  (i). 


— 

2  gZ  * 


(i)  JVmploic  In  notation  simple  et  lumineuse  proposée  par 
M.  Fonrier,  pour  designer  les  intégrales  définies ,  en  mention- 
nant distinctement  leurs  limites. 
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B.  11  faut  donc  trouver  quelles  doivent  ctie  les 
fsdeux  fonctions  inconnuesy  et  ^  pour  que  cette  in- 
tégrale soit  un  minimum.  De  même,  demander 
quelle  est ,  iiarnii  toutes  les  courbes  planes  isopé- 
rimètres,  celle  qui  renferme  la  plus  grande  aire, 
c'est  proposer  de  trouver ,  parmi  toutes  les 
fonctions  f  {jS)  qui  peuvent  donner  ù  l'inté- 
grale 


^^Bîuu 
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ic  certaine  valeur  constante  ,  celle  qui  rend  un 
maximum  l'int^rale  j  f  {pc)  dx  ,  prise  entre 
les  mêmes  limites.  11  en  est  évidemmenl  tou- 
jours ainsi  dans  toutes  les  autres  questions  de  ce 
genre. 

Dans  les  solutions  que  les  géomètres  donnaient 
de  ces  problèmes  avant  Lagrange,  onseproposait 
essentielle  me  ni  de  les  ramener  à  la  tliéorie  ordi- 
naire des  maxima  et  minima.  Mais  les  moyens 
employés  pour  effectuer  cette  transformation  con- 
sistaient eu  de  simples  artifices  particuliers,  pro- 
pres à  cbaque  cas,  et  dont  la  découverte  ne  com- 
portait point  de  régies  invariables  et  certaines,  en 
sgrtc  que  toute  question  vraiment  nouvelle  repro- 
duisait constamment  des  difBcultés  analogues, 
sans  que  les  solutions  déjà  obtenues  pussent  être 
^^L    réellement  d'aucun  secours  essentiel ,  autrement 

^^H  TOME 
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que  par  les  habitudes  qu'elles  avaient  fail  con- 
tracter h  l'intelligeDce.  En  un  mot ,  cette  branche 
des  mathématiques  préaeatait  alors  l'imperfection 
nécessaire  qui  existe  constamment  tant  qu'on  n'est 
point  parvenu  a  saisit  distinctement ,  pour  la  trai- 
ter d'une  manière  abstraite  et  dès-lors  gënérale , 
la  partie  commune  à  toutes  les  questions  d'une 
même  classe. 

En  cherchant  &  réduire  tous  les  divers  problè- 
mes des  isopérimètres  à  dépendre  d'une  analyse 
commune  ,  organisée  abstraitement  en  un  calcul 
distinct ,  Lagrange  a  été  conduit  à  concevoir  une 
nouvelle  nature  de  dilférentiations  ,  auxquelles  il 
a  appliqué  la  caractéristique  S' ,  en  réservant  la 
caractéristique  d  pour  les  simples  différentielles 
ordinaires.  Ces  différeolielles  d'une  espèce  nou- 
velle ,  qu'il  a  désignées  sous  le  nom  de  variations, 
consistent  dans  les  accroissemens  infiniment  pe- 
tits que  reçoivent  les  inl^rales ,  non  en  vertu 
d'accroissemens  analogues  de  la  part  des  variables 
correspondantes,  comme  pour  l'analyse  transcen- 
dante ordinaire  ,  mais  en  supposant  que  la  forme 
de  la  fonction  placée  sous  le  signe  d'intégration 
vienne  à  clianger  infiniment  peu.  Cette  distinc- 
tion se  conçoit ,  par  exemple ,  avec  facilité ,  re  ■ 
lativement  aux  courbes ,  où  l'on  voit  l'ordonnëe 
ou  toute  autre  variable  de  la  courbe,  comporter 
deux  sortes  de  différentielles  évidemment  li-ès-dif- 
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férentes ,  auivantque  l'oa  passe  d'un  point  àunau- 
tre  infiniment  voisin  sur  la  même  courbe,  ou  bien 
au  point  correspondant  de  la  courbe  infiniment 
Toisîne  produite  parunc  certaine  modification  dé- 
terminée de  la  première  (i).  Il  est  clair,  du  reste , 
que ,  par  leur  nature  j  les  variations  relatives  de 
diverses  grandeurs  liéçs  entre  elles  par  des  lois 
quelconques  ,  se  calculent ,  à  la  caractéristique 
près,  exactement  de  la  même  manière  que  les  dif- 
férentielles. Enfin,  on  déduit  Clément  de  la  no- 
tion générale  des  variations  les  principes  fonda- 
mentaux de  r.tlgorithme  propre  à  cette  méthode 
et  qui  consistent  simplement  dans  la  faculté  évi- 
dente de  pouvoir  transposer  h  volonté  les  caracté- 
ristiques spécialement  affectées  aux  variations 
avant  ou  après  celles  qui  correspondent  aux  dif- 
férentielles ordinaires. 

Cette  conception  abstraite  une  fois  formée , 
I-âgrange  a  pu  réduire  aisément,  de  la  manière 
la  plus  générale,  tous  tes  problèmes  des  isopéri- 
mètres à  la  simple  théorie  ordinaire  des  maxitna 
et  des  minima.  Pour  se  faire  une  idée  nette  de 
cette  grande  et  heureuse  transformation  ,  il  faut 

(i)  Ltïbnili  avait  il<!)ï  considcn;  Ucomparaison  d'une  courbe  b 
une  autre  inrinlmenl  v(ii«ne  ;  c'est  ce  qu'il  appelai!  différrnliatio 
de  eurvâ  in  curvam.  Mai)  celle  coniparaiMn  n'avait  aucune  ■!<•- 
logîe  avec  lu  cauccplion  de  Lagrange.  lei  caachnfie  l.eïbnilt 
êlant  renfermée)  dam  une  même  équation  gcnemle  ,  d'uù  ellet  te 
aéévhtnl  par  le  simple  changement  d'une  conilanle  arbitraire. 
32. 
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prâtlablcmenL  considérer  une  distiDctiou  esseo- 
tielle  ii  laquelle  donnent  lieu  les  diverses  questions 
des  isopérimètres. 

On  doit ,  en  effet,  partager  ces  recherches  en 
deux  classes  générales^  selon  que  les  maxima  et 
minima  demandes  sont  absolus  ou  relatifs ,  pour 
employer  les  expressions  abrégées  des  géomètres. 
Le  premier  cas  est  celui  oiî  les  int^rales  définies 
indéterminées  dont  on  cherche  le  maximum  ou 
le  minimum,  ne  sont  assujetties,  par  la  naturedu 
problème,  à  aifcune  condition^  comme  il  arrive  , 
par  exemple,  dans  le  problème  de  la  brachysto- 
chrone^  où  il  s'agit  de  choisirentre toutes  les  cour- 
bes imaginables.  Le  second  cas  a  lieu,  quand,  au 
contraire,  lesinlégrales  variables nepeuventchan- 
ger  que  suivant  certaines  conditions,  consistant 
ordinairement  en  ce  que  d'autres  inl^ales  défi- 
nies, dépendant  également  des  fonctions  cher- 
chées ,  conservent  constamment  une  même  va- 
leur donnée;  comme,  par  exemple,  dans  toutes 
les  questions  géométriques  concernant  les  figures 
isi^rimètres  proprement  dites ,  et  oii ,  par  la  na- 
ture du  problème,  l'intégrale  relative  à  la  lon- 
gueur de  la  courbe  ou  à  l'aire  de  la  surface,  doit 
rester  constante  pendant  le  changement  de  celle 
qui  est  l'objet  de  la  recherche  proposée. 
•  Le  calcul  des  variations  donne  immédiatement 
la  solution  générale  des  questions  de  la  première 
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espèce.  Car^  il  suit  évidemment  de  la  théorie  or- 
dinaire des  maxima  et  minima ,  que  la  relation 
cherchée  doit  rendre  nulle  la  variationde  l'inté- 
grale proposée  par  rapport  à  chaque  variable  in- 
dépendante^ ce  qui  donne  la  condition  commune 
au  maximum  et  au  minimum  ;  et ,  conune  carac- 
tère propre  à  distinguer  l'un  de  l'autre ,  que  la 
variation  du  second  ordre  de  la  même  int^rale 
doit  être  n^ativc  pour'^le  maximum  et  positive 
pour  le  minimum.  Ainsi ^  par  exemple,  dans  le 
problème  delà  brachystochrone^  on  aura ^. pour 
déterminer  la  nature  de  la  courbe  cherchée, 
l'équation  de  condition , 


2gZ 


qui ,  se  décomppsant  eu  deux ,  par  rapport  aux 
deux  tbnctions  inconnues^  et  <p  qui  sont  indépen- 
dantes l'une  de  l'autre ,  exprimera  complètement 
la  définition  analytique  de  la  courbe  demandée. 
La  seule  difficulté  propre  à  cette  nouvelle  analyse 
consiste  dans  l'élimination  de  la  caractéristique 
<r^  pour  laquelle  le  calcul  des  variations  fournit 
des  règles  invariables  et  complètes  ,  fondées  ,  en 
général ,  sur  le  procédé  de  l'int^ration  par  par- 
ties 9  dont  Lagrange  a  su  tirer  ainsi  un  parti  im- 
mense. Le  but  constant  de  cette  première  élabo* 
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i*ation  analytique  >  dans  rexposition  de  laquelle 
je  ne  dois  nullement  entrer  ici ,  est  de  faire  par- 
venir aux  ëquations  différentielles  proprement 
dites  ,  ce  qui  se  peut  toujours  y  et  par*là  la  ques- 
tion rentre  dans  le  domaine  de  lanalyse  transcen- 
dante ordinaire ,  qui  achève  la  solution  y  du  moins 
en  la  ramenant  à  l'algèbre  pure ,  si  on  sait  effec- 
tuer l'int^ration.  La  destination  générale ,  pro- 
pre à  la  méthode  des  variations,  est  d'opérer  cette 
transformation ,  pour  laquelle  Lagrange  a  établi 
des  règles  simples,  invariables,  et  d'un  succès 
toujours  assuré. 

Je  ne  dois  pas  n^liger,  dans  cette  rapide  in- 
dication générale ,  de  faire  remarquer,  comme 
un  des  plus  grands  avantages  spéciaux  de  la  mé- 
thode des  variations  comparée  aux  solutions  iso- 
lées qu'on  avait  auparavant  des  problèmes  des 
isopérimètres,  l'importante  considération  de  ce 
que  Lagrange  appelle  les  équations  aux  li- 
mites y  entièrement  négligées  avant  lui,  et  sans 
lesquelles  néanmoins  la  plupart  des  solutions 
particulières  restaient  nécessairement  incom- 
plètes. Quand  les  limites  des  int^ales  pro- 
posées doivent  être  .fixes  ,  leurs  variations 
étant  nulles  ,  il  ny  a  pas  lieu  d*en  tenir 
compte.  Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  quand  ces  li- 
mites, au  lieu  d'être  rigoureusement  invaria- 
bles, sont  assujetties  seulement  à  certaines  con- 
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ditions;  comme,  par  exemple ,  si  les  deux  points 
entre  lesqueb  doit  être  tracée  la  courbe  cher- 
chée ne  sont  pas  fixes ,  et  doivent  seulement  rester 
sur  des  lignes  ou  des  surfaces  données.  Alors , 
il  faut  avoir  égard  aux  variations  de  leurs  coor- 
données,  et  établir  enlr'elles  les  relations  corres- 
respondantes  aux  équations  de  ces  lignes  ou  de 
ces  surfaces  t 

Cette  considération  essentielle  n'est  que  le 
dernier  complément  d'une  considération  plus 
générale  et  plus  importante  relative  aux  varia- 
tions des  diverses  variables  indépendantes.  Si 
ces  variables  sont  réellement  indépendantes  les 
les  unes  des  autres,  comme  lorsqu'on  compare 
toutes  les  courbes  imaginables  susceptibles  d'ê- 
tre tracées  entre  deux  points^  il  en  sera  de  même 
de  leurs  variations,  et  par  suite  les  termes  rela- 
tifs à  chacune  de  ces  variations  devront  être  sé- 
parément nuls  dans  l'équation  générale  qui  ex«- 
prime  le  maximum  ou  le  minimum.  Mais  si,  au 
contraire,  on  suppose  les  variables  assujetties  à 
de  certaines  conditions  quelconques,  il  faudra 
tenir  compte  de  la  relation  qui  en  résulte  entre 
leurs  variations  ,  de  telle  sorte  que  le  nombre 
des  équations  dans  lesquelles  se  décompose  alors 
cette  équation  générale  soit  toujours  égal  à  ce- 
lui seulement  des  variables  qui  restent  vraiment 
indépendantes.  C'est  ainsi ,  par  exemple,  quau 
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lieu  de  chercher  le  plus  court  chemin  pour  aller 
d'un  point  à  un  autre  ^  ^i  choisissant  parmi  tous 
les  chemins  possibles^  on  peut  se  proposer  de 
trouver  seulement  quel  est  le  plus  court  entre 
tous  ceux  qu'on  peut  suivre  sur  une  surface  quel- 
conque donnée ,  question  dont  la  solution  géné- 
rale constitue  certiinement  une  des  plus  belles 
applications  de  la  méthode  des  variations. 

Les  problèmes  où  l'on  considère  de  telles 
conditions  modificatrices  se  rapprochent  beau- 
coup, par  leur  nature ,  de  la  seconde  classe  gé- 
nérale d'applications  de  la  méthode  des  varia- 
tions, caractérisée  ci-dessus  comme  consistant 
dans  la  recherche  desmaxima  et  minima  relatifs. 
Il  y  a  néanmoins,  entre  les  deux  cas ,  cette  diffé- 
rence essentielle,  que ,  dans  ce  dernier,  la  modi- 
fication est  exprimée  par  une  intégrale  qui  dé- 
pend de  la  fonction  cherchée ,  tandis  que ,  dans 
1  autre,  elle  se  trouve  désignée  par  une  équâtiou 
finie  qui  est  immédiatement  donnée.  On  conçoit 
par  là,  que  la  recherche  des  maxima  et  minima 
relatifs  est  toujours  et  nécessairement  plus  com- 
pliquée que  celle  des  maxima  et  minima  absolusm 
Heureusement,  un  théorème  général  fort  im- 
portant^ trouvé  avant  l'invention  du  calcul  des 
variations^  et  qui  est  une  des  plus  belles  décou- 
vertes dues  au  génie  du  grand  Euler,  doime  un 
moyen  uniforme  et  très-simple  de  faire  rentrer 
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CCS  deux  classes  de  questions  l'iuie  dans  l'autre. 
Il  consiste,  en  ce  que  si  Ton  ajoute  à  l'intégrale 
qui  doit  être  un  maximum  ou  un  minimu^i  un 
multiple  constant  et  indéterminé  de  celle  qui 
doit  rester  constante  par  la  nature  du  problème, 
il  suffira  de  chercher,  suivant  le  procédé  général 
de  Lagrange,  ci-dessus  indiqué^  le  maximum  ou 
le  minimum  absolu  de  cette  exfnwssion  totale. 
On  peut  aisément  concevoir,  tsi  e£fet,  que  la 
partie  de  la  variation  complète  qui  proviendrait 
de  la  dernière  int^rale  doit  aussi  hiea  être  nulle, 
à  cause  de  la  constance  de  celle-ci,  que  la  por- 
tion due  à  la  première  int^rale,  qui  s'anéantit 
en  vertu  de  l'état  maximum  ou  minimum.  Ces 
deux  conditions  distinctes ,  s'accordent  évidem- 
ment pour  produire,  sous  ce  rapport,  des  effets 
exactement  semblables. 

Telle  est ,  par  aperçu ,  la  manière  générale 
dont  la  méthode  des  variations  s'applique  à  toutes 
les  diverses  questions  qui  composent  ce  qu'on 
appelait  la  théorie  des  isopérimètres.  On  aura 
sans  doute  remarqué  dans  cette  exposition  som- 
maire, à  quel  degré  s'est  trouvée  utilisée  par 
cette  nouvelle  analyse  la  seconde  propriété  fon- 
damentale de  l'analyse  transcendante,  appréciée 
dans  la  sixième  leçon,  savoir  :  la  gcuéralitc  des 
expressions  infinitésimales  pour  représenter  uu 
même  phénomène  géométrique  ou  mécanique , 
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en  quelque  corps  qu'il  soit  considéré.  C'est,  en 
effet,  sur  cette  généralité  que  sont  fondées,  par 
leur  nature ,  toutes  les  solutions  dues  à  la  mé- 
thode des  variations.  Si  une  formule  unique  ne 
pouvait  point  exprimer  la  longueur  ou  Taire  de 
toute  courbe  quelconque ,  si  on  n  avait  point 
une  autre  formule  fixe  pour  désigner  le  temps  de 
la  chute  d'un  corps  pesant,  suivant  quelque  ligne 
qu'il  descende,  etc.,  comment  eût<-il  été  possible 
de  résoudre  des  questions  qui  exigent  inévita- 
blement, par  leur  nature  ,  la  considération  si- 
multanée de  tous  les  cas  que  peuvent  déterminer 
dans  chaque  phénomène  les  divers  sujets  qui  le 
manifestent? 

Quelle  que  soit  Textréme  importance  delà  théo- 
rie des  isopérimètres,  et  quoique  la  méthode  des 
variations  nait  eu  primitivement  d'autre  objet 
que  la  résolution  rationnelle  et  générale  de 
cet  ordre  de  problèmes ,  on  n'aurait  cependant 
qu'une  idée  incomplète  de  cette  belle  analyse  , 
si  on  bornait  là  sa  destination.  En  effet ,  la  con- 
ception abstraite  de  deux  natures  distinctes  de 
différeatiations ,  est  évidemment  applicable  non- 
seulement  aux  cas  pour  lesquels  elle  a  été  créée  , 
mais  aussi  à  tous  ceux  qui  présentent ,  par  quel- 
que cause  que  ce  soit ,  deux  manières  différentes 
de  £aiire  varier  les  mêmes  grandeurs.  C'est  ainsi 
que  Lagrange  lui-même  a  fait,  daus  sa  mécanique 
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anairtùfue,une  immenseapi^icatioii  capiuledeson 
ca]culdeavarûlioiu,eareinployabtà  distinguer  la 
deux  «ortet  de  cbangemens  (pie  présentent  si  na- 
turellement les  questions  de  mécanique  ration- 
nelle pour  les  divers  points  que  l'on  considère, 
suivant  que  l'on  compare  les  positions  successives 
qu'occupe,  en  vertu  du  mouvement,  un  même 
point  de  chaque  corps  dans  deux  instans  consé- 
cutifs ,  ou  que  l'on  passe  d'un  point  du  corps  & 
un  autre  dans  le  même  instant.  L'une  de  ces  com- 
paraisons produit  les  différentielles  ordinaires  ; 
l'autre  donne  lieu  aux  variations ,  qui  ne  sont ,  là 
comme  partout,  que  des  différentielles  prises  sous 
un  nouveau  point  de  vue.  C'est  dans  une  telle 
acception  générale  qu'il  faut  conce  oir  le  calcul 
des  variations,  pour  apprécier  convenablement 
l'importance  de  cet  admirable  instrument  logi- 
que, le  plus  puissant  que  l'esprit  humain  ait 
construit  jusqu'ici. 

La  méthode  des  variations  n'étant  qu'une  im- 
mense extension  de  l'analyse  transcendante  géné- 
rale ,  je  n'ai  pas  besoin  de  constater  spécialement 
qu'elle  est  susceptible  d'être  envisagée  sous  les 
divers  points  de  vue  fondamentaux  que  comporte 
le  calcul  des  fonctions  indirectes ,  considéré  dans 
son  ensemble.  Lagrange  a  inventé  le  calcul  des 
variations  d'après  la  conception  infinitésimale 
proprement  dite ,  et  même  bien  avant  d'avoir  en- 
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treprisla  reconstruclion  générale  de  l'analyse  trans- 
cendante. Quand  il  eut  exécuté  cette  importante 
réformation,  il  montra  aisément  comment  elle 
pouvait  aussi  s'appliquer  au  calcul  des  variations, 
qu'il  exposa  avec  tout  le  développement  convena- 
ble, suivant  sa  théorie  des  fonctions  dérivées. 
Mais,  plus  l'emploi  de  la  méthode  des  variations 
est  difficile  pour  l'intelligence  à  cause  du  degré 
d'abstraction  supérieur  des  idées  considéra  ^ 
plus  il  importe  de  ménager  dans  son  application 
les  forces  de  notre  esprit ,  en  adoptant  la  concep- 
tion analytique  la  plus  directe  et  la  plus  rapide , 
c'est-à-dire,  celle  de  Leïbnitz.  Aussi  Lagrange 
lui-même  l'a-t-il  constamment  préférée  dans  l'im- 
portant usage  qu'il  a  fait  du  calcul  des  variations 
pour  la  mécanique  analytique.  Il  n'existe  pas , 
en  effet ,  la  moindre  hésitation  à  cet  (%ard  parmi 
les  géomètres. 

Afin  d'éclaircir  aussi  complètement  que  pos- 
sible le  caractèi^  philosophique  du  calcul  des  va- 
riations ,  je  crois  devoir  terminer  en  indiquant 
sommairement  ici  une  considération  qui  me  sem- 
ble importante,  et  par  laquelle  je  puis  le  rapprocher 
de  l'analyse  transcendante  ordinaire  à  un  plus  haut 
degré  que  Lagrange  ne  me  paraît  l'avoir  fait  (i). 

(i)  Je  me  propose  de  dcvelopper  plus  lard  celle  conside'ralion 
nouvelle ,  dans  un  travail  spécial  sur  le  calculées  variations ,  qui 
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ISous  avons  remarqué ,  d'après  Lagrange ,  dans 
la  leçon  précédente ,  la  formation  du  calcul  aux 
diSëreoces  partielles ,  créé  par  d'Âlembert  , 
comme  ayant  introduit ,  dans  l'analyse  transcen- 
dante ,  une  nouvelle  idée  élémentaire ,  la  notion 
de  deux  sortes  d'accroissemens  distincts  et  in- 
indépendans  les  uns  des  autres  que  peut  recevoir 
une  fonction  de  deux  variables,  en  vertu  du  chan- 
gement de  chaque  variable  séparément.  C'est  ainsi 
que  l'ordonnée  verticale  d'une  surface ,  ou  toute 
autre  grandeur  qui  s'y  rapporte ,  varie  de  deux 
manières  tout-à-fait  distinctes  et  qui  peuvent  sui- 
vre les  lois  les  plus  diverses ,  en  faisant  croître 
tantôt  l'une  tantôt  l'autre  des  deux  coordonnées 
horizontales.  Or,  une  telle  considération  me  sem- 
ble très-rapprochéc ,  par  sa  nature  ,  de  celle  qui 
sert  de  base  générale  à  la  méthode  des  variations. 
Celle-ci ,  en  eSet,  n'a  réellement  faitautre  chose 
que  transporter  aux  variables  indépendantes  clle»- 
mcmes  la  manière  de  voir  déjà  adoptée  pour  les 
fonctions  de  ces  variables ,  ce  qui  en  a  singulière- 
ment agrandi  l'usage.  Je  crois ,  d'après  cela ,  que, 
sous  le  seul  rapport  des  conceptions  fondamen- 
tales^ on  peut  envisager  le  calcul  créé  par  d'Alem- 
bert, comme  ayant  établi  une  transition  naturelle 

3  pour  objet  (le  prûHntcT  rciuemblc  de  celte  analyse  hypei^lrtni- 
cenJante  loui  un  nouveau  point  de  vue,  que  je croi*  propre  à  en 
clrndreb  porti^c  ("Anfrale. 
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et  nécessaire  entre  le  calcul  infinitésimal  ordi- 
naire et  le  calcul  des  variations,  dont  une  telle 
filiation  me  paraît  devoir  éclairciret  simplifier  la 
.notion  générale. 

Diaprés  les  diverses  considérations  indiquées 
dans  cette  leçon  ,  la  méthode  des  variations  se 
présente  comme  le  plus  haut  degré  de  perfection 
connu  jusqu'ici  de  l'analyse  des  fonctions  indi- 
rectes. Dans  son  état  primitif,  cette  dernière 
analyse  s'est  présentée  comme  un  puissant  moyen 
général  de  faciliter  1  étude  mathématique  des  phé- 
nomènes naturels,  en  introduisant,  pour  l'ex- 
pression de  leurs  lois ,  la  considération  de  gran- 
deurs auxiliaires  choisies  de  telle  manière,  que 
leurs  relations  soient  nécessairement  plus  simples 
et  plus  aisées  à  obtenir  que  celles  des  grandeurs 
directes.  Mais  la  formation  de  ces  équations  dif- 
férentielles n'était  point  conçue  comme  pouvant 
comporter  aucunes  r^les  générales  et  abstraites. 
Or  ,  l'analyse  des  variations,  considérée  sous  le 
point  de  vue  le  plus  philosophique ,  peut  être  en» 
visagée  comme  essentiellement  destinée,  par  sa 
nature,  à  faire  rentrer,  autant  que  possible  ,  dans 
le  domaine  du  calcul ,  l'établissement  même  des 
équations  différentielles,  car  tel  est,  pour  un  grand 
nombre  de  questions  importantes  etdiffîciles,reffet 
géfaéral  des  équations  2;/7r/ae5  qui, encore  plus  indi- 
rectes que  les  simples  équations  différentielles  par 
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rapport  aux  objets  pi-opres  de  ]a  recberclie ,  sont 
aussibienplusaiséesà  former,  etdesqael  les  on  peut 
ensuite ,  par  des  procédés  analytiques  invariables 
et  complets,  destiués  à  éliminer  le  nouvel  ordre 
d'infinitésimales  auxiliaires  introduit ,  déduire  ces 
équations  différentielles  ordinaires,  qu'il  eût  été 
souvent  impossible  d'établir  immédiatement.  La 
métbode  des  variations  constitue  donc  la  partie  la 
plus  sublime  de  ce  vaste  système  de  l'analyse  ma- 
thématique qui  ,  partant  des  plus  simples  élémens 
de  l'algèbre ,  organise ,  par  une  succession  d'idées 
non-ioterronipue ,  des  moyens  généraux  de  plus 
e»  plus  puissans  pour  l'étude  approfondie  de  la 
philosophie  naturelle,  et  qui,  dans  son  ensemble, 
présente ,  sansaucune  comparaison ,  le  mouument 
le  plus  imposant  ei  le  moins  équivoque  de  la  por- 
tée de  l'esprit  Immain.  Mais,  il  f<iut  reconnaître 
aussi  que  les  conceptious  habituellement  consi- 
dérées dans  la  mctliodc  des  variations  étant ,  par 
leur  nature ,  plus  indirectes  ,  plus  générales  ,  et 
surtout  beaucoup  plus  abstraites  que  toutes  les 
autres,  l'emploi  d'une  telle  méthode  exige  néces- 
sainiment,  et  d'une  manière  soutenue  ,  le  plus 
haut  degré  connu  de  contention  intellectuelle  ^ 
pour  ne  jamais  perdre  de  vue  l'objet  précis  de  la 
recberclie  en  suivant  des  raisonnemens  qui  of- 
frent à  l'esprit  des  points  d'appui  aussi  peu  déter- 
minés, et  dans  lesquels  les  signes  ne  sont  presque 
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jamais  d'aucun  secours.  Od  doit ^  sans  doute ,  at- 
tribuer en  grande  partie  à  cette  diiEculté  néces- 
saire le  peu  d'usage  réel  que  les  géomètres,  excepté 
Lagrauge,  ont  fait  jusqu'ici  d'une  conception  aussi 
admirable. 
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NEUVIÈME    LECOiX. 


SoMHAiBK.  CoDudëntioiu  génënlettur  le  calcul»»  dîftércncc* 


Les  diverses  considérations  fondamentales  in- 
diquées dans  les  cinq  leçons  précédentes  consti- 
tuent réellement  toutes  les  bases  essentidies  d'une 
exposition  complète  de  l'analyse  mathématique , 
envisagée  sous  le  point  de  vue  philosophique. 
Néanmoins,  pour  ne  négliger  aucune  conception 
générale  vraiment  importante  relative  à  cette 
analyse ,  )e  crois  devoir,  avant  de  passer  à  l'étude 
philosophique  de  la  mathéoiatique  concrète,  ex- 
pliquer très-sommairement  le  véritable  caractère 
propre  à  un  goire  de  calcul  fort  étendu  ,  et  qui, 
bien  que  rentrant  au  fond  dans  l'analyse  ordi- 
naire ,  est  cependant  encore  regardé  comme  étant 
d'une  nature  essentiellement  distincte.  Il  s'agit  de 
ce  qu'on  appelle  le  calcul  aux  différences Jinies, 
qui  sera  le  sujet  spécial  de  cette  leçou. 

TOME  I.  23 
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Ce  calcul ,  cr^  par  Ta^lor,  dsns  son  célèbre 
ouvrage  intitulé  méthodes  incrumeniontm ,  con- 
siste essentiellement ,  comme  on  sait ,  dans  la  con- 
sidération des  accroissemens  finis  ^le  reçoivent 
les  fonctions  par  suite  d'at»:roissemeQs  analogues 
de  la  part  des  variables  corresjjondantes.  Ces  ac- 
croissemens  ou  différences ,  auxquels  on  a{^li- 
que  la  caractéristique  A ,  pour  les  distinguer  des 
diffsrentielUs  ou  accroissemens  infiniment  petits, 
peuvent  être,  à  leur  tour,  envisages  comme  de 
nouvelles  fonctions  ,  et  devenir  le  sujet  d'une  se- 
conde considération  semblable ,  et  ainsi  de  suite, 
d'où  résulte  la  notion  des  différences  des  divers 
ordres  successifs ,  analogues^  au  moins  en  appa- 
rence, aux  ordres  consécutifs  des  difTérentielles. 
Un  tel  calcul  présente  ,  évidemment ,  comme  le 
calcul  des  fondions  indirectes ,  deux  classes  gé- 
nérales de  questions  :  !■>  déterminer  les  ditTéren- 
ces  successives  de  toutes  les  diverses  fonctions 
analytiques  à  une  ou  à  plusieurs  variables ,  eu  i-é- 
sultat  d'un  mode  d'accroissement  défini  des  varia- 
bles indépendantes,  que  l'on  suppose,  en  général, 
augmenter  en  progression  arithmétique  ;  i,"  réci- 
proquement, en  partant  de  ces  différences,  ou, 
plus  généralement ,  d'équations  quelconques  éta- 
blies entre  elles  ,  remonter  aux  foactioos  primi- 
tives elles-méues  ,  ou  à  leurs  relations  corres- 
pondantes. D'où  la  déconi|>osition  de  ce  calcul 
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total  en  deux  calculs  distincts,  auxquels  on  douue 
ordinairement  les  noms  de  calcul  direct  aux  d^- 

fiîrencesJînieSftXàe  calcul  inverse  aux  différences 
finies ,  ce  dernier  étant  aussi  appelé  quelquefois 
calcul  intégral  aux  dij^'rences finies.  Cbacun  tle 
ces  deux  calculs  serait  d'ailleurs  évidemment  sus- 
ceptible d'une  distribution  rationnelle  semblable 
h  celle  exposée  dans  la  septième  leçon  pour  lecal- 
cul  différentiel  et  le  calcul  intégral,,  ce  qui  me 
dispense  d'en  faire  une  mention  distincte. 

Il  n'est  pas  douteux  que,  par  une  telle  concep- 
tion, Taylor  a  cru  fonder  un  calcul  d'une  nature 
eniièrement  nouvelle,  absolument  distinct  de 
l'analyse;  ordinaire,  et  plus  général  que  le  calcul 
de  LcïLjnitz ,  quoique  consistant  dans  une  considé- 
ration analogue.  C'est  aussi  de  cette  manière  que 
presque  tous  tos  géomètres  ont  jugé  l'analyse  de 
Taylor.  Mais  Lagrangc,  avec  sa  profondeur  ha- 
bituelle ,  a  clairement  aperçu  que  ces  propriétés 
appartenaient  bien  plus  aux  formes  et  aux  nota- 
tions employées  par  Taylor  qu'au  fond  même  de 
sa  théoi'ie.  En  effet ,  ce  qui  faille  caractère  pro- 
pre de  l'analyse  de  Lcïbnilz,  etlaconstitu;  en  un 
calcul  vraiment  distinct  et  supérieur,  c'est  que  les 
fonctions  dérivées  sont,  en  général,  d'une  toute 
autre  nature  que  les  fonctions  primitiveii ,  en  sorte 
qu'elles  peuvent  donner  lieu  à  des  relations 
plus  simples  et  d'une  formation  plus  facile  ,  d'où 
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résultent  les  admirables  propriétés  fondamentales 
de  l'analyse  transcendante ,  expliquées  dans  les 
leçons  précédentes.  Mais  il  n'en  est  nullement 
ainsi  pour  les  différences  considérées  par  Taylor. 
Car  ces  différences  sont  ^  par  leur  nature ,  des 
fonctions  essentiellement  semblables  à  celles  qui 
les  ont  engendrées  ^  ce  qui  les  rend  impropres  h 
faciliter  l'établissement  des  équations ,  et  ne  leur 
permet  pas  davantage  de  conduire  à  des  relations 
plus  générales.  Toute  équation  aux  difierences 
finies  est  vraiment ,  au  fond  ^  une  équation  direc- 
tement relative  aux  grandeurs  mêmes  dont  on 
compare  les  états  successifs.  L'échafaudage  de  nou- 
veaux signes  y  qui  fait  illusion  sur  le  véritable 
caractère  de  ers  équations ,  ne  le  d^uise  cepen- 
dant que  d'u  ne  manière  fort  imparfaite  »  puisqu'on 
pourrait  toujours  le  mettre  aisément  en  évidence 
en  remplaçant  constimment  \qs  différences  par  les 
combinaisons  équivalente-s  dos  grandeurs  primiti- 
ves ,  dont  elles  ne  sont  réellement  antre  chose  que 
les  désignations  abrégées.  Aussi  ,  le  calcul  de 
Taylor  n  a-t-il  jamais  offert  et  ne  peut-il  offrir, 
dans  aucune  question  de  géométrie  ou  de  mécani- 
que f  ce  puissant  secours  général  que  nous  avons 
vu  résulter  nécessairement  de  l'analyse  de  Lcïlv- 
nitE.  Ligrange  a  ,  d'ailleurs,  très-nettement  établi 
que  la  prétendue  analogie  observée  entre  le  calcul 
aux  différences  et  le  calcul  infinitésimal  était  ra- 
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(licalemcnt  vicieuse ,  en  ce  sens  que  les  l'ormales 
propres  au  premier  calcul  ne  peuvent  nullement 
fournir,  comme  cas  particuliers ,  celles  qui  con- 
viennent au  second ,  dont  la  nature  est  essentiel- 
lement distincte. 

D'aprèsTensemblede  considérations  que  jeviens 
d'indiquer,  je  crois  que  le  calcul  aux  différences 
finies  est  ordinairement  classe  à  tort  dans  l'ana- 
lyse transcendante  proprement  dite ,  c'est-à-dire 
dans  le  calcul  des  fonctions  indirectes.  Je  le  con- 
çois, au  contraire  ,  en  adoptant  [jeinement  les 
importantes  réflexions  de  I^grange,  qui  ne  sont 
pas  encore  suffisamment  appréciées,  comme  étant 
seulement  une  branche  très-étendue  et  fort  im- 
portante de  l'analyse  ordiuaire ,  c'est-à-dire ,  de  ce 
que  j'ai  nommé  le  calcul  des  fonctions  directes. 
Tel  est,  en  eflet,  ce  me  semble,  son  vrai  caractère 
philosophique  ,  que  les  équations  qu'il  considère 
sont  toujourSjmalgrélanotation,  de  simples  équa- 
tions directes. 

En  précisant ,  autant  que  possible,  l'explica- 
tion précédente  ,  on  doit  envisager  le  calcul  de 
Taylor  comme  ayant  constamment  pour  véritable 
objet  la  théorie  générale  des  suites  ,  dont ,  avant 
cet  illustre  géomètre,  onn'avaitencore considéré 
que  les  cas  les  plus  simples.  J'aurais  dû,  rigou- 
reusement, mentionner  cette  importante  théorie 
en  traitant,  dans  la  cinquième  leçon,  de  l'algèbre 
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proprement  dite ,  dont  elle  est  une  branche  si 
étendue.  Mais ,  afin  d'éviter  tout  double  emploi , 
j'ai  préféré  ne  la  signaler  qu'en  considérant  le  cal- 
cul aux  différences  finies^  qui^  réduit  à  sa  plus 
simple  expression  générale ,  n'est  autre  chose  ^ 
dans  toute  son  étendue ,  qu'une  étude  rationnelle 
complète  des  questions  relatives  aux  suites. 

Toute  suùe^  ou  succession  de  nombres  déduits 
les  uns  des  autres  d'après  une  loi  constante  quel- 
conque y  donne  lieu  nécessairement  à  ces  deux 
questions  fondamentales  :  i^  la  loi  de  la  suite 
étantsupposée  connue  y  trouver  l'expression  de  son 
terme  généra] ,  de  manière  à  pouvoir  calculer  im- 
médiatement  im  terme  d'un  rang  quelconque  y 
sans  être  obligé  de  former  successivement  tous 
les  précédens;  2^  dans  les  mêmes  circonstan- 
ces ,  déterminer  la  somme  d'un  nombre  quelcon- 
que de  termes  de  la  suite  en  fonction  de  leurs 
rangs ,  en  sorte  qu'on  puisse  la  connaître  sans  être 
forcé  d'ajouter  continuellement  ces  termes  les 
uns  aux  autres.  Ces  deux  questions  fondamenta- 
les étant  supposées  résolues ,  on  peut  en  outre  se 
proposer  réciproquement  de  trouver  la  loi  d'une 
série  d'après  la  forme  de  son  terme  général ,  ou 
l'expression  de  la  somme.  Chacun  de  ses  divers 
problèmes  comporte  d'autant  plus  d'étendue  et 
de  difficulté,  que  1  on  peut  concevoir  un  plus 
grand  nombre  de  lois  difiérentes  pour  les  séries^ 
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hiivatit  le  nombre  de  termes  [iiécétlciis  dont 
'chaque  terme  dépend  immédiatement,  et  suivant 
la  fonction  ijni  exprime  celte  dépendance.  On 
peut  même  considérer  des  séries  à  plusieurs  in- 
dices variables,  comme  l'a  fait  Laplace  dans  la 
théorie  anafyti(fue  des  probahiUtés ,  [  ar  l'analyse 
îi  laquelle  tl  a  donne  le  nom  de  théorie  des  fonc- 
tions génératncps  ,  bien  qu'elle  ne  soit  réelle- 
ment qu'une  branche  nouvelle  cl  supérieure  du 
calcul  aux  différences  Unies,  ou  de  la  théorie  gé- 
nérale des  suites. 

Les  divers  aperçus  généraux  que  je  viens  d'in- 
diquer ne  donnent  même  iju'unc  idée  imparfaite 
de  l'étendue  et  de  la  variété  vraiment  infinie  des 
questions  auxquelles  les  géomètres  se  sont  élevés 
d'après  cette  seule  considération  des  séries,  si 
simple  en  apparence,  et  si  bornée  à  son  oriyine. 
Elle  présente  nécessairement  autant  de  cas  divers 
que  la  résolution  algébrique  des  équations  en- 
visagée dans  toute  son  étendue  ;  et  elle  est , 
par  sa  nature,  beaiicoup  plus  compliquée,  tel- 
lement même  qu'elle  en  dépend  toujours,  pour 
conduire  ;\  une  solution  complèie.  C'est  assez 
faire  pressentir  quelle  doit  être  encore  son  es- 
irémc  imperfection ,  malgré  les  travaux  successifs 
de  plusieurs  géomètres  du  premier  ordre.  Nous 
ne  |Kjssédons .  en  effet ,  jusqu'ici  que  la  solution 
totale  et  ralionnellc  des  plus  simples  questions  de 
cette  nature. 
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Il  est  maintenant  aisé  de  concevoir  l'idenlilé 
nécessaire  et  parfaite  que  j'ai  annoncée  ci-dessus^ 
d'après  les  indications  de  Lagrange,  entre  le  cal- 
cul aux  différences  finies ,  et  la  théorie  des  suites 
prise  dans  son  ensemble.  En  effet,  toute  différen- 
tiation  à  la  manière  de  Taylor  revient  évidem- 
ment à  trouver  la  loi  de  formation  d'une  suite  à 
un  ou  à  plusieurs  indices  variables ,  d'après  l'ex- 
pression de  son  terme  général  ;  de  même ,  toute 
int^ation  analogue  peut  être  regardée  comme 
ayant  pour  objet  la  sommation  d'une  suite ,  dont 
le  terme  général  serait  exprimé  par  la  différence 
proposée.  Sous  ce  rapport,  les  divers  problè- 
mes de  calcul' aux  différences,  direct  ou  inverse, 
résolus  par  Taylor  et  par  ses  successeurs ,  ont 
réellement  une  très-grande  valeur,  comme  trai- 
tant des  questions  importantes  relativement  aux 
suites.  Mais  il  est  fort  douteux  que  la  forme  et  la 
notation  introduites  pai*  Taylor  apportent  réel- 
lement aucune  facilité  essentielle  dans  la  solution 
des  questions  de  ce  genre.  Il  serait  peut-être  plus 
avantageux  pour  la  plupart  des  cas ,  et  certaine- 
ment plus  rationnel,  de  remplacer  les  différences 
par  les  termes  mêmes  dont  elles  désignent  cer- 
taines combinaisons.  Le  calcul  de  Taylor  ne  re- 
posant pas  sur  une  pensée  fondamentale  vraiment' 
distincte,  et  n'ayant  de  propre  que  son  système 
de  signes ,  il  ne  saurait  y  avoir  réellement ,  dans 
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"a  supposition  même  la  plus  favoiable,  aucun 
uvanlage  important  à  le  concevoir  comme  déla- 
ché  de  l'analyse  ordinaire  ,  dont  il  n'est,  à  vrai 
dire,  qu'une  branche  immense.  Celte  cousidérn- 
tion  i]cs  (tiffërences,  le  plus  souvent  inutile  quand 
elle  ne  complique  pas  ,  me  semble  conserver 
encore  le  caractère  d'une  époque  où  les  id^es 
analytiques  nelant  pas  assez  familières  aux  (géo- 
mètres, iU  devaient  naturellement  prét'éror  les 
formes  spéciales  propres  aux  stin|ilos  comparai- 
sons numériques. 

Quoi  qu'il  en  soit,  je  ne  dois  piis  terminer  rotte 
appréciation  générait'  du  cajcul  aux  difierences 
ânies ,  sans  signaler  une  nouvelle  notion  à  laquelle 
il  a  donné  naissance,  et  qui  apris  ensuite  une  grande 
importi'UCcC'cstlacousidcrationde  ces  fonctions 
fjériodiqites  ou  Uisconlinues,  conservant  toujours 
la  même  valeur  pour  une  suite  intînic  de  valeurs 
a^sujéties  à  nne  certaine  loi  dans  les  variables  cor- 
respondantes ,  et  qui  doivent  être  uéccuiisi  remeut 
ajoutées  aus  inl^rales  des  équations  aux  diffé- 
rences finies  pour  les  rendre  suffisamment  géné- 
rales, comme  on  ajoute  de  simples  couslanteK 
arbitraires  à  toutes  les  quadratures  afin  d'en  com- 
pléter lii  (généralité.  CeiL'^  idée,  primitiveineiil 
introduite  p;»-  Euler,  çst  devenue,  dans  ces  der- 
niers temps,  le  sujet  do  travaux  f -ri  étendus  de 
tft  piUl  de  l\t>  Vourier,  qui  l'a  transportée  dans  le 
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système  général  de  Tanalyse,  et  qui  en  a  fait  un 
usage  tellenieDtneuf  et  si  essentiel  pour  la  théorie 
mathématique  de  la  chaleur  que  cette  conception, 
dans  son  état  actuel  y  lui  appailJent  vraiment  d'une 
manière  exclusive. 

Afin  de  signaler  complètement  le  caractère 
philosophique  du  calcul  aux  différences  finies, 
je  ne  dois  pas  n^liger  de  mentionner  ici  rapide- 
ment les  principales  applications  générales  qu'on 
en  a  faites  jusqu'à  présent. 

Il  faudrait  placer  au  premier  rang,  comme  la 
plus  étendue  et  la  plus  importante ,  la  solution 
des  questions  relatives  aux  suites,  si,  d'après  les 
explications  données  ci-dessus,  la  théorie  générale 
des  suites  ne  devait  pas  être  considérée  comme 
constituant,  par  sa  nature^  le  fond  même  ducal- 
cul  de  Taylor.  Cette  giande  classe  de  problèmes 
étant  donc  écartée,  la  plus  essentielle  des  vérita- 
bles â;^/7/iba//b/i5  de  l'analyse  de  Taylor,  est  sans 
doute,  jusqu'ici,  la  méthode  générale  des  intei^ 
polations y  si  fréquemment  et  si  utilement  em- 
ployée dans  la  recherche  des  lois  empiriques 
des  phénomènes  naturels.  La  question  consiste, 
comme  on  sait,  à  intercaler,  entre  certains  nom- 
bres donnés,  d'autres  nombres  intermédiaires 
assujétis  à  la  même  loi  que  l'on  suppose  exister 
entre  les  premiers.  On  peut  pleinement  vérifier , 
lians   cette  applicalion  principale  du  calcul  de 
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Taylor^  combien,  aiosi  que  je  l'ai  expliqué  plus 
haut ,  la  coDsidération  des  dif^rences  est  vrai- 
ment étrangère  et  sonveut  gênante,  relativement 
aux  questions  qui  dépendent  de  cette  analyse.  Eji 
cfTet,  Lagrange  a  remplacé  les  formules  d'interpo- 
lation déduites  de  l'algorithme  ordinaire  du  cal- 
cul aux  différentes  finies  par  des  formules  géné- 
rales beaucoup  plus  simples ,  qui  sont  aujourd'hui 
presque  toujours  préférées ,  et  qui  ont  été  trouvées 
directement ,  sans  faire  jouer  aucun  râle  à  la  no- 
tion superflue  des  différences ^  qui  Défaisaient  qoe 
compliquer  la  question. 

Une  dernière  classe  importante  d'applications 
du  calcul  aux  différences  finies,  qui  mérite  d'être 
distinguée  de  la  précédente ,  consiste  dansl'usage 
éminemment  utile  qu'où  en  fait,  en  géométrie, 
pour  déterminer  par  approximation  la  longueur 
et  l'aire  de  quelque  courbe  que  ce  soit ,  et ,  de 
même ,  la  quadrature  et  la  cubature  d'un  corps 
ayant  une  forme  quelconque.  Gc  procédé ,  qui 
peut  d'ailleurs  être  conçu  abstraitement  comme 
dépendant  de  la  même  recherche  analytique  que 
la  question  des  interpolations ,  présente  souvent 
un  supplément  précieux  aux  méthodes  géométri- 
ques entièrement  rationnelles,  qui  conduisent 
frcqucniment  à  des  intégrations  qu'on  ne  sait 
point  encore  effectuer,  ou  à  des  calculs  d'une  cxé- 
culion  irès-compliqnée. 
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Telles  solit  les  diverse!!  considérations  prÎDci- 
pales  que  j'aî  cru  devoir  indiquer  relativement  au 
calcnldes  différences  finies.  Cet  examen  com|dèfe 
l'étude  philosophique  que  je  m'étais  proposé  d'e»- 
quisser  pour  la  mathématique  abstraite.  Nous  de- 
vons maintenant  procédet-  i  un  travail  Semblable 
sur  la  mathématique  concrète ,  où  nous  nous  atta- 
cherons surtout  il  concevoir  comment ,  en  suppo- 
sant parfaite  la  sience  générale  du  calcul,  on  apuy 
par  des  procédés  invariables ,  réduire  à  de  pures 
questions  d'analyse  tous  les  problèmes  que  peu- 
vent présenter  la  géométrie  et  la  mécanique ,  et 
imprimer  ainsi  k  ces  deux  bases  fondamentales  de 
la  philosophie  naturelle,  un  dt^ré  de  précision 
et  surtout  d'unité ,  en  un  mot,  un  caractère- de 
haute  perfection,  qu'une  telle  marche  pouvait 
seule  leur  com  aiuniquer . 
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DIXIEME   LEÇON. 


Sommaire.  Vue  tén£ta\eàe  b  gûomArie. 

D'après  re:qilicatioii  générale  pi-ésentce  dans 
la  troisième  leçon  relativement  au  caractère  phi-  . 
lotophique  de  la  mathématique  coDcrèle,  comparé 
à  celui  de  la  mathématiijuc  abstraite ,  je  n'ai  pas 
besoin  d'élahlir  ici,  d'une  manière  spéciale ,  que  la 
géométrie  doitétre  considérée  comme  une  véritable 
science  naturelle,  seulement  bien  plus  simple  et 
par  suite  beaucoup  plus  parfaite  qu'aucune  autre. 
Cette  perfection  nécessaire  de  la  géométrie,  obte- 
nue essentiellement  par  l'application,  qu'elle  com- 
porte si  éminemment,  de  l'analyse  mathcmatiipie, 
fait  ordinairement  illusion  sur  la  nature  réelle 
de  cette  science  fondamentale ,  que  la  plupart 
des  esprits  conçoivent  aujoui'd'bui  comme  une 
science  purement  rationnelle,  tout-à-fait  indépen- 
dante de  l'observation.  Il  est  néanmoins  évident, 
pour  quiconque  examine  avec  attention  le  carac- 
tère des  raisonnemens  géoinétri(|ues  ,  mémo  dans 
TOMK  I.  ai 
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l'état  actuel  de  la  géométrie  abstraite ,  que ,  si  le» 
t'jits  qu'on  y  considère  sont  beaucoup  plus  liés 
(mtr'eux  que  ceux  relatifs  à  toute  autre  science  , 
il  existe  toujours  cependant ,  par  rapport  à  cha- 
que corps  élndié  par  les  géomètres,  un  certain 
nombre  de  phénomènes  primitifs,  qui  ,  n'étant 
établis  par  aucun  raisonucttteut ,  ue  peuvent  être 
fondés  que  sur  l'observation ,  et  constituent  la 
base  nécessaire  de  toutes  les  déductions.  L'crr 
i-cui-  commune  ù  cet  éjjard  doit  être  regardée 
comme  un  reste  d'influence  de  l'esprit  métaphy- 
sique, qui  a  si  long-tcmps  dominé,  même  dans 
les  études  géométriques.  Indépendamment  de  la 
gravité  logique  ,  cette  fausse  manière  de  voir  pré- 
sente continuellement ,  dans  les  applications  de 
]a  géométrie  rationnelle,  les  plus  grands  inconvc- 
iiiens,  en  ce  qu'elle  empêche  de  concevoir  nette- 
ment le  passage  du  concret  h  l'abstrait. 

La  supériorilé  scietitifnpie  du  la  géométrie 
lient,  en  général ,  à  ce  quu  les  phénomènes  qu'elle 
considère  sont ,  nécessairement,  les  plus  univer- 
sels et  les  plus  simples  de  tous.  Non-seulement 
tous  les  coips  de  la  nature  peuvent  évidemment 
donner  lieu  à  des  recherches  géométriques,  aussi 
bien  qu'à  des  recherches  mécaniques ,  mais ,  de 
plus,  les  phénomènes  géométriques  subsisteraient 
encore,  quand  mâme  toutes  les  parties  de  l'uni- 
vers seraient  supposées  immobiles.  La  géométrie 
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ost  donc  ,  jinr  sa  nature,  pins  générale  que  la  mé- 
eaiiiqut:.  En  même  temps  ,  ses  phénomènes  sont 
plus  simples;  car  ils  sont  évidemment  indépen- 
dans  des  phénomènes  mécaniques,  taudis  que 
eeu\-ci  se  comphquent  toujours  nécessairement 
des  premiers.  Il  en  est  de  même,  en  comparant 
la  géométrie  à  la  thermoiogic  abstraite,  qu'on  peut 
concevoir  atijourd'huî ,  depuis  les  travaux  de  M. 
Fourier,  ainsi  que  je  l'ai  indique  dans  la  troi- 
sième leçon  ,  comme  une  nouvelle  branche  géné- 
rale de  la  mathématique  concrète-  En  effet,  les 
phénomènes  thermol<^iqiiC8,  considérés  même  in- 
dépendnmment  des  effets  dynamiques  qui  les  ho- 
compagnent  presque  constammênl ,  surtout  dans 
les  corps  fluides,  dépendent  nécessairement  des 
phénomènes  géométriques  ,  puisque  la  forme  des 
corps  influe  sur  la  répartition  de  la  chaleur. 

C'est  pour  ces  diverses  raisons  que  nous  avons 
dû  classer  précédemment  la  géométrie  comme  lit 
première  partie  de  la  ruathématique  concrète, 
celle  dont  l'étude,  outre  son  importance  propre  ^ 
sert  de  base  indispensable  h  toutes  les  autres.  -  ' 

Avant  de  considérer  directement  l'étude  phi- 
losophique des  divers  ordres  de  recherches  qui 
constituent  la  géométrie  actuelle  ,  il  faut  se  faire 
une  idée  nette  et  exacte  de  la  destination  générale 
de  cette  science,  envisagée  dans  son  eiia«mi)le. 
Tel  est  l'objet  de  cette  leçon. '•  ii'"'l"!'ii  im  «"«h 

.4. 
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Oa  définit  communëment  la  géométrie  d'une 
manière  très-vague  et  tout-à-fait  vicieuse,  en  se 
bornant  à  la  présenter  comme  la  science  de  reten- 
due» Il .  conviendrait  d'abord  d'améliorer  cette 

m 

définition,  en  disant,  avec  plus  de  précision, 
qoe  la  géométrie  a  pour  objet  la  mesure  de  reten- 
due. Mais  une  telle  explication  serait ,  par  elle- 
même,  fort  insuffisante ,  bien  que ,  au  fond ^  elle 
soit  exacte.  Un  aperçu  aussi  imparfait  ne  peut 
nullement  faire  connaître  le  véritable  caractère 
général  de  la  science  géométrique. 
.  Pour  y  parvenir  >  je  crois  devoir  éclaircir  préa- 
lablement deu¥  notions  fondamentales,  qui,  très- 
simples  en  elles-mêmes,  ont  été- singulièrement 
obfscurcies  par  l'emploi  des  consklérations  mé*- 
taphysiques. 

La  première  est  celle  de  l'espace ,  qui  a  donné 
lieu  à  tant  de  raisonnemens  sophistiques ,  à  des 
discussions  si  creuses  et  si  puerile3.de  la  part  des 
métaphysiciens.  Réduite  à  son  acception  positive, 
cette  conception  consiste  simplement  en  ce  qtie , 
au  lieu  de  considérer  l'étendue  dans  les  corps 
eux-mêmes  ,  noua  l'envisageons  dans  un  milieu 
indéfini ,  que  nous  regardons  comme  contenant 
tous  les  corps  de  Funivers..  Cette  notion  nona  est 
naturellement  suggérée  par  Tobservation,  quand 
nous  pensons  à  VempreiiUe  que  laisserait  un  corps 
dans  un  fluide  où  il  aurait  été  placé.^  Il  àstdairr, 
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en  effet ,  que,  sous  le  rapport  g^m^trique,  une 
telle  empreinte  peut  être  substituée  au  eorpa  Ini- 
méme  ,  sans  que  les  raisonncmens  en  soient  al- 
tëréa.  Quant  à  la  nature  physique  de  cet  espace 
indéfini ,  nous  devons  spontanément  nous  le  re- 
présenter, pour  plus  de  facilité,  ctRntne  analogue 
au  milieu  effectif  dans  lequel  nous  vÎTons ,  telle- 
ment que  si  ce  milieu  était  liquide,  au  lieu  d'être 
gazeux,  notre  ct/'^tcegéométriqueseraitsans  doute 
conçu  aussi  comme  liquide.  Cette  circonstance 
n'est  d'ailleurs  évidemment  que  trés-secondaire , 
l'objet  essentiel  d'une  telle  conception  étant  seule- 
ment de  aous  faire  envisager  l'étendue  séparément 
àfi»  corps  qui  nous  la  manifestent.  On  comprend 
aisément  à  priori  l'importance  de  cette  image 
fondamentale,  puisqu'elle  nous  permet  d'étudier 
les  phénomènes  géométriques  en  eux-mêmes  , 
abstraction  faite  de  tous  les  autres  phénomènes 
qui  les  accompagnent  constamment  dans  les  corps 
réels ,  sans  cependant  exercer  sur  eux  aucune  in- 
fluence. L'établissement  régulier  de  cette  abstrac- 
tion générale  doit  être  regardé  comme  le  premiei- 
pas  qui  ait  été  fait  dans  l'étude  rationnelle  de  la 
géométrie,  qui  eût  été  impossible  s'il  avait  fallu 
continuer  à  considérer  avec  la  forme  et  la  gran- 
deur des  corps  l'ensemble  de  toutes  leurs  autres 
propriétés  physiques.  L'usage  d'une  semblable 
hypothèse,  qui  est  peut-être  la  plus  ancienne 
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conception  philosophique  créée  par  Tesprit  hu^ 
main,  nous  est  maintenant  devenu  si  familier,  que 
nous  avons  peine  à  mesurer  exactement  son  im- 
portance ,  en  appréciant  les  conséquences  qui  ré- 
sulteraient de  sa  suppression. 

Les  spéculations  géométriques  ayant  pu  ainsi 
devenir  abstraites,  elles  ont  acquis  non-seulement 
plus  de  simplicité^  mais  encore  plus  de  généralité. 
Tant  que  l'étendue  est  considérée  dans  les  corps 
eux-mêmes,  on  ne  peut  prendre  pour  sujet  des 
recherches  que  les  formes  efiectivemcnt  réalisées 
dans  la  nature,  ce  qui  restreindrait  singulièrement 
le.champ  de  la  géométrie.  Au  contraire,  en  con- 
cevant rétendue  dans  V espace  ^  l'esprit  humain 
peut  envisager  toutes  les  formes  quelconques  ima- 
ginables, ce  qui  est  indis{)cnsable  pour  donner  à 
la  géométrie  un  caractère  entièrement  rationnel. 

La  seconde  conception  géométrique  pi  éli mi- 
naire  que  nous  devons  examiner  est  celle  des 
différentes  sortes  d'étendue ,  désignées  par  les 
mots  de  volume  (\) ,  surface  .,  ligne  y  et  même 


■  * 

(i)  M.  Liicroix  a  critiqué  avec  raison  l'expression  de  so/i'de, 
communément  employe'e'  par  les  géomètres  pour  désigner  un 
voh^me.  Il  est  certain  »  en  effet,  que  loi-scjue  nous  voulons  consi- 
dérer séparément  une  certaine  portion  de  Vespace  indéfini , 
conçu  comme  gâteux ,  nous  en  solidifions  par  la  pensée  rcuceînlc 
extérieure  ,  en  sorte  qu'une  ligne  et  une  surface,  sont  liahituelie- 
ment ,  pour  notre  esprit ,  tout  aussi  solides  qu^iin  volume,  Oii 
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point,  et  dont  l'explication  ordinaire  est  si  pea 
satisfaisante. 

Quoiqu'il  soit  évidemment  impossible  de  con- 
cevoir aucune  étendue  absolument  privée  de  l'une 
quelconque  des  trois  dimensions  fondamentales, 
il  n'est  pas  moins  in<:ontestable  que ,  dans  une 
foule  d'occasions^  même  d'une  utilité  immédiate  ; 
les  questions  géométriques  ne  dépendent  que  de 
deux  dimensions ,  considérées  séparément  de  la 
troisième,  ou  d'une  seule  dimension,  considéfée 
séparément  des  deux  autres.  D'un  autre  côté , 
indépendamment  de  ce  motif  direct ,  l'élude  de 
l'étendue  à  une  seule  dimension  et  ensuite  à  deux 
se  présente  clairement  comme  un  préliminaire 
indispensable  pour  faciliter  l'étude  des  corps  com- 
plets ou  k  trois  dimensions,  dont  la  théorie  im- 
médiate serait  trop  compliquée.  Tels  sont  les 
deux  motifs  généraux  qui  obligent  les  géomètres 
à  considérer  isolément  l'étendue  sous  le  rapport 
d'une  ou  de  deux  dimensions ,  aussi  bien  que  re- 
lativement à  toult»  les  trois  ensemble. 

C'est  afin  de  pouvoir  penser,  d'une  manière 
permanente  ,  à  l'étendue  dans  deux  sens  ou  dans 
un  seul ,  que  l'esprit  humain  se  forme  les  notions 

peut  même  remarquer  que ,  le  pluiaouveat  ,MliM  que  lu  ciirpi  te 
p^Dilrent  mil lucll«tnent  avec  plus  de  facilitù,  nou*ionimcJobli- 
gésde  nom  repr^iiler  comme  creui  rinlprieur  des  volumes, 
ce  qui  rend  encore  plus  lensible  fimpropriélc  du  mot  soh'i/t. 


356  PHILOSOPHIE    POSITIVK. 

gënërales  de  surface ,  et  de  ligne.  Les  eipressîons 
hyperboliques  habituellement  emiployëes  par  les 
géomètres  pour  les  définir ,  tendent  à  en  faire 
concevoir  une  fausse  idée.  Mais ,  examinées  en 
elles-mêmes  ^  elles  n'ont  d  autre  destination  que 
de  nous  permettre  de  raisonner  ayec  facilité  sur 
ces  deu3C  genres  d'étendue ,  en  faisant  complète* 
ment  abstraction  de  ce  qui  ne  doit  pas  être  pris 
en  considération.  Or^  il  suffit  y  pour  cela ,  de  con- 
cevoir la  dimension  que  Ton  veut  éliminer  comme 
devenue  graduellement  de  plus  en  plus  petite , 
les  deux  autres  restant  les  mêmes ,  jusqu'à  ce 
qu'elle  soit  parvenue  h  un  tel  dqjré  de  ténuité 
c|u'el]e  ne  puisse  plus  fixer  l'attention.  C'est  ainsi 
qu'on  acquiert  naturellement  l'idée  réelle  d'une 
surface f  et,  par  une  seconde  opération  analogue, 
ridée  d  une  ligne ,  en  renouvelant  pour  la  lar- 
geur ce  qu'on  a   d'abord  fait  pour  l'épaisseur . 
Enfin ,  si  l'on  répète  encore  le  même  travail ,  on 
parvient  à  l'idée  d'un  point,  ou  d'une  étendue 
considérée  uniquement  par  rapport  à  son  lieu , 
abstraction  faite  de  toute  grandeur ,  et  destinée , 
par  conséquent ,  à  préciser  les  positions.  Les  sur- 
faces ont  d'ailleurs  évidemment  la  propriété  gé- 
nérale de  circonscrire  exactement  les  volumes; 
et,  de  même  les  lignes  ,  à  leur  tour ,  circonscri- 
vent les  surfaces ,  et  sont  limitées  par  les  points. 
Mais  cette  considération ,  à  laquelle  on  a  donné 
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souvent  trop  d'importance  3  n'est  que  secondaire. 

Les  surfaces  et  les  lignes  sont  donc  réellement 
toujours  conçues  avec  trois  dimensions  ;  il  serait , 
en  effet ,  impossible  de  se  représenter  une  sur- 
face autrement  que  comme  une  plaque  extrême- 
ment mince ,  et  une  ligne  autrement  que  comme 
un  fil  infiniment  délié.  Il  est  même  évident  que 
le  d^ré  de  ténuité  attribué  par  chaque  individu 
aux  dimensions  dont  il  veut  faire  abstraction , 
n'est  pas  constamment  identique  y  car  il  doit  dé- 
pendre du  degré  de 'finesse  de  ses  observations 
géométriques  habituelles.  Ce  défaut  d'uniformité 
n'a  d'ailleurs  aucun  inconvénient  réel  y  puisqu'il 
suffit^  pour  que  les  idées  de  surface  et  de  ligne 
remplissent  la  condition  essentielle  de  leur  des- 
tination y  que  chacun  se  représente  les  dimensions 
h  négliger  comme  plus  petites  que  toutes  celles 
dont  ses  expériences  journalières  lui  donnent  oc- 
casion d'apprécier  la  grandeur. 

On  doit  sans  doute  regretter  qu'il  soit  encore 
nécessaire  aujourd'hui  d'indiquer  expressément 
une  explication  aussi  simple  que  la  précédente , 
dans  un  ouvrage  tel  que  celui-ci.  Mais  j'ai  cru 
devoir  signaler  rapidement  ces  considérations  à 
cause  du  nuage  ontologique  dont  une  fausse  ma- 
nière de  voir  enveloppe  ordinairement  ces  notions 
premières.  On  voit  par  là  combien  sont  dépour- 
vues de  toute  espèce  de  sens  les  discussions  fan- 
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tastiqucs  des  métaphysiciens  sur  les  fondemcns 
de  la  géométrie.  On  doit  aussi  remarquer  que  ces 
idées  primordiales  sont  habituellement  présentées 
par  les  géomètres  d'une  manière  peu  philosophi- 
que ,  puisqu'ils  exposent ,  par  exemple ,  les  no- 
tions des  différentes  sortes  d'étendue  dans  un  ordre 
absolument  inverse  de  leur  enchaînement  natu- 
rel» ce  qui  engendre  souvent ,  pour  l'enseignement 
élémentaire^  les  plus  graves  iuconvéniens. 

Ces  préliminaires  étant  posés  ,  nous  pouvons 
procéder  directement  à  la  définition  générale  de 
la  géométrie ,  en  concevant  toujours  cette  science 
comme  ayant  pour  but  final  la  mesure  de  l'é- 
tendue. 

'  U  est  tellement  nécessaire  d'entrer  à  cet  ^ard 
dans  une  explication  approfondie  >  fondée  sur  la 
distinction  des  trois  espèces  d'étendue ,  que  la 
notion  de  mesure  n'est  pas  exactement  la  même 
par  rapport  aux  surfaces  et  aux  volumes  que  rela- 
tivement aux  lignes  ,  en  sorte  que,  sans  cet  exa- 
men,  on  se  formerait  une  fausse  idée  de  la  na- 
ture des  questions  géométriques. 

Si  l'on  prend  le  mot  mesure  dans  son  acception 
mathématique  directe  et  générale ,  qui  signifie 
simplement  l'évaluation  des  rapports  qu'ont  en- 
tr'elles  des  grandeurs  homogènes  quelconques , 
on  doit  considérer  ,  en  géométrie ,  que  la  mesure 
des  surfaces  et  des  volumes,  par  opposition  à 
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celle  des  lignes ,  n'est  jamais  conçue  y  même  dans 
les  cas  les  plus  simples  et  les  plus  favorables , 
comme  s'efTectuant  immédiatement.  On  regarde 
comme  directe  la  comparaison  de  deux  lignes; 
celle  de  deux  sui*faces  ou  de  deux  volumes  est , 
au  contraire  ,  constamment  indirecte.  En  effet , 
on  conçoit  que  deux  lignes  puissent  être  super- 
posées ;  mais  la  superposition  de  deux  surfaces , 
ou ,  à  plus  forte  raison ,  celle  de  deux  volumes , 
est  évidemment  impossible  à  établir  dans  le  plus 
grand  nombre  des  cas;  et,  lors  même  qu'elle  de- 
vient rigoureusement  praticable ,  une  telle  com-* 
paraison  n'est  jamais  ni  commode  y  ni  susceptible 
d'exactitude.  Il  est  donc  bien  nécessaire  d'expli- 
quer en  quoi  consiste  proprement  la  mesure  vrai- 
ment géométrique  d'une  surface  ou  d'un  volume. 
Il  faut  considérer  y  pour  cela ,  que  ,  quelle  que 
puisse  être  la  forme  d'un  corps ^  il  existe  toujours 
un  certain    nombre   de  lignes ,    plus  ou  moins 
faciles  à  assigner,  dont  la  longueur  suffit  pour 
délinir.  exactement  la  gr.indcur  de  sa  surface  ou 
de  son  volume.  La  géométrie,  regardant  ces  lignes 
comme  seules  susceptibles  d'être  mesurées  immé- 
diatement, se  propose  de  déduire,  de  leur  simple 
détermination  ,  le  rapport  de  la  surface  ou  du 
volume  cherchés,  à  l'unité  de  surface  ou  à  l'unité 
de  volume.  Ainsi  l'objet  général  de  la  géométrie, 
relativement  aux  surfaces  et  aux  volumes^  ast 
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proprement  de  ramener  toutes  les  comparaisons 
de  surfaces  ou  de  volumes ,  k  de  simples  compa- 
raisons de  lignes. 

Outre  la  facilite  immense  que  présente  ëvi-* 
demment  une  telle  transformation  pour  la  mesure 
des  volumes  et  des  surfaces ,  il  en  résulte ,  en  la 
considérant  d'une  manière  plus  étendue  et  plus 
scientifique ,  la  possibilité  générale  de  réduire  à 
des  questions  de  lignes ,  toutes  les  questions  re- 
latives aux  volumes  et  aux  surfaces ,  envisagés 
quant  &  leur  grandeur.  Tel  est  souvent  l'usage  le 
plus  important  des  expressions  géométriques  qui 
déterminent  les  surfaces  et  les  volumes  en  fonc- 
tion des  lignes  correspondantes. 

Ce  n'est  pas  que  les  comparaisons  immédiates 
entre  surfaces  ou  entre  volumes  ne  soient  jamais 
employées.  Mais  de  telles  mesures  ne  sont  pas  re- 
gardées comme  géométriques,  et  on  n'y  voit  qu'un 
supplément  quelquefois  nécessaire ,  quoique  trop 
rarement  applicable,  à  Tinsuffisance  ou  à  la  diffi* 
culte  des  procédés  vraiment  rationnels.  Cest 
ainsi  que  souvent  ou  détermine  le  volume  d'un 
corps,  et,  dans  certains  cas,  sa  surface,  d'après 
son  poids.  De  même ,  en  d'autres  occasions,  quand 
on  peut  substituer  au  volume  proposé  un  volume 
liquide  équivalent ,  on  établit  immédiatement  la 
comparaison  de  deux  volumes ,  en  profitant  de  la 
propriété  que  présentent  les  masses  liquides  ,  de 
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I)OUVoir  prendre  aisénieut  toutes  les  formes  qu'où 
veut  leur  douner.  Mais  tous  les  moyens  de  cette 
nature  sont  [jurement  mécaniques,  et  la  géomé- 
trie rationnelle  les  rejette  nécessairement. 

Pour  rendre  plus  sensible  la  différence  de  ces 
déterminations  avec  les  véritables  mesuresgéomé- 
Iriques  ,  je  citerai  un  seul  avemple  très-remar- 
quable ,  la  manière  dont  Galilée  évalua  le  rapport 
de  l'aire  de  la  eycloïde  ordinaire  à  celle  du  cerclf 
générateur.  La  géométrie  de  son  temps  étant  en- 
core trop  iniérieurcàla  solution  rationnelle  d'un 
Ici  problème  ,  Galilée  imagina  de  chercher  ce 
rapport  par  une  expérience  directe.  Ayant  pesé 
le  plus  exactement  possible  deux  lames  de  même 
matière  tl  d'égale  épaisseur,  d'ont  l'uue avait  la 
forme  d'un  cercle  et  l'autre  celle  de  la  cycloïde 
engendrée,  il  irouva  le  poids  de  celle-ci  cou- 
stammetit  triple  de  celui  de  la  première  ,  d'où  il 
conclut  que  l'aire  de  lacyloïde  est  triple  de  ceUe 
du  cercle  générateur ,  résultat  conforme  à  la  v^t- 
riuible  solution  obtenue  plus  tard  par  Pascal  et 
VVallis.  Un  tel  succès,  sur  lequel  d'ailleurs  Ga- 
lilée n'avait  pas  pris  le  change ,  lient  évidemment 
à  l'flxtrâno  simplicité  réelle  du  rapport  cherché; 
et  on  conçoit  rinsuflisanoe  nécessaire  de  sembla- 
bles cxpédiens  ,  même  lorsqu'ils  seraient  effecti- 
vement praticables. 
—On  voit  clairement,  d'après  ce  qui  précède. 
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en  cjuoi  consistent  proprement  la  partie  de  la 
géométrie  relative  aux  volumes  et  celle  relative 
aux  surfaces.  Mais  on  ne  conçoit  pas  aussi  nette* 
tement  le  caractère  de  la  géométrie  des  lignes, 
puisque  nous  avons  semblé^  pour  simplifier  Fax- 
position ,  considérer  la  mesure  des  lignes  comme 
se  fesant  immédiatement.  Il  faut  donc,  par  rap* 
port  ci  elles ^  un  complément  d  explication. 

A  cet  effet,  il  suffit  de  distinguer,  entre  la  ligne 
droite  et  les  lignes  courbes;  la  mesure  de  la 
première  étant  seule  regardée  comme  directe,  et 
celle  des  autres  comme  constamment  indirecte. 
Bien  que  la  superposition  soit  quelquefois  rigou^ 
reusement  praticable  pour  les  lignes  courbes  ,  il 
est  évident  néanmoins  que  la  géométrie  vraiment 
rationnelle  doit  la  rejeter  nécessairement,  comme 
ne  comportant,  lors  même  quelle  est  possible , 
aucune  exactitude.  Ija  géométrie  des  lignes  a  donc 
pour  objetgénéral  de  ramener  constamment  la  me- 
sure des  lignes  courbes  à  celle  des  lignes  droites  ; 
et  par  suite ,  sous  un  point  de  vue  plus  étendu , 
de  réduire  à  de  simples  questions  de  lignes  droites 
toutes  les  questions  relatives  à  la  grandeur  des 
courbes  quelconques.  Pour  comprendre  là  possi-^ 
bilité  d'une  telle  transformation ,  il  faut  remar- 
quer que,  dans  toute  courbe  quelconque,  il  existe 
constamment  certaines  droites  dont  la  longueur 
doit  suffire  pour  déterminer  oelle  de  la  courbe. 
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Ainsi,  dans  un  cercle,  il  est  évident  que  de  la 
longueur  du  rayon  on  doit  pouvoir  conclure  celle 
de  la  circonférence;  de  même,  la  longueur  d'une 
ellipse  dépend  de  celle  de  ses  deus  axes  ;  la 
longueur  d'une  cycloïde,  du  diamélie  du  cerclcgé- 
nérateur,  etc.;  et  si,  au  lieu  de  considérer  la  tota- 
lité de  chaque  courbe,  ou  demande  plus  générale- 
ment la  longueur  d'un  arc  quelconque,  il  suffira 
d'ajouter  ,  aus  divers  paramôlres  rectilîgues  qui 
déterminent  l'ensemble  delà  courbe,  la  corde  de 
l'arc  propose  ,  ou  les  coordonnées  de  ses  extré- 
mités. Découvrir  la  relation  qui  existe  eulre  la 
liingueur  d'une  ligne  courbe  et  celle  de  s^nbta- 
bles  lignes  droites,  tel  est  le  problème  général 
qu'on  a  essentiellement  en  vue  dans  la  partie  de 
la  géiimétrie  relative  à  l'étude  des  lignes. 

En  combinant  celle  considération  avec  celles 
précédemment  exposées  sur  les  volumes  et  sur 
les  surfaces ,  on  peut  se  former  une  idée  trés-neUe 
de  la  science  géométrique,  conçue  dans  son  en- 
semble, en  lui  assignantpour  destination  géné- 
rale de  réduire  finalement  les  comparaisons  de 
toutes  les  es|jèces  d'étendue  ,  volumes,  surfaces, 
ou  lignes,  à  de  simples  comparaisons  de  lignes 
droites,  les  seules  regardées  comme  pouvant  être 
etfecluées  immédiatement,  et  qui,  en  effet,  ae 
sauraient  évidemment  être  ramenées  à  d'autres 
pins  faciles.  En  même  temps  qu'une  telle  concep- 
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tion  manifeste  dairement  le  vëritaUe  caractère  de 
la  géométrie ,  elle  me  semble  propre  k  faire  aper- 
cevoir, d'un  coup-d'œil  unique ,  son  utilité  et 
sa  perfection. 

Afin  de  compléter  rigoureusement  cette  expli- 
cation fondamentale  »  il  me  reste  à  indiquer  com- 
ment il  peut  y  avoir ,  en  géométrie ,  une  section 
spéciale  relative  à  la  ligne  droite ,  ce  qui  parait 
d'abord  incompatible  avec  le  principe  que  la  me- 
sure de  cette  classe  de  lignes  doit  être  toujours 
l'egardée  comme  immédiate. 

Elle  l'est ,  en  effet  ^  par  rapport  à  celle  des  lignes 
courbes^  et  de  tous  les  autres  objets  que  la  géo- 
métrie considère.  Mais  il  est  évident  que  Testi* 
mation  d'une  ligne  droite  ne  peut  être  envisagée 
comme  directe  qu'autant  qu'on  peut  immédiate- 
ment porter  sur  elle  l'uni  lé  linéaire.  Or ,  c'est  ce 
qui  présente  le  plus  souvent  des  difficultés  insur- 
montables,  comme  j'ai  eu  occasion  de  l'exposer 
spécialement  pour  un  autre  motif  dans  la  troisième 
leçon*  On  doit  alors  faire  dépendre  la  mesure  de 
la  droite  proposée  d'autres  mesures  analogues, 
susceptibles  d'êtres  immédiatement  effectuées.  Il 
y  a  donc  nécessairement  une  première  étude  géo- 
métrique distincte ,  exclusivement  consacrée  à  la 
ligne  droite;  elle  a  pour  objet  de  déterminer  les 
lignes  droites,  les  unes  par  les  autres,  d'après  les 
relations  propres  aux  figures  quelconques  rcsul- 
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Linltte  leur  asscmMago.  Cette partieprélîmîmiii-u 
de  ta  géométrie  ,  qui  semble  pour  ainsi  dire  iin- 
pei-ceplible  quand  on  envisage  l'ensemble  de  )a 
science ,  est  néanmoins  susceptible  d'un  très-grand 
développement,  lorsqu'on  veut  la  traiter  dans 
toute  son  étendue.  Elle  est  ëridemment  d'autant 
plus  importante  ,  que ,  toutes  les  mesures  géomé- 
triques devant  se  ramener,  autant  que  possible,. 
à  celte  des  lignes  droites ,  l'impossibilité  de  dé- 
terminer ces  dernières  suffirait  pour  rendre  incom- 
plète la  solution  de  chaque  question  quelconque. 
Telles  b'ont  donc ,  suivant  leur  enchaînement 
naturel ,  les  diverses  parties  fondamentales  de  la 
géométrie  rationnelle.  Un  voit  que,  pour  suivre 
dans  son  étude  générale  un  ordre  vraiment  dog- 
matique, il  faut  considérer  d'abord  la  géométrie 
des  lignes,  en  commençant  par  la  ligue  droite, 
et  passer  ensuite  à  la  géométrie  des  surfaces ,  pour 
traiter  enfin  celle  des  volumes.  Il  y  a  lieu  de  s'é- 
tonner, sans  doute,  qu'une  classification  méthodi- 
que qui  d<^ivc  aussi  simplement  de  la  nature  même 
delà  science  n'ait  pas  été  constamment  suivie. 

Après  avoir  déterminé  ave^  précision  l'objet  gé- 
néral et  définitif  des  recherches  géométriques, 
il  faut  maintenant  considérer  la  science  sous  le 
rapport  du  cbamp  embrassé  par  chacune  de  ses 
trois  sections  fondamentales. 

Ainsi  envisagée ,  la  géométrie  est  évidemment 

TOHE    I.  35 


366  PHILOSOPHIE    POSITIVE. 

susceptible,  par  sa  nature  y  d'une  ^clension  rigou- 
reusement indéfinie;  car  la  mesure  des  lignes^  des 
surfaces  ou  des  volumes^  présente  nécessairement 
autant  de  questions  distinctes  que  Ton  peut  con- 
ceroir  de  formes  différentes,  assujetties  à  des  de- 
finîtione  ezaclea ,  et  le  nombre  en  est  évidemment 
infini* 

Les  géomètres  se  sont  bornés  d'abord  à  conii- 
dérer  les  formes  les  plus  simples  que  la  nature  leur 
fournissait  immédiatement  >  ou  qui  se  déduisaient 
de  ces  élémeus  primitifs  par  les  combinaisons  les 
moins  ecmipliquées.  Mais  ils  out  senti ,  depuis 
Descartes  y  que ,  pour  constituer  la  science  de  la 
manière  la  plus  philosophique^  il  fallait  nécessai* 
reonent  la  faire  porter,  en  général,  sur  toutes  les 
formes  imaginables  •  Us*  ont  ainsi  acquis  la  certi- 
tude rAisonnée  que  cette  géométrie  abstraite  cchb- 
prendi*ait  inévitablement,  comme  cas  particuliers, 
toutes  les  diverses  formes  réelles  que  le  monde 
eilérieur  pourrait  présenteir,  de  façon  à  n'étrr 
îamais  pris  au  dépourvu^  Si ,  au  contraire ,  on 
s'était  toujours  réduit  à  la  seule  considération  de 
ces  formas  naturelles,  sans  s'y  être  préparé  par 
une  élude  générale  et  par  l'examen  spécial  de  cer- 
taines formes  hypothétiques  plus  simples  ,  il  est 
clair  que  les*  difficultés  auvaient  été  le  plus  sou- 
vent insurmontables-  au  moment  de  l'application 
eflSeigtv^*  C'est  done  un  principe  fondamemal  . 
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dans  la  géométrie  vraimeot  tatioKDelle ,  que  la  ué- 
cessilé  de  conùdërer ,  autant  que  possible,  toUMB 
les  forme*  qu'on  peut  concevoir  r igonremement. 
L'examen  le  moins  appnrf'oiidi  sufEt  ptmr  faire 
comprendre  que  ces  formes  présentent  une  va- 
riété tout-à-fait  infinie.  Relativement  aux  lignes 
courbes  ,  en  les  Tardant  comme  engeddrécs  par 
le  mouvement  d'un  point  as»i)atti  à  une  cet tftiw 
loi ,  il  est  cliiir  qu'on  aura ,  en  général ,  autant  de 
courbes  diSërentes  que  )'on  supposera  de  loisdff- 
férentes  pour  ce  mouvement ,  qui  peut  évidem- 
ment s'opérer  suivant  une  infinité  de  conditions 
distinctes  ,  quoiqu'il  puisse  arriver  accideotelte- 
ment  quelquefois  que  de  nouvelles  génératioi^s 
produisent  des  courbes  déjà  obtenues.  Ainsi  , 
pour  me  borner  aux  seules  courbes  planes  ,  si  nii 
point  se  meut  de  manière  h  rester  constamment 
à  la  même  distance  d'un  point  fixe ,  il  engendrerii 
un  cercle  ;  si  c'est  la  somme  on  la  différence  de 
ses  distances  à  deux  points  fixes  qui  demeure  cons- 
tante .  la  courbe  décrite  sera  une  ellipse  oit  une 
hyperbole;  si  c'est  leur  produit >  on  aura  une 
courbe  ton  te  différente;  si  le  point  s'écarte  toujowrs 
également  d'un  point  fixe  et  d'une  droite  fixe  ,  il 
décrira  une  parabole  ;  s'il  tourne  sur  un  cercle  ort 
même  temps  que  ce  cercle  roule  sur  une  lîgnt.' 
droite  ,  ou  aura  une  cycloïde  ;  s'il  s'avance  lelong 
d'une  droite,  tandis  que  cette  droite,  fixée  par 
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une  de  ses  extrémités,  tourne  d'une  manière 
quelconque!  il  en  résultera  ce  qu'on  appelle  j  en 
général ,  des  spirales  qui ,  à  elles  seules  ^  présen- 
tent évidemment  autant  de  courbes  parfaitement 
distinctes ,  qu'on  peut  supposer  de  relations  difTé- 
rentes  entre  ces  deux  mouvemens  de  translation 
et  de  rotation^  etc. ,  etc.  Chacune  de  ces  diverses 
courbes  peut  ensuite  en  fournir  de  nouvelles,  par 
les  différentes  constructions  générales  que  les 
géomètres  ont  imaginées ,  et  qui  donnent  nais- 
sance aux  développées  ,  aux  épicycloïdes ,  aux 
caustiques,  etc.  ,  etc.  Enfin  il  existe  évidem- 
ment une  variété  encore  plus  grande  parmi  les 
courbes  à  double  courbure. 

Relativement  aux  surfaces ,  les  formes  en  sont 
nécessairement  bien  plus  diverses  encore ,  ea  les 
regardant  comme  engendrées  par  le  mouvement 
des  lignes.  En  effet,  la  forme  peut  alors  varier, 
non  seulement  en  considérant ,  comme  dans  les 
courbes,  les  différciites  lois  en  nombre  infini 
auxquelles  peut  être  assujetti  le  mouvement  de 
la  ligne  génératrice,  mais  aussi  en  supposant  que 
cette  ligne  elle-même  vienne  à  changer  de  na- 
ture, ce  qui  n'a  pas  d'analogue  dans  les  courbes, 
les  points  qui  les  décrivent  ne  pouvant  avoir  au- 
cune figure  distincte.  Deux  classes  de  conditions 
très-diverses  peuvent  donc  faire  varier  les  formes 
des  surfaces^  tandis  qu'il  n'en  existe  qu'une  seule 
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pour  les  lignes.  Il  est  inutile  de  citer  spécialement 
une  série  d'exemples  propres  à  vérifier  cette  mul- 
tiplicité doublement  infinie  qu'on  remarque  par- 
mi les  surfaces.  Il  suffirait ,  pour  s'en  iâire  une 
idée  9  de  considérer  lextréme  variété  que  pré- 
sente le  seul  groupe  des  surfaces  dites  réglées , 
c  est-à-dirc  engendrées  par  une  ligne  droite ,  et 
qui  comprend  toute  la  famille  des  surfaces  cy- 
lindriques, celle  des  surfaces  coniques ,  la  classe 
plus  générale  des  surfaces  développables  quel- 
conques,  etc.  Par  rapport  aux  volumes,  il  ny  a 
lieu  à  aucune  considération  spéciale ,  puisqu'ils 
ne  se  distinguent  entr'eux  que  par  les  surfaces 
qui  les  terminent. 

Afin  de  compléter  cet  aperçu  géométrique,  il 
faut  ajouter  que  les  surfaces  elles-mêmes  fournis- 
sent un  nouve<iu  moyen  général  de  concevoir  des 
courbes  nouvelles,  puisque  toute  courbe  peut  être 
envisagée  comme  produite  par  Tintersectioii  de 
deux  surfaces.  C'est  ainsi,  en  effet,  qu'ont  été 
obtenues  les  premières  ligues  qu'on  puisse  regar- 
der comme  vraiment  inventées  par  les  géomètres, 
puisque  la  nature  donnait  immédiatement  la  li- 
gne droite  et  le  cercle.  On  sait  que  l'ellipse,  la 
parabole  et  l'hyperbole ,  les  seules  courl>es  com- 
plètement étudiées  par  les  anciens,  avaient  été 
seulement  conçues ,  dans  l'origine,  comme  résul- 
tant de  l'intersection  d'un  cône  à  base  circulaire 
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une  de  ses  extrémités  y  tourne  dWe  manière 
quelconque ,  il  en  résultera  ce  qu'on  appelle  ,  en 
général^  des  spirales  qui ,  à  elles  seules ,  présen- 
tent évidemment  autant  de  courbes  parfaitement 
distinctes  ^  qu'on  peut  supposer  de  relations  diffé- 
rentes entre  ces  deux  mouvemens  de  translation 
-et  de  rotation^  etc. ,  etc.  Chacune  de  ces  diverses 
courbes  peut  ensuite  en  fournir  de  nouvelles,  par 
les  différentes  constructions  générales  que  les 
géomètres  ont  imaginées ,  et  qui  donnent  nais- 
sance aux  développées  y  aux  épicycloïdes ,  aux 
caustiques  »  etc.  ,  etc.  Enfin  il  existe  évidem- 
ment une  variété  encore  plus  grande  parmi  les 
courbes  à  double  courbure. 

Relativement  aux  surfaces ,  les  formes  en  sont 
nécessairement  bien  plus  diverses  encore,  en  les 
regardant  comme  engendrées  par  le  mouvement 
des  lignes.  En  effet,  la  forme  peut  alors  varier, 
non  seulement  en  considérant,  comme  dans  les 
courbes,  les  différeiiles  lois  en  nombre  infini 
auxquelles  peut  être  assujetti  le  mouvement  de 
la  ligne  génératrice ^  maïs  aussi  en  supposant  que 
cette  ligne  elle-même  vienne  à  changer  de  na- 
ture,  ce  qui  n'a  pas  d'analogue  dans  les  courbes, 
les  points  qui  les  décrivent  ne  pouvant  avoir  au- 
cune figure  distincte.  Deux  classes  de  conditions 
irès-diverses  peuvent  donc  faire  varier  les  formes 
des  surfaces^  tandis  qu'il  n'en  existe  qu'une  seule 
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pour  les  lignes.  Il  est  inutile  de  citer  spccialeineiit 
une  série  d'exemples  propres  à  yërifier  cette  mul- 
tiplicité doublement  infinie  qu'on  remarque  par- 
mi les  surfaces.  Il  suffirait ,  pour  s*en  iaire  une 
idée ,  de  considérer  1  extrême  variété  que  pré- 
sente le  seul  groupe  des  surfaces  dites  réglées , 
c'est-à-dire  engendrées  par  une  ligne  droite ,  et 
qui  comprend  toute  la  famille  des  surfaces  cy- 
lindriques, celle  des  surfaces  coniques ,  la  classe, 
plus  générale  des  surfaces  développables  quel- 
conques, etc.  Par  rapport  aux  volumes ,  il  ny  a 
lieu  à  aucune  considération  spéciale,  puisqu'ils 
ne  se  distinguent  entr'eux  que  par  les  surfaces 
qui  les  terminent. 

Afin  de  compléter  cet  aperçu  géométrique,  il 
faut  ajouter  que  les  surfaces  elles-mêmes  fournis- 
sent un  nouveau  moyen  général  de  concevoir  des 
courbes  nouvelles,  puisque  toute  courbe  peut  être 
envisagée  comme  produite  par  Tintersectioii  de 
deux  surfaces.  C'est  ainsi,  eu  effet,  qu'ont  été 
obtenues  les  premières  lignes  qu'on  puisse  regar- 
der comme  vraiment  inventées  par  les  géomètres, 
puisque  la  nature  donnait  immédiatement  la  li- 
gne droite  et  le  cercle.  On  sait  que  l'ellipse ,  la 
parabole  et  l'hyperbole ,  les  seules  courbes  com- 
plètement étudiées  par  les  anciens,  avaient  été 
seulement  conçues ,  dans  l'origine,  comme  résul- 
tant de  ^intersection  d'un  cône  h  base  circulaire 
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par  un  pian  diversement  situe.  Il  est  évident  ({ue 
psir  l'emploi  combiné  de  ces  différens  moyeos  gé- 
n4r«|ix  pour  la  ibrmatiou  des  lignes  et  des  surfa* 
ces  9  ou  pourrait  pi*oduire  une  suite  rigoureuse- 
ment infinie  de  formes  distinctes,  en  partant 
squlcment  d^ua  très-petit  nombre  de  figures  direc* 
tement  fournies  par  Tobservation. 

Du  reste,  tous  les  divers  moyens  immédiats 
pour  l'invention  des  formes,  nont  presque  plus 
aucune  importance ,  depuis  que  la  géométrie  ra- 
tionnelle a  pris,  entre  les  mains  de  Descar- 
bos,  son  caractère  définitif.  Eu  effet ,  comjnc 
nous  le  verrons  ^spécialement  dans  la  douzième 
leçon,  rinvcnlioii  des  formes  se  réduit  aujour- 
dlini  à  rinyention  des  équations  ,  en  sorte  que 
rien  n'est  plus  aisé  que  de  concevoir  de  uoiiveUes 
lignes  et  de  nouvelles  surfaces  ,  en  changeant  à 
Yolontélesfpiiclions  in  troduitesdausles  équations. 
Ce  simple  procédé  abstrait  est ,  sous  ce  rapport , 
infiniment  plus  fécond  que  les  ressources  géo- 
métriques directes,  développées  par  l'imagination 
la  plus  puissante,  qui  s'appliquerait  uniquement  à 
cet  ordre  de  conceptions.  Il  explique  d'ailleurs,  de 
la  manière  la  plus  générale  et  la  plus  sensible ,  la 
variété  nécessairement  infinie  des  formes  géomér 
triques  ,  qui  correspond  ainsi  à  la  diversité  de$ 
fonctions  analytiques.  Enfin,  il  montre  non  moins 
clairement  que  les  différentes  formes  de  surfaces 


doivent  être  encore  flus  multiplMfef  que  ceUe« 
des  lignes  >  puisque  les  lignes  sont  repr&enlAes 
analytiquement  par  des  équations  à  deux  yariablesy 
tandis  que  les  surfaces  donnent  lien  à  des  équa- 
tions à  trois  variables ,  qui  présentent  nécessaire- 
ment une  plus  grande  dirersité* 

Les  considérations  précédemment  indiquées 
suffisent  pour  montrer  nettement  Textension  ri- 
goureusement infinie  que  comporte^  par  sa  nature, 
chacune  des  trois  sections  générales  de  la  géomé- 
trie,  relativement  aux  lignes ,  auxsuurfAoas^et  aux 
volumes^  en  résultat  de  la  variété  infinie  des  corps 
à  mesurer* 

Pour  achever  de  nous  faire  une  idée  exacte  et 
suffisamment  étendue  de  la  nature  des  recher- 
ches géométriques ,  il  est  maintenant  indispensa- 
ble de  revenir  sur  la  définition  générale  donnée 
ci  dessus ,  afin  de  la  présenter  sous  un  nouveau 
point  dQ  vue,  sans  lequel  l'ensemble  de  la  science 
ne  serait  que  fort  imparfaitement  conçu. 

En  assignant  pour  but  k  la  géométrie  la  mesure 
de  toutes  les  sortes  de  lignes,  de  surfaces  et  de 
volumes ,  c'est-à-nlire  ,  comme  je  1  ai  expliqué  , 
la  réduction  de  toutes  les  comparaisons  géométri- 
ques à  de  simples  comparaisons  de  lignes  droites , 
nous  avons  évidemment  l'avantage  d'indiquer  une 
destination  générale  très-précise  et  très-facile  à 
saisir.   Mais ,   si   écartant  toute   définition  ,   on 
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examine  la  composition  effective  de  la  science 
géométrique  ,  on  sera  d  abord  porté  à  r^rder  la 
définition    précédente    comme    beaucoup    trop 
étroite ,  car  il  n^est  pas  douteux  que  la  majeure 
partie  des  recherches  qui  constituent  notre  géo- 
métrie actuelle    ne   paraissent  nullement  avoir 
pour  objet  la  mesure  de  l'étendue.  C'est  proba- 
blement une  telle  considération  qui  maintient 
encore ,  pour  la  géométrie  ^  l'usage  de  ces  défini- 
tions vagues ,  qui  ne  comprennent  tout  que  parce 
qu'elles  ne  caractérisent  rien.  Je  crois  néanmoins» 
malgré  cette   objection   fondamenlale ,   pouvoir 
persister  à  indiquer  la  mesure  de  l'étendue  comme 
le  hut  général  et  uniforme  de  la  science  géomé- 
trique ,  et  en  y  comprenant  cependant  tout  ce 
qui  entre  dans  sa  composition  réelle.  En  effet , 
si  ,  au  lieu  de  se  borner  à  considérer  isolément 
les  diverses  recherches  géométriques,  on  s'attache 
«1  saisir  les  questions  principales,   par   rapport 
auxquelles  toutes  les  autres,  quelque  importantes 
qu'elles  soient ,   ne  doivent  être  regardées   que 
comme  secondaires,  on  finira   par  reconnaître 
que  la  niesiwe  des  lignes  ,  des  surfaces  et  des  vo- 
lumes, est  le  but  invariable,  quelquefois  direct ^ 
et  le  plus  souvent  indirect  y  de  tous  les  travaux 
géométriques.  Cette  proposition  {générale  éiant 
fondamentale  ,  puisqu'elle  peut  seule  donner  i 
notre  définition  toute  sa  valeur  ,  il  est  indispen,- 
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saUe  d'entrer  à  ce  sujet  dans  quelques  dévclop- 
pemens. 

En  examinant  avec  attention  les  recherches 
géomdlriques  qui  ne  paraissent  point  se  rapporter 
s\  la  mesure  de  Tétendue ,  on  trouve  qu'elles  con- 
sistent essentiellement  dans  l'ëtude  des  diverses 
propriétés  de  chaque  ligne  ou  de  chaque  surface, 
c'est^*dirc,  en  termes  prëcis ,  dans  la  connais- 
sance des  diffërens  modes  de  génération  ^  ou  du 
moins  de  définition  »  propres  à  chaque  forme  que 
l'on  considère.  Or,  on  peut  aisément  établir  ,  de 
la  manière  la  plus  générale ,  la  relation  nécessaire 
d'une  telle  étude  avec  la  question  de  mesure  ^ 
])Our  laquelle  la  connaissance  la  plus  complète 
possible  des  propriétés  de  chaque  forme  est  un 
préliminaire  indispensable.  C'est  ce  que  concou- 
rent à  prouver   deux  considérations  également 
fondamentales^  quoique  de  nature  tout- à- fait 
distincte. 

La  première,  purement  scientifique,  consiste 
ù  remarquer  que  si  l'on  ne  connaissait,  pour 
chaque  ligne  ou  pour  chaque  surface ,  d'autre 
propriété  caractéristique  que  celle  d'après  la- 
quelle \iis  géomètres  l'ont  primitivement  conçue, 
il  serait  le  plus  souvent  impossible  de  parvenir  à 
la  solution  des  questions  relatives  à  sa  mesure. 
liln  effet ,  il  est  facile  de  sentir  que  les  différentes 
définitions  dont  chaque  forme  est  susceptible  ne 
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sout  pas  toutes  paiement  propres  à   une  telle 
destination ,  et  qu  elles  présentent  même,  sou«  ce 
rapport  y  les  oppositions  les  plus  complètes.  Or  , 
d'un  autre  côté,  la  définition  primitive  de  chaque 
forme  n  ayant  pu  évidemment  être  choisie  d  après 
cette  condition,  il  est  clair  qu'on  ne  doit  pas 
s'attendre ,  en  général ,  à  la  trouver  la  plus  con- 
venaUe  ;  d'où  résulte  la  nécessité  d'en  découvrir 
d'antres,  c'est  à  dii*e  d'étudier,  autant  que  pos- 
sible ,  les  propriétés  de  la  forme  proposée.  Qu'on 
suppose ,  par  exemple ,  que  le.  cercle  soit  défini , 
la  courbe  qui ,  sous  le  même  contour,  renferme 
la  plus  grande  aire ,  ce  qui  est  certainement  une 
propriété  tout-à-fait  caractéristique ,  on  éprou- 
verait évidemment  des  difficultés  insurmontables 
pevir  déduire  d''un  tel  point  de  départ  la  solution 
des  questions  fondamentales  relatives  à  la  recti- 
fication ou  à  la  quadrature  de  cette  courbe.  Il  est 
clair,  à  priori  y  que  la  propriété  d'avoir  tous  ses 
points  à  ^a)e  distance  d'un  point  fixe,  doit  né- 
cessairement s'adapter  bien  mieux  à  des  recher- 
ches de  cette  natu/'e ,  sans  qu'elle  soit  précisé- 
ment la  plus  convenfible.  De  même ,  Ârchimède 
eût**  il  jamais  pu  découvrir  la  quadrature  de  la 
parabole  ,  s'il  n'avait  connu  de  cette  courbe  d'au- 
tre propriété  que  d'être  la  section  d'un  cône  à 
base  circulaire ,  par  un  plan  parallèle  à  sa  géné- 
ratrice? Les   travaux  purement  spéculatifs  d€& 
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géomètres  précedens ,  pour  transforuier  cette  pre- 
mière définition  ,  ont  évidemment  été  des  préli- 
minaires indispensables^  la  solution  directe  d'uœ 
telle  question.  Iji  en  est  de  même ,  à  plw  forte 
raison»  relativement  apx  surfaces.  Il  suffirait» 
pour  s^en  faire  une  juste  idée^  de  comparer ,  par 
exemple,  quant  4  la  question  de  la  cubatui'e  ou  de 
la  quadrature  »  la  définition  ordinaire  de  la  sphère 
avec  celle ,  noii  moins  caractéristique  sans  doute , 
qui  consister^  à  r^rder  un  corps  sphériqye 
comme  celui  qui ,  sous  la  même  aire  ^  coalient 
le  plus  grand  volupo^e. 

Je  n'ai  pas  besoin  d'indiquer  un  plus  gnmd 
nombre  d'exemples  pour  faire  comprendre ,  en 
général,  la  nécessité  de  connaître,  autant  que 
possible ,  toutes  les  propriétés  de  chaque  ligne  ou 
de  chaque  surface ,  afin  de  faciliter  la  recherche 
dçs  rectifications,  de^  quadratures ,  et  des  cuba- 
t.ures ,  qui  constitue  l'objet  final  de  la  géométrie^ 
On  peut  même  dire  que  la  principale  difficulté 
des  questipns  de  ce  genre  consiste  à  employer, 
dans  dbaque  cas,  la  propriété  qui  s'adapte  le 
mieux  à  la  nature  du  problème  proposé.  Ainai 
en  continuant  à  indiquer,  pour  plus  de  précision, 
la  mesure  de  l'étendue ,  comipe  la  destinatioii 
général^  de  la  géométrie ,  cette  première  consi- 
dération^ qui  touche  directement  au  fond  du 
sujet ,  démontre  claircmcnl^  la  nécessité  d'y  eom* 
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prendre  Tëtude ,  aussi  approfondie  que  possible  f 
des  diverses  générations  ou  définitions  propres  à 
une  même  forme. 

Un  second  motifs  d*une  importance  au  moins 
^le,  consiste  en  cequ  une  telle  étude  est  indispen- 
sable pour  organiser ,  dune  manière  rationnelle, 
la  relation  de  l'abstrait  au  concret  en  géométrie. 

La  science  géométrique  devant  considérer,  ainsi 
que  je  lai  indiqué  ci-dessus,  toutes  les  formes 
imaginables  qui  comportent  une  définition  exacte , 
il  en  résulte  nécessairement ,  comme  nous  l'avons 
remarqué ,  que  les  questions  relatives  aux  formes 
quelconques  présentées  par  la  nature  ,  sont  tou- 
jours implicilemcnt  comprises  dans  cette  géomé- 
trie abstraite  ,  supposée  parvenue  à  sa  perfection. 
Mais  quand  il  faut  passer  effectivement  à  la  géo- 
métrie concrète,  on  rencontre  constamment  une 
difficulté  fondamentale,  celle  de  savoir  auxquels 
des  différens  types  abstraits  on  doit  rapporter , 
avec  une  approximation  suffisante ,  les  lignes  ou 
les  surfaces  réelles  qu'il  s'agit  d'étudier.  Or,  c'est 
pour  établir  une  telle  relation  qu'il  est  particu- 
lièrement indispensable  de  connaître  le  plus  grand 
nombre  possible  de  propriétés  de  chaque  forme 
considérée  en  géométrie. 

En  effet,  si  l'on  se  bornait  toujours  à  la  seule 
définition  primitive  d'une  ligne  ou  d'une  surface, 
en  supposant  même  qu'on  pût  alors  la  mesurer 
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(  ce  qui ,  d'après  le  premier  genre  de  considé- 
rations ,  serait  le  plus  souvent  impossible  ) ,  ces 
connaissances  resteraient  presque  nécessairement 
stériles  dans  l'application ,  puisqu^on  ne  saurait 
point  ordinairement  reconnaître  cette  forme  dans 
la  nature,  quand  elle  s'y  présenterait.  Il  faudiait 
|)our  cela  que  le  caractère  unique  ,  d'après  lequel 
les  géomètres  l'amaient  conçue ,  fût  précisément 
celui  dont  les  circonstances  extérieures  comporte- 
raient la  vérification ,  coïncidence  purement  for- 
tuite ,  sur  laquelle  évidemment  on  ne  doit  pas 
compter  ,  bien  qu'elle  puisse  avoir  lieu  quelque- 
fois. Ce  n'est  donc  qu'en  multipliant  autant  que 
possible  les  propriétés  caractéristiques  de  chaque 
forme  abstraites  f  que  nous  pouvons  être  assurés 
d'avance  de  la  reconnaître  à  l'état  concret ,  et 
d'utiliser  ainsi  tous  nos  travaux  rationnels,  en 
vérifiant^  dans  chaque  cas^  la  définition  qui  est 
susceptible  d'être  constatée  directement.  Cette  dé- 
finition est  presque  toujours  unique  dans  des  cir- 
constances données ,  et  varie,  au  contraire,  pour 
une  même  forme ,  avec  des  circonstances  diffé- 
rentes :  double  motif  de  détermination. 

La  géomclric  céleste  nous  fournit,  à  cet  égard, 
l'exemple  le  plus  mémorable ,  bien  propre  à  met- 
tre en  évidence  la  nécessité  générale  d'une  telle 
étude.  On  sait ,  eu  efiet ,  que  l'ellipse  a  été  recon- 
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nue  par  Kepler  comaie  étant  la  conrbe  que  décri- 
vent les  planètes  autour  du  soleil  et  les  satellites  au- 
tour de  leurs  planètes.  Or ,  cette  découverte  fon- 
damentale, quia  l'enouvelé rastronomie,  eût-elle 
jamais  été  possible,  si  1  on  s  était  toujours  borné  à 
concevoir  l'ellipse  comme  la  section  oblique  d'un 
cane  circulaire  par  un  plan  ?  Aucune  telle  défi- 
nition ne  pouvait  évidemment  comporter  une 
semblable  vérification.  La  propriété  la  plus  usuelle 
de  l'ellipse  f  que  la  somme  des  distances  de  tous 
ses  points  à  deux  points  fixes  soit  constante  ,  est 
bieïi  plus  suscepiiljle  sans  doute,  par  sa  nature,  de 
ftfîre  reconnaître  la  courbe  dans  ce  cas  ;  mais  elle 
n'est  point  encore  directement  convenable.  I^e 
seul  caractère  qui  puisse  être  alors  vérifié  inmié- 
diatement ,  est  celui  qu'on  tire  de  la  relation  qui 
existe  dans  l'ellipse  entre  la  longueur  des  distances 
focales  et  leur  direction  ,  l'unique  relalioii  qui 
admette  une  interprétation  astronomique,  comme 
exprimant  la  loi  qui  lie  la  distance  de  la  planète 
au  soleil  au  temps  écoulé  depuis  l'origine  de  sa  ré- 
volution. Il  a  donc  fallu  que  les  travaux  purement 
spéculatifs  des  géomètres  grecs  sur  les  propriétés 
des  sections  coniques  eussent  préalablement  pré- 
senté leur  génération  sous  une  multitude  de  points 
de  vue  différens ,  pour  que  Kepler  ait  pu  pass^ 
ainst  de  ^abstrait  au  concret,  en  choisissant  parmi 
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lous  ces  divers  caractères odoi  qui  pouvait  le  pins 
facilement  être  constaté  pour  les  orbites  (Jané- 
taires. 

Je  puis  citer  encore  un  exemple  du  même  or- 
dre ,  relativement  aux  surCaKses,  en  considérant 
l'importante  question  de  la  figure  de  la  terre.  Si 
on  n  avait  jamais  connu  d'autre  proptîété  de  la 
sphère  que  son  caractère  primitif  d'avoir  tous 
ses  points  Clément  dîstans  d'un  point  intérieur, 
comment  aurait-on  pu  jamais  découvrir  que  la  ' 
surface  de  la  terre  était  sphériqne  ?  Il  a  été  né- 
cessaire pour  cela  de  déduire  préalablefnent  de 
cette  définition  de  la  sphère  quelques  propriétés 
susceptibles  d'être  vérifiées  par  des  observations 
effectuées  uniquement  à  la  surface ,  comme  ,  par 
exemple,  le  rapport  constant  qui  existe  pour  Ifi 
sphère  entre  la  longueur  du  chemin  parcouru  le 
long  d'un  méridien  quelconque  en  s'avançant  vers 
un  pôle  ,  et  la  hauteur  angulaire  de  ce  pôle  sur 
l'horizon  en  chaque  point.  Il  en  a  été  évidemment 
de  même  y  et  avec  une  bien  plus  longue  suite  de 
spéculations  préliminaires  ^  pour  constater  plus 
tard  que  la  terre  n'était  point  rigooreusement 
sphériqne ,  mais  que  sa  forme  est  celle  d'un  el- 
lipsoïde de  révolution. 

Après  de  tels  exemplesi,  il  serait  sans  doute 
inutile  d'en  rapporter  d'autres ,  que  chacun  peut 
d'aiWeufs  aisément  mnltiplier.  On  y  vérifiera  ton- 
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jours  que,  sans  une  connaissance  trés-étcnduc  des 
diverses  propriétés  de  chaque  forme  ,  la  relation 
de  labstrait  au  concret  ^n  géométrie  serait  pure- 
ment accidentelle,  et  que^  par  conséquent ^  la 
science  manquerait  de  l'un  de  ses  foudemens  les 
plus  essentiels. 

Tels  sont  donc  les  deux  motifs  généraux  qui 
démontrent  pleinement  la  nécessité  d'introduire 
en  géométrie  une  foule  de  recherches  qui  n'ont 
pas  pour  objet  direct  la  rnesufv  de  l'élendue  ,  en 
continuant  cependant  à  concevoir  une  telle  me- 
sure comme  la  destination  finale  de  toute  la 
science  géométrique.  Ainsi ,  nous  pouvons  con- 
server les  avantages  philosophiques  que  présentent 
la  netteté  et  la  précision  de  cette  définition ,  et 
y  comprendre  néanmoins ,  d'une  manière  très- 
rationnelle^  quoiqu'indii-ecte  ,  toutes  les  recher- 
ches géométriques  connues  ^  en  considérant  celles 
qui  ne  paraissent  point  se  rapporter  à  la  mesure 
de  l'élendue^  comme  destinées  soit  à  préparer  la 
solution  des  questions  finales ,  soit  à  permettre 
l'applir^ition  des  solutions  obtenues. 

Après  avoir  reconnu  ,  en  thèse  générale ,  les 
relations  intimes  et  nécessaires  de  l'étude  des  pro- 
priétés des  lignes  et  des  surfaces  avec  les  recher- 
ches qui  constituent  l'objet  définitif  de  la  géo- 
méti'iey  il  est  d'ailleurs  évident  que ,  dans  la  suite 
de  leurs  travaux,  les  géomètres  ne  doivent  nulle- 
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Tuciit  s'astreindre  à  ne  jamais  perdre  de  vue  un 
tel  enchaînement.  Sachant  >  une  fois  pour  toutes, 
combien  il  importe  de  varier  le  plus  possible  les 
maniôres  de  concevoir  chac[ue  forme ,  ils  doivent 
poursuivre  cette  étude  sans  considérer  immëdia- 
tcmenl  de  quelle  utilité  peut  être  telle  ou  telle 
propriété  spéciale  pour  les  rectifications^  les  qua- 
(lratui*es  ou  les  cubatures.  Us  entraveraient  inuti- 
lement leurs  recherches  »  en  attachant  une  im- 
portance puérile  à  l'établissement  continu  de  cette 
coordination.  L'esprit  humain  doit  procéder,  à  cet 
égard  y  comme  il  le  fait  en  toute  occasion  sem- 
blable f  quand  ,  après  avoir  conçu ,  en  général  ^ 
la  destination  d  une  certaine  étude  ,  il  s'attache 
exclusivement  à  la  pousser  le  plus  loin  possible  , 
en  faisant  complètement  abstraction  de  cette  re^ 
lation  9  dont  la  considération  perpétuelle  compli- 
querait tousses  travaux. 

L'explication  générale  que  je  viens  d  exposer 
est  il  autant  plus  indispensable  y  que,  par  la  na-« 
ture  même  du  sujet ,  cette  étude  des  diverses 
propriétés  de  chaque  ligne  et  de  chaque  surface 
compose  nécessairement  la  très-majeure  partie  de 
l'ensemble  des  recherches  géométriques.  En  .effet, 
les  questions  immédiatement  relatives  aux  rectifi- 
cations ,  aux  quadi*atures  et  aux  cubatures ,  sont 
évidemment  ,  par  elles-mêmes ,  en  nombre  fort 
limité  pour  chaque  forme  considérée.  Au  con« 
TOME  T.  26 
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traire,  l'étude  des  propriétés  d'une  même  forme 
présente  à  l'activité  de  l'esprit  humain  un  champ 
naturellement  indéfini ,  où  l'on  peut  toujours  es- 
pérer de  faire  de  nouvelles  découvertes.  Ainsi , 
par  exemple ,  quoique  les  géomètres  se  soient  oc- 
cupés depuis  vingt  siècles ,  avec  plus  ou  moins 
d'activité  sans  doute  ,  mais  sans  aucune  interrup- 
tion réelle  y  de  l'étude  des  sections  coniques ,  ils 
sont  loin  de  regarder  ce  sujet  si  simple  comme 
épuisé  ;  et  il  est  certain  en  effet  qu'en  continuant 
à  s'y  livrer ,  on  ne  manquerait  pas  de  trouver  en- 
core des  propriétés  inconnues  de  ces  diverses 
courbes.  Si  les  travaux  de  ce  genre  se  sont  consi- 
dérablement ralentis  depuis  environ  un  siècle , 
ce  n'est  pas  qu'ils  soient  terminés;  cela  tient 
seulement  9  comme  je  l'expliquerai  tout-à-l'heure, 
à  ce  que  la  révolution  philosophique  opérée  en 
géométrie  par  Descartes  a  dû  singulièrement  di- 
minuer l'importance  de  semblables  recherches. 
Il  résulte  des  considérations  précédentes  que 
non-seulement  le  champ  de  la  géométrie  est  né- 
cessairement infini  à  cause  de  la  variété  des  for- 
mes à  considérer  ,  mais  aussi  en  vertu  de  la  di- 
versité des  points  de  vue  sous  lesquels  une  même 
forme  peut  être  envisagée.  Cette  dernière  concep- 
tion est  même  celle  qui  donne  l'idée  la  plus  large 
et  la  plus  complète  de  l'ensemble  des  recherches 
géométriques.  On  voit  que  les  études  de  ce  genre 
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consistent  essentiellement ,  pour  cliaque  ligne  ou 
pour  chaque  surface  ,  à  rattacher  tous  les  phéno- 
mènes géométriques  qu'elle  peut  présenter  à  un 
seul  phénomène  fondameuLal  ,  regardé  comme 
défmition  primitive. 

Après  avoir  exposé ,  d'une  manière  générale  et 
pourtant  précise  ,  l'objet  final  de  la  géométrie  , 
et  montré  comment  la  science,  ainsi  définie, 
comprend  une  classe  de  recherches  très-étendue 
cjui  ne  paraissaient  point  d'abord  s'y  rapporter 
uécessaireraent ,  il  me  reste  à  considérer,  dans 
son  ensemble,  la  méthode  à  suivre  pour  la  for- 
mation de  celle  science.  Cette  dernière  explica- 
tion est  indispensable  pour  compléter  ce  premier 
aperçu  du  caractère  philosophique  de  la  géomé- 
trie. Je  me  bornerai  en  ce  moment  à  indiquer  à 
cet  égard  la  considération  la  plus  générale ,  celte 
importante  notion  foudamealale  devant  être  déve- 
loppée et  précisée  dans  les  leçons  suivantes. 

L'ensemble  des  questions  géométriques  pent 
être  traité  suivant  deux  méthodes  tellement  dif- 
férentes, qu'il  en  résulte,  pour  ainsi  dire,  deux 
sortes  de  géométries,  dont  le  caractère  philoso- 
phique ne  me  semble  pas  avoir  été  encore  conve- 
nablement saisi.  Les  expressions  de  géométrie  5^n- 
thétique  et  géométrie  analytique,  habituellement 
employées  pour  les  désigner ,  en  donnent  une  Irès- 
fausse  idée.  Je  préférerais  de  beaucoup  les  déno- 
aG. 
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minations  pui*eincnt  historiques  de  géométrie  des 
anciens  et  géométrie  des  modernes  j  qui  ont ,  du 
moins,  l'avantage  de  ne  pas  faire  méconnaître  leur 
vrai  caractère.  Mais  je  propose  d'employer  désor- 
mais les  expressions  régulières  de  géomét/ie  spé- 
ciale cl  géométrie  générale  ^  qui  me  paraissent 
propres  à  caractériser  avec  précision  )a  véritable 
nature  des  deux  méthodes. 

Ce  n'est  point,  en  effet ,  dans  l'emploi  du  cal- 
cul ,  comme  on  le  pense  communément ,  que  con- 
siste précisément  la  différence  fondamentale  entre 
la  manière  dont  nous  concevons  la  géométrie  de- 
puis Descartes ,  et  la  manière  dont  les  géomètres 
de  l'antiquité  traitaient  les  c|uestions  géométri- 
ques. 11  est  certain  y  dune  part,  que  l'usage  du 
calcul  ne  leur  était  point  entièrement  inconnu , 
puisqu'ils  faisaient,  dans  leur  géométrie,  desappli-^ 
<;ations  continuelles  et  fort  étendues  de  la  théorie 
des  proportions ,  qui  était  pour  eux ,  comme 
moyen  de  déduction ,  une  sorte  d'équivalent  réel , 
quoique  très-imparfait  et  surtout  ei^tremement 
borné,  de  notre  algèbre  actuelle.  0(i  peut  même 
employer  le  calcul  d'une  m:\qiere  beaucoup  plu» 
copiplète  qu'ils  ne  l'ont  fait  pour  obtenir  certain 
nés  solutions  géométriques ,  qui  n'en  auront  pas 
gioius  le  caractère  essentiel  de  la  géométrie  au- 
cienne;  c'est  ce  qui  arrive  très-fréquemment, 
par  rapport  à  ces  probjèmeis  de  géométrie  à  deux 
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OU  à  trois  dimensions ,  qu'on  désigne  vulgairement 
sous  le  nom  de  déterminés.  IVun  autre  côte, 
quelque  capitale  que  soit  l'influence  du  calcul 
dans  notre  géométrie  modefne,  plusieurs  solu- 
tions ,  obtenues  sans  algèbre ,  peuvent  manifester 
quelquefois  le  caractère  propre  qui  la  distingue 
de  la  géométrie  ancienne,  quoique,  en  thèse  gé- 
nérale ,  l'analyse  soit  indispensable  ;  j'en  citerai , 
comme  exemple ,  la  méthode  de  Roberval  pour 
les  tangentes ,  dont  la  nature  est  essentiellement 
moderne,  et  qui  cependant  conduit,  en  certains 
cas,  à  des  solutions  complètes,  sans  aucun  secours 
du  calcul.  Ce  n*est  donc  point  par  l'instrument  de 
déduction  employé  qu'on  doit  principalement  dis- 
tinguer les  deux  marches  que  l'esprit  humain 
peut  suivre  en  géométrie. 

La  différence  fondamentale ,  jusqu'ici  impar- 
faitement saisie ,  me  parait  consister  réellement 
dans  la  nature  même  des  questions  considérées. 
En  effet ,  la  géométrie ,  envisagée  dans  son  en- 
semble ,  et  supposée  parvenue  à  son  entière  per- 
fection ,  doit ,  comme  nous  l'avons  vu ,  d'une  part , 
embrasser  toutes  les  formes  imaginables,  et 
d'une  autre  part  ,  découvrir  toutes  les  propriétés 
de  chaque  forme.  Elle  est  susceptible ,  d'après 
cette  double  considération ,  d'être  traitée  suivant 
deux  plans  essentiellement  distinctifs  :  soit  en 
groupant  ensemble  toutes  les  questions^  qnc^lquo 
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diverses  qu'elles  soient^  qui  concernent  une  même 
forme,  et  isolant  celles  relatives  à  des  corps  dif- 
fërens ,  quelque  analogie  qui  puisse  exister  entre 
elles;  soit,  au  contraire^  en  réunissant  sous  un 
même  point  de  vue  toutes  les  recherches  sembla- 
bles .,  à  quelques  formes  diverses  qu'elles  se  rap- 
portent d'ailleurs,  et  séparant  les  questions 
relatives  aux  propriétés  réellement  différentes 
dW  même  corps.  En  un  mot,  l'ensemble  de  la 
géométrie  peut  être  essentiellement  ordonné  ou 
par  rapport  aux  corps  étudiés ,  ou  par  rapport 
aux  phénomènes  à  considérer.  Le  premier  plan , 
qui  est  le  plus  naturel ,  a  été  celui  des  anciens; 
le  second,  infiniment  plus  rationnel  ^  est  celui  des 
modernes  depuis  Descartes. 

Tel  est ,  en  effet ,  le  caractère  principal  de  la 
géométrie'ancienne  ,^qu''on  étudiait,  une  à  une  y 
les  diverses  lignes  et  les  diverses  surfaces ,  ne  pas- 
sant à  l'examen  d'une  nouvelle  forme  que  lors^ 
qu'on  croyait  avoir  épuisé  tout  ce  que  pouvaient 
offrir  d'intéressant  les  formes  connues  jusqu'alors. 
Dans  cette  manière  de  procéder,  cjuand  ou  entre- 
prenait l'étude  d'une  courbe  nouvelle ,  l'ensemble 
des  travaux  exécutés  sur  les  précédentes  ne  pou- 
vait présenter^  directement  aucune  ressource  es- 
sentielle, autrement  que  par  l'exercice  géomé- 
trique auquel  il  avait  dressé  l'intelligence.  Quelle 
que  pi\t  être  la  similitude  réelle  des  questions 
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proposées  sur  deux  formes  diffëreates  y  les  con- 
naissances complètes  acquises  pour  Tune  ne  pou- 
vaient nullement  dispenser  de  reprendre  pour 
1  autre  Tensemble  de  la  recherche.  Aussi  la  mar- 
che de  l'esprit  n  était-elle  jamais  assurée;  en  sorte 
qu'on  ne  pouvait  être  certain  d'avance  d'obtenir 
une  solution  quelconque ,  quelqu'analogue  que 
fût  le  problème  proposé  à  des  questions  déjà  ré- 
solues. Ainsi ,  par  exemple ,  la  détermination  des 
tangentes  aux  trois  sections  coniques  ne  fournis- 
sait aucun  secours  rationnel  pour  mener  la  tan- 
gente à  quelqu'autre  courbe  nouvelle ,  conune  le 
conclioïde ,  la  cissoïde  y  etc.  En  mi  mot ,  la  géo- 
métrie des  anciens  était ,  suivant  l'expression 
proposée  ci-dcssiis ,  essentiellement  spéciale* 

Dans  le  système  des  modernes ,  la  géométrie 
est,  au  contraire^  éminemment  générale  ^  c'est-à- 
dire  y  relative  à  des  formes  quelconques.  Il  est 
aisé  de  comprendre  d  abord  que  toutes  les  ques- 
tions géométriques  de  quclqu'intérét  peuvent  éti*e 
proposées  par  rapport  à  toutes  les  formes  imagi- 
nables. C'est  ce  qu'on  voit  directement  pour  les 
problèmes  fondamentaux,  qui  constituent,  d'après 
les  explications  données  dans  cette  leçon  ,  l'objet 
définitif  de  la  géométrie^  c'est-à-dire,  les  rectifi- 
cations^ les  quadratures,  et  les  cubatures.  Mais 
cette  remarque  n'est  pas  moins  incontestable, 
même  pour  les  recherches  relatives  aux  diverses 
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propiiété*  des  lignes  et  des  surfaces,  et  dont  les 
plus  'essentielles  ,  telles  que  la  question  des  tan- 
gentes ou  des  plans  tangens  y  la  théorie  des  cour- 
hures,  etc.,  sont  évidemment  communes  à  toutes 
les  formes  quelconques.  Les  recherches  très-peu 
nombreuses  qui  sont  vraiment  particulières  à  telle 
ou  telle  forme  n'oAt  qu*une  importance  extrême- 
ment secondaire.  Cela  posé,  la  géométrie  moderne 
consiste  essentiellement  à  abstraire ,  pour  la  traiter 
à  part;  d'une  manière  entièrement  générale,  toute 
question  relative  à  un  même  phénomène  géomé- 
trique ,  dans  quelques  corps  qu'il  puisse  être  con- 
sidéré. L'application  des  théories  universelles 
ainsi  construites  à  la  détermination  spéciale  du 
phénomène  dont  il  s'agit  dans  chaque  corps  par- 
ticulier ,  n'est  plus  regardée  que  comme  un  tra- 
vail subalterne,  à  exécuter  suivant  des  règles  in- 
variables et  dont  le  succès  est  certain  d avance- 
Ce  travail  est,  en  un  mot,  du  même  ordre  que 
l'évaluation  numérique  d'une  formule  analytique; 
déterminée.  Il  ne  peut  y  avoir  sous  ce  rapport 
d  autre  mérite  que  celui  de  présenter,  dans  chaque 
cas,  la  solution  nécessairement  fournie  par  la 
métliodc  générale ,  avec  toute  la  simplicité  et  l'é- 
l^ance  que  peut  comporter  la  ligne  ou  la  surface 
considérée.  Maison  n'attache  d'importance  réî'llo 
qu'à  la  conception  et  à  la  solution  complète  d'une 
nouvelle  question  f)ropro  à  une  forme  quelcon- 
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que.  Les  travaux  de  ce  genre  sont  seuls  r^rdés 
<:oinme  faisant  faire  à  la  sciâice  de  véritables  pas. 
Laltention  des  géomètres  ,  ainsi  dispensée  de 
l'examen  des  particularités  des  diverses  formes , 
et  dirigée  tout  entière  vers  les  questions  géné- 
rales ,  a  pu  s'élever  par  lii  à  la  considération  de 
nouvelles  notions  géométriques^  qui ,  appliquées 
aux  courbes  étudiées  par  les  anciens ,  en  ont  fait 
découvrir  des  propriété  importantes  qu'ils  n'a- 
vaient pas  même  soupçonnées.  Telle  est  la  géomé^ 
trie,  depuis  la  révolution  radicale  opérée  par  Des^ 
cartes  dans  le  système  général  de  la  science. 
.  La  simple  indication  du  caractère  fondamental 
propre  à  chacune  des  deux  géométries ,  suffit  sans 
doute  pour  mettre  en  évidence  l'immense  supé- 
riorité nécessaire  de  la  géométrie  moderne.  On 
peut  même  dire  qu'avant  la  grande  conception  de 
Descartes  ^  la  géométrie  rationnelle  n'était  pas 
vraiment   constituée    sur  des  bases  définitives  ^ 
âoit  sous  le  rapport  abstrait  ^  soit  sous  le  rapport 
concret.  En  effet ,  pour  la  science  considérée  spé- 
culativement^  il  est  clair  qu'en  continuant  indéfi^ 
niment,  comme  l'ont  fait  les  modernes  avant  Des- 
cartes et  même  un  peu  aprës ,  h.  suivre  la  marche 
des  anciens^  en  ajoutant  quelques  nouvelles  cour- 
bes nu  petit  nombre  de  celles  qu'ils  avaient  étu- 
diées, les  progrès  9  quelque  rapides  qu'ils  eussent 
pii  (*trC;  nniiraicjit  été  ,  après  une  longue  suito 
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de  siècles,  que  fort  peu  considérables  par  rapport 
au  système  général  de  la  géométrie ,  vu  l'infinie 
variété  des  formes  qui  sciaient  toujours  restées  à 
étudier.  Au  contraire ,  à  chaque  question  résolue 
suivant  la  marche  des  modernes  ,  le  nombre  des 
problèmes  géométriques  à  résoudre  se  trouve  ^ 
une  fois  pour  toutes ,  diminué  d'autant,  par  rap- 
port à  tous  les  corps  possibles»  Sous  un  second 
point  de  vue ,  du  défaut  complet  de  méthodes  gé- 
nérales il  résultait  que  les  géomètres  anciens,  dans 
toutes  leurs  recherches  ,  étaient  entièrement 
abandonnés  à  leurs  propres  forces  ^  sans  avoir  ja- 
mais la  certitude  d'obtenir  tôt  ou  tard  une  solution 
quelconque.  Si  cette  imperfection  de  la  science 
était  éminemment  propre  à  mettre  dans  tout  son 
jour  leur  admirable  sagacité,  elle  devait  rendre 
leurs  progrès  extrêmement  fents:  on  peut  s'en 
faire  une  idée  par  le  temps  considérable  qu'ils  ont 
employé  à  l'étude  des  sections  coniques.  La  géo- 
métrie moderne,  assurant  d'une  manière  invaria- 
ble la  marche  de  notre  esprit,  permet,  au  con- 
traire, d'utiliser  au  plus  haut  degré  possible  les 
forces  de  l'intelligence ,  que  les  anciens  devaient 
consumer  fréquemment  sur  des  questions  bien 
peu  importantes. 

Une  différence  non  moins  capitale  se  manifeste 
entre  les  deux  systèmes ,  quand  on  vient  à  consi* 
dérer  la  géométrie  sous  le  rapport  concret.  En 
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effet,  nous  avons  remarque  plus  haut  que  la  rela- 
tion de  l'abstrait  au  concret  en  géométrie  ne  peut 
être  solidement  fondée  sur  des  bases  rationnelles 
qu'autant  qu'on  fait  directement  porter  les  re- 
cherches sur  toutes  les  formes  imaginables.  En 
n'étudiant  les  lignes  et  les  surfaces  qu'une  à  une, 
quel  que  soit  le  nombre,  toujours  nécessairement 
fort  petit ,  de  celles  qu'on  aura  considérées,  l'ap- 
plication de  théories  semblables  aux  formes 
réellement  existantes  dans  la  nature  n'aura  jamais 
qu'un  caractère  essentiellement  accidentel,  puis- 
que rien  n'assure  que  ces  formes  pourront  effec- 
tivement rentrer  dans  les  types  abstraits  envisagés 
par  les  géomètres. 

D  y  a  certainement^  par  exemple^  quelque  chose 
de  fortuit  dans  l'heureuse  relation  qui  s'est  établie 
entre  les  spéculations  des  géomètres  grecs  sur  les 
sections  coniques  et  la  détermination  des  véritables 
orbites  planétaires.En  continuant  sur  le  même  plan 
les  travaux  géométriques^  on  n'avait  point,  en  géné- 
ral, le  droit  d'espérer  de  semblables  coïncidences; 
et  ileûtctépossible,  dans  ces  études  spéciales,  que 
les  recherches  des  géomètres  se  fussent  dirigées 
sur  des  formes  abstraites  indéfiniment  inapplica- 
bles, tandis  qu'ils  en  auraient  négligé  d'autres, 
susceptibles  peut-être  d'une  application  impor- 
tante et  prochaine.  Il  est  clair,  du  moins^  que 
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rien  ne  garantissait  positivement  rappiicabilitë 
nécessaire  des  spéculations  géométriques.  Il  en  est 
tout  autrement  dans  la  géométrie  moderne.  Par 
cela  seul  qu'on  y  procède  par  questions  générales, 
relatives  à  des  formes  quelconques,  on  a  d'avance 
la  certitude  évidente  que  les  formes  réalisées  dans 
le  monde  extérieur  fe  sauraient  jamais  échapper  à 
chaque  théorie,  si  le  phénomène  géométrique 
<}u'elle  envisage  vient  à  s'y  présenter. 

Par  ces  diverses  considéra'tions,  on  voit  que  le 
système  -de  géométrie  des  anciens  porte  essen- 
tiellement le  caractère  de  l'enfance  de  la  science , 
qui  n'a  commencé  a  devenir  complètement  ration- 
nelle que  par  suite  dje  la  révolution  philosophi- 
que opérée  par  Descartes.  Mais  il  est  évident , 
d'un  autre  côté  ^  que  la  géométrie  n'a  pu  être 
conçue  d'abord  que  de  cette  manière  spéciale.  La 
géométrie  générale  n'eût  point  été  possible ,  et  la 
nécessité  n'eût  pu  même  en  être  sentie^  si  une 
longue  suite  de  travaux  spéciaux  sur  les  formes 
les  plus  simples  n'avait  point  préalablement 
fourni  des  bases  à  la  conception  de  Descartes,  et 
rendu  sensible  l^'impossibilité  de  persister  indé- 
finiment dans  la  philosophie  géométrique  pri- 
mitive • 

En  précisant  autant  que  possible  cette  dernière 
isonsidération ,  il  faut  mémo  en  conclure  que, 
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quoique  la  géométrie  que  j'ai   appelé  générale 
doive  être  aujourd'hui  regardée  comme  la  seule 
véritable  géométrie  dogmatique ,  celle  à  laquelle 
nous    nous  bornerons  essentiellement ,   l'autre 
n'ayant  plus,  principalement^  qu'un  intérêt  histo- 
rique y  néanmoins  il  n'est  -pas  possible  de  faire 
disparaître  entièrement  la  géométrie  spéciale  dans 
une  exposition  ratioimelle  de  la  science.  On  peut 
sans  doute  se  dispenser ,  comme  on  l'a  fait  de- 
puis environ  uo  siècle  ^  d'emprunter  directement 
à  la  géométrie  ancienne  tous  les  résultats  qu'elle 
a  fournis»  l^es  recherches  les  plus  étendues  et  les 
plus  difficiles  dont  elle  était  composée >  ne  sont 
plus  même  habituellement  présentées  aujour- 
d'hui que  d'après  la  méthode  moderne.  Mais^ 
par  la  nature  même  du  sujet ,  il  est  nécessaire- 
ment impossible  de  se  passer  absolument  de  la 
méthode  ancienne,  qui ,  quoi  qu'on  fasse>  servira 
toujours  dogmatiquement  de  base  préliminaire  à 
la  science  9  comme  elle  l'a  fait  historiquement. 
Le  motif  en  est  facile  à  comprendre.  En  effet ,  la 
géométrie  générale  étant  essentiellement  fondée, 
comme  nous  l'établirons  bientôt ,  sur  l'emploi  du 
c  ^Icul ,  sur  la  transformation  des  considérations 
géométriques  en  considérations  analy ticpies  ^  une 
telle  manière  de  procéder  ne  saurait  s  emparer  du 
sujet  imnicdiatement  à  son  origine.  Nous  savons 
(|uc  l'application  de  l'analyse  mathématique  «  par 
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sa  nature  I  ne  peut  jamais  commenoer  aocnnc 
science  quelconque ,  puisqu'elle  ne  saurait  ayoir 
lieu  que  lorsque  la  science  a  déjà  été  assez  cul- 
tivée pour  établir  ^  relativement  aux  phénomènes 
considérés  ,   quelques    équations   qui  puissent 
servir  de  point  de  départ  aux  travaux  analyti- 
ques. Ces  équations  fondamentales  une  fois  dé- 
couvertes ,  l'analyse  permettra  d'en  déduire  une 
multitude  de  conséquences ^  qu'il  eût  été  même 
impossible  de  soupçonner  d'abord;  elle  perfec- 
tionnera la  science  à  un  degré  immense^  soit  sous 
le  rapport  de  la  généralité  des  conceptions  ^  soit 
cpiant  à  la  coordination  complète  établie  entre 
elles.    Mais,  pour  constituer  les  bases  mêmes 
d'une  science  naturelle  quelconque ,  jamais ,  évi- 
demment, la  simple  analyse  mathématique  ne 
saurait  y  suffire ,  pas  même  pour  les  démontrer 
de  nouveau  lorsqu'elles   ont  été   déjà  fondées. 
R  ien  ne  |)eut  dispenser ,  à  cet  ^ard ,  de  l'étude 
directe  du  sujet,  poussée  jusqu'au  point  de  la 
découverte  dt»  relations  précises.  Tenter  de  faire 
rentrer  la  science ,  dès  son  origine ,  dans  le  do- 
maine du  calcul ,  ce  serait  vouloir  imposer  à  des 
théories  portant  sur  des  phénomènes  effectifs , 
le  caractèi*e  de  simples  procédés  logiques ,  et  les 
priver  ainsi  de  tout  ce  qui  constitue  leur  corré- 
lation nécessaire  avec  le  monde  réel.  En  un  mot, 
une  telle  opération  philosophique,  si  par  elle-* 
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même  elle  n'était  pas  nécessairement  contra- 
dictoire^ ne  saurait  aboutir  évidemment  qu'à 
replonger  la  science  dans  le  domaine  de  la  méta- 
physique, dont  Tesprit  humain  a  eu  tant  de 
peine  à  se  d^ager  complètement. 

Ainsi ,  la  géométrie  des  anciens  aura  toujours , 
par  sa  nature^  une  première  part  nécessaire  et 
plus  ou  moins  étendue  dans  le  système  total  des 
connaissances  géométriques.  Elle  constitue  une 
introduction  rigoureusement  indispensable  à  la 
géométrie  générale.  Mais  c'est  à  cela  que  nous 
devons  la  réduire  dans  une  exposition  complète- 
ment dogmatique.  Je  considérerai  donc  directe- 
ment, dans  la  leçon  suivante ,  cette  géométrie  spé^ 
ciale  ou  préliminaire ,  restreinte  exactement  à  ses 
limites  nécessaires  ,  pour  ne  plus  m'occuper  en- 
suite que  de  l'examen  philosophique  de  la  géomé- 
trie générale  ou  déJiniWe^  la  seule  vraiment 
rationnelle,  et  qui  aujourd'hui  compose  essen- 
tiellement la  science. 
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Sommaire.  Considérations  généi*ales  sur  la  géomctrie  spédah 

ou  préliminaire. 


La  nicthode  géométrique  des  anciens  devant 
avoir  nécessairement ..  d'après  les  motifs  indiqués 
;i  la  fin  de  la  leçon  précédente ,  une  part  prélimi- 
naire dans  le  système  dogmatique  de  la  géométrie, 
pour  fournir  à  la  géométrie  générale  des  fonde- 
mens  indispensables^  il  convient  maintenant  de 
fixer  d'abord  en  quoi  consiste  strictement  cette 
fonction  préalable  de  la  géométrie  spéciale ,  ainsi 
réduite  au  moindre  développement  possible. 

En  la  considérant  sous  ce  point  de  vue ,  il  est 
aisé  de  reconnaître  qu'on  pourrait  la  restreindre 
à  la  seule  étude  de  la  ligne  droite  pour  ce  qui 
concerne  la  géométrie  des  lignes ,  à  la  quadrature 
des  aires  planes  rectilignes,  et  enfin  à  la  cubaturc 
des  corps  terminés  par  des  faces  planes.  Lespro* 
positions  élémentaires  relatives  à  ces  trois  ques- 
TOMK  I.  27 
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tiens  fondamentales  constituent,  en  effet,  lepoinl 
de  départ  nécessaire  de  toutes  les  recherches  géo- 
métriques ;  elles  seules  ne  peuvent  être  obtenues 
que  par  une  étude  directe  du  sujet;  tandis  qu'au 
contraire  la  théorie  complète  de  toutes  les  autres 
formes  quelconques ,  même  celle  du  cercle  et 
des  surfaces  et  volumes  qui  s'y  rapportent ,  peut 
aujourd'hui  rentrer  entièrement  dans  le  domaine 
de  la  géométrie  générale  ou  analjtique  j  ces  élé- 
mens  primitifs  fournissant  déjà  des  équations,  qui 
suffisent  pour  permettre  l'application  du  calcul 
aux  questions  géométriques,  qui  n'eût  pas  été 
possible  sans  cette  condition  préalable.  . 

II  résulte  de  cette  considération  que ,  dans  l'u- 
sage ordinaire ,  ou  donne  à  la  géométrie  éléfnen- 
taire  plus  d'étendue  qu'il  ne  serait  rigoureuse- 
ment nécessaire,  puisque,  outre  la  ligne  droite, 
les  polygones  et  les  polyèdres ,  on  y  com- 
prend aussi  le  cercle  et  les  corps  ronds,  dont 
l'étude  pourrait  cependant  être  aussi  pure- 
ment analytique  que  celle,  par  exemple,  des  sec- 
tions coniques.  Une  vénération  irréfléchie  pour 
l'antiquité  contribue,  sans  doute,  à  maintenir  ce 
défaut  de  méthode.  Mais  comme  ce  respect  n'a 
point  empêché  de  faire  rentrer  dans  le  domaine 
de  la  géométrie  moderne  la  théorie  des  sections 
coniques,  il  faut  bien  que,  relativement  aux  for- 
mes circulaires  ,  l'habitude  contraire^  encore  uni- 
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versellCy  soit  fondée  sur  d'antres  motifs.  La  rai- 
son la  plus  sensible  quon  en  puisse  donner,  c'est 
le  grave  inconvénient  qu'il  y  aurait ,  pour  l'en- 
seignement  ordinaire  ,  à  ajourner  à  une  époque 
assez  éloignée  de  l'éducation  mathématique  la 
solution  de  plusieurs  questions  essentielles ,  sus- 
ceptibles d'une  application  immédiate  et  conti- 
nuelle à  une  foule  d'usages  importans.  Pour  pro- 
céder ,  en  effet ,  de  la  manière  la  plus  rationnelle^ 
ce  ne  serait  qu'à  l'aide  du  calcul  intégral  qu'on 
pourrait  obtenir  les  intéressans  résultats ,  rela- 
tifs à  la  mesure  de  la  longueur  ou  de  l'aire  du 
cercle,  ouàlaquadraturedelà  sphère,  etc.,  établis 
par  les  anciens  d'après  des  considérations  extrê- 
mement simples.  Cet  inconvénient  serait  peu  im- 
portant ,  à  l'égard  des  esprits  destinés  à  étudier 
l'ensemble  de  la  science  mathématique,  et  l'avan- 
tage de  procéder  avec  une  rationnalité  parfaite 
aurait,  comparativement,  une  bien  plus  grande 
valeur.  Mais ,  le  cas  contraire  étant  encore  le  plus 
fréquent,  on  a  dû  s'attacher  i  conserver  dans 
la  géométrie  élémentaire  proprement  dite  des 
théories  aussi  essentielles.  En  admettant  l'in- 
fluence d'une  telle  considération  ,  et  ne  res- 
treignant plus  cette  géométrie  préliminaire  à  ce 
qui  est  strictement  indispensable ,  on  peut  même 
concevoir  l'utilité ,  pour  certains  cas  particuliers, 
d'y  introduire  plusieurs  études  importantes  qui 

27. 
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en  ont  é\é  généralement  exclues ,  comme  celles 
des  sections  coniques,  de  la  cycloïde,  etc. ,  afin 
de  renfermer,  dans  un  enseignement  borné,  le 
plus  grand  nombre  possible  de  connaissances 
usuelles ,  quoique  ,  même  sous  le  simple  rapport 
du  temps ,  il  fût  préférable  de  suivre  la  marche 
la  plus  rationnelle. 

Je  ne  dois  point,  à  ce  sujet ,  tenir  compte  ici 
des  avantages  que  peut  présenter  cette  extension 
habituelle  de  la  méthode  géométrique  des  anciens 
au-delà  de  la  destination  nécessaire  qui  lui  est 
propre,  par  la  connaissance  plus  profonde  qu'on 
acquiert  ainsi  de  cette  méthode ,  et  par  la  com- 
paraison instructive  qui  en  résulte  avec  la  mé- 
thode moderne.  Ce  sont  là  des  qualités  qui ,  dans 
rétude  dune  science  quelconque,  appartiennent 
à  la  marche  que  nous  avons  nommée  historique^ 
et  auxquelles  il  faut  savoir  renoncer  franche- 
ment ,  quand  on  a  bien  reconnu  la  nécessité  de 
suivre  la  marche  vraiment  dogmatique.  Après 
avoir  conçu  toutes  les  parties  d'une  science  de  la 
manière  la  plus  rationnelle,  nous  savons  com- 
bien il  importe ,  pour  compléter  cette  éducation , 
d'étudier  Yhistoire  de  la  science,  et  par  consé- 
quent ,  de  comparer  exactement  les  diverses  mé- 
thodes que  l'esprit  humain  a  successivement  em- 
ployas ;  mais  ces  deux  séries  d'études  doivent 
être ,  en  général ,  comme  nous  Tavons  vu ,  soi- 
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gneusement  séparées.  Cependant  >  dans  le  cas 
dont  il  s  agit  ici,  la  méthode  géométrique  des 
modernes  est  peut-être  encore  trop  récente  pour 
qu'il  ne  convienne  pas,  afin  de  la  mieux  carac- 
tériser par  la  comparaison^  de  traiter  d abord, 
suivant  la  méthode  des  anciens,  certaines  ques- 
tions qui ,  par  leur  nature  ,  doivent  rentrer  ra* 
tionnellement  dans  la  géométrie  moderne. 

Quoi  qu'il  eu  soit,  écartant  maintenant  ces 
diverses  considérations  accessoires ,  nous  voyons 
que  cette  introduction  à  la  géométrie,  qui  ne 
peut  être  traitée  que  suivant  la  méthode  des  an* 
ciens,  est  strictement  réductible  à  l'étude  de  la 
ligne  (b'oite  ,  des  aires  polygonales  et  des  po- 
lyèdres. Il  est  même  vraisemblable  qu'on  finira 
par  la  restreindre  liabituellcment  à  ces  limites 
nécessaires,  quand  les  grandes  notions  analyti- 
ques seront  devenues  plus  familières,  et  qu'une 
étude  de  Icnsemble  des  mathématiques  sera  uni- 
versellement regardée  comme  la  base  philoso»- 
phique  de  l'éducation  générale- 

Si  cette  portion  préliminaire  de  la  géométrie  , 
qui  ne  saurait  être  fondée  sur  l'application  du 
calcul,  se  réduit,  par  sa  nature,  à  une  suite  de 
recherches  fondamentales  très-peu  étendues^  il 
est  certain ,  d'un  autre  côté ,  qu'on  ne  jxîut  la  res- 
treindre davantage ,  quoique ,  par  un  véritable 
alms  de  l'esprit  analytique ,  on  ait   quelquefois 
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efsajë ,  dans  ces  derniers  temps,  de  prësenler 
sous  un  point  de  Tiie  purement  algébrique  1  ela- 
Uissement  des  théorèmes  principaux  de  la  géo- 
métrie élémentaire.  C'est  ainsi  qu'on  a  prétendu 
démontrer  par  de  simples  considérations  abstrai- 
tes d'analyse  mathématique  la  relation  constante 
qui  existe  entre  les  trois  angles  d'un  triangle  rec- 
tiligne,  la  proposition  fondamentale  delà  théorie 
des  triangles  semblables ,  la  mesure  des  rectan- 
gles ,  celle  des  parallélipipedes ,  etc. ,  en  un  mot  • 
précisément  les  seules  propositions  géométriques 
qui  ne  puissent  êlre  obtenues  que  par  une  étude 
directe  du  sujet ,  sans  que  le  calcul  soit  suscep- 
tible d'y  avoir  aucune  part.  Je  ne  signalerais  point 
ici  de  telles  aberrations ,  si  elles  n'avaient  pas  été 
déterminées  par  l'intention  évidente  de  perfec- 
tionner ,  au  plus  haut  degré  possible ,  le  carac- 
tère philosophique  de  la  science  géométrique, 
en  la  faisant  rentrer  immédiatement ,  dés  sa  nais- 
sance ,  dans  le  domaine  des  applications  de  l'ana- 
lyse mathématique.  Mais  l'erreur  capitale  com- 
mise ^  cet  ^ard  par  quel(|ues  géomètres  doit 
être  soigneusement  remarquée ,  parce  qu'elle  ré- 
sulte de  l'exagération  irréfléchie  de  cette  ten- 
dance aujourd'hui  très-naturelle  et  éminemment 
philosophique ,  qui  porte  à  étendre  de  plus  en  plus 
l'influence  de  l'analyse  dans  les  études  mathé- 
matiques. La  contemplation  des  résultats  prodi- 
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gieux  auxquels  l'esprit  humain  est  parvenu  en 
suivant  une  telle  direction,  a  dû  involontaire- 
ment entraîner  à  croire  que  même  les  fondemens 
de  la  mathématique  concrète  pourraient  être  éta- 
blis sur  de  simples  considérations  analytiques. 
Ce  n'est  point ,  en  ef iet  ^  pour  la  géométrie  seu- 
lement que  nous  devons  noter  de  semblables 
aberrations  ;  nous  aurons  bientôt  à  en  constater 
de  parfaitement  analogues  relativement  à  la  mé-' 
canique ,  à  l'occasion  des  prétendues  démonstra- 
tions analytiques  du  parallélogramme  des  forces* 
Cette  confusion  logique  a  même  aujourd'hui  bien 
plus  de  gravité  en  mécanique,  où  elle  contribue 
efTectivement  à  répandre  encore  un  nuage  méta- 
physique sur  le  caractère  général  de  la  science; 
tandis  que ,  du  moins  en  géométrie ,  ces  consi- 
dérations abstraites  ont  été  jusqu'ici  laissées  en 
dehors ,  sans  s'incorporer  à  1  exposition  normale 
de  la  science. 

D'après  les  principes  présentés  dans  cet  ouvrage, 
sur  la  philosophie  mathématique ,  il  n'est  pas  né- 
cessaire d'insister  beaucoup  pour  faire  sentir  le 
vice  d'une  telle  manière  de  procéder*  Nous  avons 
déjà  reconnu,  en  effet,  que  le  calcul  n'étant  et 
ne  pouvant  être  qu'un  moyen  de  déduction^ 
c'est  s'en  former  une  idée  radicalement  fausse 
que  de  vouloir  l'employer  à  établir  les  fonde- 
mens élémentaires  d'une  science  quelconque; 
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car,  sur  quoi  reposeraient,  dans  une  telle  opéra* 
tion,  les  ai^nientatious  analytiques?  Un  travail 
de  cette  nature  y  bien  loin  de  perfectionner  vérita- 
blement le  caractère  philosophiqued'une science, 
constituerait  un  retour  vers  l'état  métaphysique^ 
en  pimentant  des  connaissances  réelles  comme 
de  simples  abstractions  logiques* 

Quand  on  cicamine  en  elles-mêmes  ces  préten- 
dues démonstrations  analytiques  des  propositions 
fondameii laies  de  la  géométrie  élémentaire  y  on 
vérifie  aisément  leur  insignifiance  nécessaire. 
Elles  sont  toutes  fondées  sur  une  manière  vicieuse 
de  concevoir  le  principe  de  V/iomogenéilé ,  dont 
j  ai  expose,  dans  la  cinquième  leçon  ,  la  véritable 
notion  générale.  Ces  démonstrations  supposent 
que  ce  principe  ne  permet  point  d'admettre  la 
coexistence  dans  une  même  équation  de  nombres 
obtenus  par  des  comparaisons  concrètes  différen- 
tes, ce  qui  est  évidemment  faux  et  visiblement 
contraire  à  la  marche  constante  des  géomètres. 
Aussi ,  il  est  facile  de  reconnaître  qu'en  employant 
la  loi  de  l'homogénéité  dans  celte  acception  arbi- 
traire et  illégitime ,  on  pourrait  parvenir  à  i/é^ 
montrer  avec  tout  autant  de  rigueur  apparente 
des  propositions  dont  l'absurdité  est  manifeste  au 
premier  coup-d'œil.  En  examinant  avec  attention, 
par  exemple,  le  procédé  à  l'aide  duq^ael  on  a 
tenté  de  prouver  analytiquement  que  la  somme 
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des  trois  angles  d'un  triangle  rcctiligne  quelcon- 
que est  constamment  ^le  à  deux  angles  droits, 
on  voit  qu'il  est  fondé  sur  cette  notion  prélimi- 
naire ,  que  si  deux  triangles  ont  deux  de  leurs 
angles  respectivement  égaux  ,  le  troisième  angle 
sera  aussi ,  de  part  et  d autre,  nécessairement 
égal.  Ce  premier  point  étant  accordé ,  la  relation 
proposée  s'en  déduit  immédiatement ,  d'une  ma- 
nière très-exacte  et  fort  simple.  Or  ,  la  considé- 
ration analytique ,  d'après  laquelle  on  a  voulu 
établir  cette  proposition  préalable ,  est  dune  telle 
nature  que,  si  elle  pouvait  être  juste ,  on  en  dé- 
duirait rigoureusement,  en  la  reproduisant  en 
sens  inverse ,  cette  absurdité  palpable  ,  que  deux 
côtes  d'un  triangle  suffisent ,  sans  aucun  angle , 
à  l'entière  détermination  du  troisième  côté.  On 
peut  faire  des  remarques  analogues  sur  toutes  les 
démonstrations  de  ce  genre ,  dont  le  sophisme 
sera  ainsi  vérifié  d'une  manière  parfaitement  sen- 
sible. 

Plus  nous  devons  ici  considérer  la  géométrie 
comme  éUmt  aujourd'hui  essentiellement  analy- 
tique, plus  il  était  nécessaire  de  prémunir  les  es- 
prits contre  cette  exagération  abusive  de  l'analyse 
mathématique,  suivant  laquelle  on  prétendrait 
se  dispt.'nscr  de  toute  observation  géométrique 
projirement  dite  ,  en  établissant  sur  de  [)ures  ab- 
stractions algébriques  les  fondemens  mêmes  de 
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cette  science  naturelle.  J'ai  dû  attacher  d'autant 
fiuB  d'importance  à  caractériser  des  aberrations 
ainsi  liées  au  développement  normal  de  l'esprit 
humain ,  qu'elles  ont  été  pour  ainsi  dire  coiisa- 
crocs  dans  ces  derniers  temps  par  rassentîment 
formel  d'un  géomètre  fort  distingué ,  dont  l'auto- 
rité exerce  sur  l'enseignement  élémentaire  de  la 
géométrie  une  très-grande  influence. 

Je  crois  devoir  remarquer  à  cette  occasion  que, 
sous  plus  d'un  autre  rapport ,  on  a ,  ce  me  semble , 
trop  perdu  de  vue  le  caractère  de  science  naturelle 
nécessairement  inhérent  à  la  géométrie.  U  est 
aisé  de  le  reconnaître ,  en  considérant  les  vains 
efforts  tentés  si  long-temps  par  les  géomètres  pour 
démontrer  rigoureusement ,  non  k  l'aide  du  cal- 
cul ,  mais  d'après  certaines  constructions ,  plu- 
sieurs propositions  fondamentales  de  la  géométrie 
élémentaire.  Quoiqu'on  puisse  faire,  on  ne  saurait 
évidemment  éviter  de  recourir  quelquefois  en 
géométrie  à  la  simple  observation  immédiate^ 
comme  moyen  d'établir  divers  résultats.  Si,  dans 
cette  science ,  les  phénomènes  que  l'on  considère 
soutien  vertu  deleur  extrême  simplicité,  beaucoup 
plus  liés  entr'eux  que  ceux  relatifs  à  toute  autre 
science  physique ,  il  doit  néanmoins  s'en  trouver 
nécessairement  quelques-uns  qui  ne  peuvent  être 
déduits,  et  qui  servent  au  contraire  de  point  de 
départ.  Qu'il  convienne ,  en  thèse  générale ,  pour 
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la  plus  grande  perfection  rationnelle  de  la  science, 
de  les  réduire  au  plus  petit  nombre  possible ,  cela 
est  sans  doute  incontestable;  mais  il  serait  absurde 
de  prétendre  les  &ire  disparaître  complètement* 
J'avoue  d'ailleurs  que  je  trouve  moins  d'inconvë- 
nicns  réels  à  étendre  un  peu  au  delà  de  ce  qui  se- 
rait strictement  nécessaire  le  nombre  de  ces  no- 
tions géométriques  ainsi  établies  par  l'observation 
immédiate ,  pourvu  qu  elles  soient  d'une  simpli- 
cité suffisante ,  qu'à  en  faire  le  sujet  de  démon- 
strations compliquées  et  indirectes,  même  quand 
ces  démonstrations  peuvent  être  logiquement  ir- 
réprochables. 

Âpres  avoir  caractérisé  aussi  exactement  que 
possible  la  véritable  destination  dogmatique  de 
la  géométrie  des  anciens  réduite  à  son  moindre 
développement  indispensable ,  il  convient  de  con- 
sidérer sommairement  dans  son  ensemble  chacune 
des  parties  principales  dont  elle  doit  se  compo- 
ser. Je  crois  pouvoir  me  borner  ici  à  envisager 
la  première  et  la  plus  étenduede  ces  parties^  cdle 
qui  a  pour  objet  l'étude  de  la  ligne  droite  ;  les 
deux  autres  sections,  savoir :1a  quadrature dei^ 
polygones  et  la  cubature  des  polyèdres,  ne  pou- 
vant donner  lieu,  vu  leur  nature  trop  restreinte , 
à  aucune  considération  philosophique  de  quelque 
importance ,  distincte  de  celles  indiquées  dans 
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la  leçon  précédente  relativement  à  la  mesure  des 
aires  et  des  volumes  en  général. 

La  question  définitive  que  l'on  a  constamment 
en  vue  dans  1  élude  de  la  ligne  droite  y  consiste 
proprement  à  déterminer  les  uns  par  les  autres 
les  divers  élémens  dune  figure  rectiligne  quel* 
conque^  ce  qui  permet  de  connaître  toujours 
indirectement  une  ligne  droite  dans  quelques 
circonstances  quelle  puisse  être  placée.  Ce  pro- 
blème fondamental  est  susceptible  de  deux  solu- 
tions générales  ;  dont  la  nature  est  tout-à-fait 
distincte ,  l'une  graphique ,  l'autre  algébrique. 
La  première,  quoique  fort  imparfaite,  est  celle 
qu'on  doit  considérer  d'abord,  parce  qu'elle  dé- 
rive spontanément  de  l'étude  directe  du  sujet  ;  la 
seconde,  bien  plus  parfaite  sous  les  rapports  les 
plus  importans,  ne  peut  être  étudiée  qu'en  der- 
nier lieu,  parce  qu'elle  est  fondée  sur  la  connais- 
sance préalable  de  l'autre. 

La  solution  graphique  consiste  à  rapporter  à 
volonté  la  figure  proposée,  soit  avec  les  mêmes 
dimensions,  soit  surtout  avec  des  dimensions  va- 
riées dans  une  proportion  quelconque.  Le  pre- 
mier mode  ne  peut  guère  être  mentionné  que 
pour  mémoire,  comme  étant  le  plus  simple,  el 
celui  que  l'esprit  doit  envisager  d'abord,  car  il 
est,  évidemment,  d'ailleurs  presque  entièrement 
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inapplicable  par  sa  nature.  Le  second  est,  au 
contraire  >  susceptible  de  l'application  la  plus 
étendue  et  la  plus  utile.  Nous  en  faisons  encore 
aujourd'hui  un  usage  important  et  continuel , 
non-seulement  pour  représenter  exactement  les 
formes  des  corps  et  leurs  positions  mutuelles , 
mais  même  pour  la  détermination  effective  des 
grandeurs  géométriques  ,  quand  nous  n'avons  pas 
besoin  d'une  grande  précision  «Les  anciens,  vu  l'im- 
perfection de  leurs  connaissances  géométriques^ 
employaient  ce  procédé  d'une  manière  beaucoup 
plus  étendue,  puisqu'il  a  été  long-lemps  le  seul 
qu'ils  pussent  appliquer ,  même  dans  les  déter- 
minations  précises  les  plus  importantes.    C'est 
ainsi ,  par  exemple ,  qu'Aristarque  de  Samos  esti- 
mait la  dislance  relative  du  soleil  et  de  la  lune  à 
la  terre ,  en  prenant  des  mesures  sur  un  triangle 
construit  le  plus  exactement  possible  de  façon  à 
être  semblable  au  triangle  rectangle  forme  par  les 
trois  astres,  à  l'instant  où  la  lune  se  trouve  en 
quadrature,  et  où,  en  conséquence,  il  sullirait, 
pour  définir  le  triangle,  d'observer  l'angle  à  la 
terre.  Archimède  lui-même,   quoiqu'ayaul ,    le 
premier,  introduit  en  géométrie  les  détermina- 
tions calculées,  a  plusieurs  fois  employé  de  sem- 
blables moyens.  I^a  formation  de  la  trigonométrie 
n y  a  pas  fait  même  renoncer  entièrement,  quoi- 
qu'elle en    ait    beaucoup  diminué    l'usage;    les 
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Grecs  et  les  Arabes  ont  continue  à  s'en  servir 
pour  une  foule  de  recherches ,  où  nous  regar* 
dons  aujourd'hui  l'emploi  du  calcul  comme  in- 
dispensable. 

Cette  exacte  reproduction  d^une  figure  quel- 
conque suivant  une  échelle  différente ,  ne  peut 
présenter  aucune  grande  difficulté  théorique  lors- 
que toutes  les  parties  de  la  figure  proposée  sont 
comprises  dans  un  même  plan.  Mais  ^  si  Ton  sup- 
pose y  comme  il  arrive  le  plus  souvent ,  qu'elles 
soient  situées  dans  des  plans  différens,  on  voit 
naître  alors  un  nouvel  ordre  de  considérations 
géomélriques.  La  figure  artificielle^  qui  est  con- 
stamment plane ,  ne  pouvant  plus ,  en  ce  cas ,  être 
une  image  parfaitement  fidèle  de  la  figure  réelle , 
il  fjaut  d'abord  fixer  avec  précision  le  mode  de 
représentation  ,  ce  qui  donne  lieu  aux  divers 
systèmes  Ae projection.  Cela  posé,  il  reste  à  dé- 
terminer suivant  quelles  lois  les  phénomènes  géo- 
métriques se  correspondent  dans  les  deux  figures. 
Celte  considération  engendre  une  nouvelle  série 
de  recherches  géomélriques  ,  dont  l'objet  défini- 
tif est  proprement  de  découvrir   comment  on 
pourra  remplacer  les  constructions  en  relief  par 
des  constructions  planes.  Les  anciens  ont  eu  à 
résoudre  plusieurs  questions  élémentaires  de  ce 
genre ,  pour  les  divers  cas  on  nous  employons 
aujourd'hui  la  trigonométrie  sphérique;  ctprîn- 
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cipalement  pour  les  difiGérens  problèmes  relatifs  à 
la  sphère  céleste.  Telle  était  la  destination  de 
leurs  analemnes ,  et  des  autres  figures  planes  qui 
ont  suppléé  pendant  si  long-temps  h  l'usage  du 
calcul.  On  voit  par  là  que  les  anciens  connais* 
saient  réellement  les  élémcns  de  ce  que  nous 
nommons  maintenant  la  géométrie  descHptivey 
quoiqu'ils  ne  les  eussent  point  conçus  d'une  ma- 
nière distincte  et  générale. 

Je  crois  convenable  de  signaler  îci  rapidement , 
à  cette  occasion  ^  le  véritable  caractère  philoso- 
phique de  cette  géométrie  descriptive  ^  bien  qne^ 
comme  étant  une  science  essentiellement  d'appli- 
cation y  elle  ne  doive  pas  être  comprise  dans  le 
domaine  propre  de  cet  ouvrage ,  tel  que  je  l'ai 
circonscrit  en  commençant. 

Toutes  les  questions  quelconques  de  géométrie 
à  trois  dimensions  y  donnent  lieu  nécessairement^ 
quand  on  considère  leur  solution  graphique ,  à 
une  difficulté  générale  qui  leur  est  propre,  celle 
de  substituer  aux  diverses  constructions  en  relief 
nécessaires  pour  les  résoudre ,  et  qui  sont  presque 
toujours  d'une  exécution  impossible,  de  simples 
constructions  planes  équivalentes,  susceptibles 
de  déterminer  finalement  les  mêmes  résultats. 
Sans  cette  indispensable  conversion  ,  chaque 
solution  de  ce  genre  serait  évidemment  incom- 
plète et  réellement  inapplicable  dans  la  pratique, 
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quoique^  pour  la  théorie,  les  constructions  dans 
l'espace  soient  ordinairement  préférables  comme 
(Jus  directes.  C'est  afin  de  fournir  les  moyens 
généraux  d'effectuer  constanunent  une  telle  trans- 
formation que  la  géométrie  descriplwe  a  été  créée , 
et  constituée  en  un  corps  de  doctrine  distinct  et 
homogène  i)ar  une  vue  de  génie  de  notre  illustre 
Monge.  Il  a  préalablement  conçu  un  mode  uni- 
forme de  représenter  les  corps  par  des  figures  tra- 
cées sur  un  seul  plan  y  à  l'aide  à.^% projections  sur 
deux  plans  diftereus,  ordinairement  perpendicu- 
laires entre  eux ,  et  dont  l'un  est  supposé  tourner 
autour  de  leur  in  tersec  tion  commune  pour  venir  se 
confondre  avec  le  prolongement  de  l'autre  ;  il  a 
suffi  y  dans  ce  système,  ou  dans  tout  autre  équi- 
valent, de  regarder  les  points  et  les  lignes  comme 
déterminés  par  leurs  projections,  et  les  surfaces  par 
les  projections  de  leurs  génératrices.  Cela  posé, 
Mougc,  analysant  avec  une  profonde  sagacité  les 
divers  travaux  partiels  de  ce  genre  exécutés  avant 
lui  d'après  une  foule  de  procédés  incobérens,  et 
considérant  même,  d'une  manière  générale  et  di- 
recte, en  quoi  devaient  consister  constamment  les 
questions  quelconques  de  cette  nature,  a  re- 
connu qu'elles  étaient  toujours  réductibles  à  un 
très-petit  nombre  de  problèmes  abstraits  invaria- 
bles, susceptibles  detre  re'solus  séparément  une 
fois  pour  toutes  par  des  opérations  uniformes,  et 
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qui  se  rapportent  essentiellement  les  uns  aux  con- 
tacts et  les  autres  aux  intersections  des  surfaces. 
Ayant  formé  des  méthodes  simples  et  entière- 
ment générales  pour  la  solution  graphicjue  de  ces 
deux  ordres  de  problèmes,  toutes  les  questions 
(géométriques  auxquelles  peuvent  donner  lieu  les 
divers  arts  quelconques  de  construction^  la  coupe 
des  pierres ,  la  charpente^  la  perspective ,  la  gno- 
iiomonique^  la  fortification,  etc.,  ont  pu  être 
traitées  désormais  comme  desimpies  cas  particu- 
liers d'une  théorie  unique»  dont  Tapplication  in- 
variable conduira  toujours  nécessairement  à  une 
solution  exacte ,  susceptible  d'être  facilitée  dans 
la  pratique  en  profitant  des  circonstances  propres 
à  chaque  cas. 

Cette  importante  création  mérite  singulière- 
ment de  fixer  1  attention  de  tous  les  philosophes 
qui  considèrent  l'ensemble  des  opérations  de  l'es* 
|)èce  humaine,  comme  étant  un  premier  pas,  et 
jusqu'ici  le  seul  réellement  complet ,  vers  cette 
rénovation  générale  des  travaux  humains,  qui 
doit  imprimer  h  tous  nos  arts  un  caractère  de 
précision  et  de  rationnalité ,  si  nécessaire  à  leurs 
progrès  futurs.  Une  telle  révolution  devait,  en 
effet,  commencer  inévitablement  par  cette  classe 
de  travaux  industriels  qui  se  rapporte  essentielle- 
ment à  la  science  la  plus  simple,  la  plus  parfaite, 
et  la  plus  ancienne.  Elle  ne  |)eut  manquer  de  s'é- 
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tendre  successivement  dans  la  suite  i  quoique 
avec  moins  de  facilité  y  à  toutes  les  autres  oi^éra- 
tions  pratiques.  Nous  aurons  oiéme  bientât  occa- 
sion de  remarquer  que  Monge^  qui  a  conçu  plus 
profondément  que  personne  la  véritable  pbiloso- 
pbie  des  art^,  avait  essayé  debaucber  pour  Tin* 
dustrie  mécanique  une  doctrine  correspondante 
à  celle  qu'il  avait  si  heureusement  formée  pour 
Tinduslric  géométrique ,  mais  sans  obtenir  pour 
ce  cas,  dont  la  difiiculté  est  bien  supérieure  » 
aucun  autre  succès  que  celui  d'indiquer  assez 
nettement  la  direction  que  doivent  prendre  les 
recherches  de  cette  nature. 

Quelqu  essentielle  que  soit  réellement  la  con- 
ception de  la  géométrie  descriptive ,  il  importe 
beaucoup  de  ne  pas  se  méprendre  sur  la,  véri- 
table destination  qui  lui  est  si  expressément  pro- 
pre,  comme  l'ont  fait,  surtout  dans  les  premiers 
temps  de  cette  découverte,  ceux  qui  y  ont  vu  un 
moyeu  d'agrandir  le  domaine  général  et  abstrait 
de  la  géométrie  rationnelle  «L'événement  n'a  nul- 
lement répondu  depuis  à  ces  espérs^nces  mal  con* 
çues.  Et ,  en  effet,  n'est-il  pas  évident  que  la  géo- 
métrie descriptive  n'a  de  valeur  spéciale  que 
comme  science  d'application ,  comme  constituant 
la  véritable  théorie  propre  des  arts  géométri- 
ques? Considérée  sous  le  rapport  abstrait ,  elle  ne 
saurait  introduire  aucun  ordrç  vraiment  distinct 
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de  spéculations  géométrujucs.  II  ne  faut  point  per- 
dre de  vue  (jue,  pour  qu'une  questioD  géome'trique 
tombe  dans  le  domaine  propre  de  la  géomélne 
descriptive  ,  elle  doit  nécessairement  avoir  tou- 
jours été  riïsolu?  préalablement  par  la  géométrie 
spéculative,  dont  ensuite,  comme  nous  l'avons 
vu  ,  les  solutions  ont  constamment  besoin  d'être 
préparéespourlapratiqucdemanièreàsuppléeraux 
constructionscn  relief  [lardesconstructioDS  planes, 
substitution  qui  constitue  réellement  la  seule  fonc- 
tion caractéristique  de  la  géométrie  descriptive. 

11  convient  néanmoins  de  remart[uer  ici  que, 
sous  le  rapport  de  l'éducation  intellectuelle ,  l'é- 
tude de  la  géométrie  descriptive  présente  une  im- 
portante propriété  pbilosopbique,  tout-à-fait  in- 
dépendante de  sa  haute  utilité  industrielle.  C'est 
l'avantage  qu'elle  offre  si  éminemment ,  en  habi- 
tuant à  considérer  dans  l'espace  des  systèmes  géo- 
métriques quelquefois  très-composés,  et  à  suivre 
exactement  leur  correspondance  con  tinuelle  avec 
les  figures  effectivement  tracées,  d'exercer  ainsi  au 
plushaut  de^rédelamaiiièrela  plussûreetlapluâ 
précise,cette  importante  faculté  de  l'esprithumain 
qu'on  appelle  V imagination  proprement  dite,  et 
qui  consiste,  dans  son  acception  dlémenluireet  po- 
sitive, à  se  représenter  nettement,  avec  facilité,  un 
vaste  ensemble  variable  d'objets  fictifs,  comme 
s'ils  étaient  sous  nos  veux. 
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Enfin ,  pour  achever  d'indiquer  la  nature  gé- 
nérale de  la  géométrie  descriptive  en  déterminant 
son  caractère  logique ,  nous  devons  observer  que 
si  f  par  le  genre  de  ses  solutions ,  elle  appartient 
à  la  géométrie  des  anciens  ,  d  un  autre  câté  elle 
se  rapproche  de  la  géométrie  des  modernes  par 
Fespèce  des  questions  qui  la  composent.  Ces  ques<- 
tions  sont ,  en  effet ,  éminemment  remarquables 
par  celte  généralité  que  nous  avons  vue,  dans  la 
dernière  leçon,  constituer  le  vrai  caractère  fonda- 
mental de  la  géométrie  moderne;  les  méthodes 
y  sont  toujours  conçues  comme  applicables  à  des 
formes  quelconques  ^  les  particularités  propres  à 
chaque  forme  n  y  pouvant  avoir  qu'une  influence 
purement  secondaire.  Les  solutions  y  sont  donc 
graphiques  comme  la  plupart  de  celles  des  an- 
ciens ,  et  générales  comme  celles  des  modernes. 

Après  cette  importante  digression  ,  dont  le  lec- 
teur aura  sans  doute  reconnu  la  nécessité ,  pour- 
suivons l'examen  philosophique  de  la  géométrie 
5^c/Vi/e,  considérée  toujours  comme  réduite  à  son 
moindre  développement  possible,  pour  servir  d'in- 
troduction indispensable  kla géométrie généraie. 
Ayant  suffisamment  envisagé  la  solution  graphi- 
que du  problème  fondamental  relatif  à  la  ligne 
droite ,  c'est-à-dire ,  de  la  détermination  les  uns 
par  les  autres  des  divers  élémens  d'une  figure  rec- 
til igné  quelconque,  nous  devons  maintenant  en 
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c'xaniiner  d'une  manière  générale  Ja  solution 
algébrique. 

Celle  seconde  solution,  dont  il  est  inutile  ici 
d'apprécier  expressément  la  supériorité  évidente, 
appartient  nécessairement ,  par  la  nature  même 
de  la  question ,  au  système  de  la  géométrie  an-: 
cienne ,  quoique  le  procédé  logique  employé  l'en 
fasse  ordinairement  séparer  mal  à  propos.  Nous 
avons  lieu  de  vérifier  ainsi ,  sous  un  rapport  tréa- 
important ,  ce  qui  a  été  établi  en  général  dans  la 
leçon  précédente ,  que  ce  n'est  point  par  l'emploi 
du  calcul  qu'on  doit  distinguer  essentiellement 
la  géométrie  moderne  de  celle  des  anciens.  Les 
anciens  sont  y.  en  effet,  les  vrais  inventeurs  de  la 
trigonométrie  actuelle ,  tant  sphérique  que  recti- 
ligne^  qui  seulement  était  beaucoup  moins  par- 
faite entre  leurs  mains  ^  vu  l'extrême  infériorité 
de  leurs  connaissances  algébriques.  C'est  donc 
réellement  dans  cette  leçon,  et  non,  comme  on 
pourrait  le  croire  d'abord,  dans. celles  que  nous 
cansacrerons  ensuite  à  l'examen  philosophique  de 
la  géométrie  ^eWra/e  ,  qu'il  convient  d'apprécier 
le  caractère  de  cette  importante  théorie  prélimi- 
naire, habituellement  comprise  à  tort  dans  ce  qu'on 
appelle  la  géométrie  analytique ,  et  qui  n'est  ef- 
fectivement qu'un  complément  de  la  géométrie 
élémentaire  proprement  dite. 

Toutes  les   fîgures   rectilignes    pouvant  être 
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décomposées  en  triangles ,  il  suffit  évidemment  de 
savoir  déterminer  les  uns  par  les  autres  les  divers 
élémens  d'un  triangle ,  ce  qui  réduit  la  potygono^ 
métrie  à  la  simple  trigonométrie. 

Pour  qu'une  telle  question  puisse  être  résolue  al* 
gébriquement,  la  difficulté  consisteessentieUeinent 
à  former  entre  les  angles  et  leis  côtés  d'un  triangle 
tnMÏs  équations  distinctes ,  qui ,  une  fois  obtenues , 
réduiront  évidemment  tous  les  problèmes  trigo- 
nométriqués  à  de  pures  recherches  de  oalcuk  En 
considérant  de  la  manière  la  plus  générale  l'éta* 
blissement  de  ces  équations,  on  voit  naître  im- 
médiatement une  distinction  fondamentale  i*ela- 
tivement  au  mode  d'introduction  des  angles  dans 
le  calcul ,  suivant  qu'on  les  y  fera  entrer  directe  - 
ment  par  eux-méme  ou  par  les  arcs  j  circulaires 
qui  leiir  sont  proportionnels ,  ou  que,  au  con- 
traire j  on  leur  substituera  certaines  droites, 
comme ,  par  exemple  ,  les  cordes  de  ces  arcs  qui 
leur  sont  inhérentes ,  et  que ,  par  cette  raison  , 
oh  appelle  ordinairement  leurs  lignes  trigonomé- 
triqùes.  De  ces  deux  systèmes  de  trigonométrie , 
le  second  a  dû  être  ^  à  l'origine ,  le  seul  adopté  , 
comme  étant  le  seul  praticable  ,  puisque  l'état 
de  la  géométrie  permettait  alors  de  trouver  assez 
aisément  des  relations  exactes  entrç  les  côtés  des 
triangles  et  les  lignes  trigonométriques  des  an- 
gles, tandis  qu'il  eût  été  absolument  impossible  , 
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à  cette  époque  ,  d'établir  des  équations  entre  les 
côtés  et  Itîs  anglef  eux-mêmes.  La  solution  pouvant 
aujourd'hui  ÉMb-'obtcnne  indifféremment  dans . 
l'un  et  dans  l'autre  sysièine ,  ce  inotif  de  préfet 
rencc  ne  suLsiste  plus.  Mais  les  géomètres  n'en 
ont  pas  moins  dû  pcrsistev  à  suiviie  par  choix  le 
système  primitivement  admis  par  nécessité  ;  car, 
la  même  raison  qUi  a  permis  'uînsi  d'obtenir  les 
équations  trigonométriques  avec  beaucoup  pluS'dé 
facilit/é,  doiti^alement,  comme  il  est  tocore  plus 
aisé^de  le  concevoir  à  prioii^  irendre^ces  équations 
bien  plus  $intpldSy  pùiisqu'klle^ existent  alors  sei»^ 
lement  entre  des  ligiics  droites  y  au  lieu  d'être 
établrcs  entre  des  lignes  droites  et  des  arcs  de  der- 
cle.  Une  telle  considération  a  d'autant  plus  d'im^ 
portancc  qu'il  s'agit  lc\  de  formules  éminetnn^ent 
élémentaires 9  destinées  à  être  continuellement 
employées  dans  toutes  les  parties  de  la  science 
mathématique  aussi  bien  que  dans  toutes  ses  di- 
verses applications. 

On  peut  objecter  ,  il  est  vrai  y  que,  lorsqu'un 
angle  est  donné  j  c'est  toti  jours  en  effet  par  lui- 
même  et  non  par  sa  ligne  trigonométrique  ;  -et 
que ,  lorsqu'il  est  ineonnu ,  c'est  sa  valeur  angu- 
laire qu'il  s'agit  proprement  de  déterminer ,  et 
non  celle  d'aucune  de  ses  lignes  trigonométriques. 
Il  ^mble,  d'après  cela  ,  que  de  telles  lignes  ne 
sont  entre  les  côtés  et  les  angles  qu'un  intermé- 
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dîaire  inutile  ^  qui  doit  être  finalement  éli 
et  tlont  rinti'oduction  ne  parait  P^^  suaceptiUe 
de  simplifier  la  recherdbie  qàlî||K  propose.  Il 
importe  ,  en  effet ,  d'expliquer  a^ec  plus  de  g^ë- 
ralité  et  de  précision  qu'on  ne  le  fait  d'ordinaire 
rimmense  utilité  réelle  de  cette  manière  de  pro- 
céder. Elle  consiste  en  ce  que  Tintroduction  de 
ces  grandeurs  auxiliaires  partage  la  question  to- 
tale de  la  trigonométrie  en  deux  autres  essentid- 
lement  distinctes^  dont ^ Tune  a  pour  ob}et  de 
passer  des  angles  à  leurs'fignes  trigonométriques 
ou  réciproquement,  et  dont  l'autre  se  propose  de 
déterminer  les  côtés  des  triangles  par  les  lignes 
trigonométriques  de  leurs  angles  ou  réciproque- 
ment. Or ,  la  première  de  ces  deux  questions  fon- 
damentales est  évidemment  susceptible  ,  par  sa 
nature  ,  d'être  entièrement  traitée  et  réduite  en 
tables  numériques  une  fois  pour  toutes ,  en  cou- 
sidérant  tous  les  angles  possibles  y  puisqu'elle  ne 
dépend  que  de  ces  angles,  et  nullement  des 
triangles  particuliers  où  ils  peuvent  entrer  dans 
chaque  cas  ;  tandis  que  la  solution  de  la  seconde 
qiiestion  doit  nécessairement  être  renouvelée  > 
du  moins  sous  le  rapport  arithmétique,  à  chaque 
nouveau  triangle  qu'il  faut  résoudre.  C'est  pour* 
quoi  la  première  portion  du  travail  total ,  qui 
serait  précisément  la  plus  pénible ,  n'est  plus 
comptée   ordinairement ,    étant    toujours    faite 
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d'avanoe;  tandis  que  ai  une  telle  décomposi- 
tion n  avait  point  été  instituée ,  on  se  serait  troové 
évidenunent  dans  lobligation  de  recommencer 
dans  chaque  cas  particulier  le  calcul  tout  entier. 
Telle  est  la  propriété  essentielle  du  système  trigo- 
nométrique  adopté ,  qui ,  en  effet ,  ne  présente- 
rait réellement  aucun  avantage  effectif  si ,  poi|r 
chaque  angle  à  considérer,  il  fallait  calculer. con- 
tinuellement sa  ligne  trigohométrique  ou  récipro- 
quement :  Vintermédiairé  serait  alors  plus  gênant 
que  commode. 

Afin  de  comprendre  nettement  la  yraie  nature 
de  cette  conception ,  il  sera  utile  de  la  comparer 
à  une  conception  encore  plus  importante ,  des- 
tinée à  produire  un  effet  analogue ,  soit  sous  le 
rapport  algébrique ,  soit  surtout  sous  le  rapport 
arithmétique,  l'sCdmirable  théorie  des  logarithmes. 
En  examinant  d'une  manière  philosophique  l'in- 
fluence de  cette  théorie ,  ou  voit ,  en  effet ,  que 
son  résultat  général  est  d'avoir  décomposé  toutes 
les  opérations  arithmétiques  imaginables  en  deux 
parties  distinctes ,  dont  la  première  ,  qui  est  la 
plus  compliquée ,  est  susceptible  d  être  exécutée 
à  lavance  une  fois  pour  toutes ,  conune  ne  dépen- 
dant que  des  nombres  à  considérer  et  nullement 
des  diverses  combinaisons  quelconques  dans  les- 
quelles ils  peuvent  entrer ,  et  qui  consiste  à  se  re- 
présenter tous  les  nombres  conune  des  puissances 
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âssigoablés  dW  nomljre  coastant;  la  seconde 
pftttîe  du. calcul ,  qui  doit  iiécetBair^iieiil  être 
recomineiicée  pour  chaque  formule  nouvdleà 
évaluer  y  étantdâs  lor»  réduite  à  exëcu  1er  «uf  ces 
ezpiMaua  des  opérations  corrélatives  infiniiiient 
plus  silDples.  Je  inebome  à  indiquer  oe'fiippto- 
oheoneut ,  que  chacun  peut  aisément  développer. 
Mouâ  devons  de  plus  observer  comme  une^ji^po- 
priété  )  secondaire  aujourdliut  y  mais  capitale  & 
rorîgine  ^  du  système  trigonométriqué  adoplëyia 
circonstance  très-remarquable  que  ladélermiiia- 
tion  des  angles  par. leurs  lignes  trigonoiiiétrlques 
ou  réciproquement)  est  susceptible  d'une  solution 
arithmétique,  la  seule  qui  soit  directement  indis- 
pensable pour  la  destination  propre  de<  la  trigo^ 
noméirie,  sans  avoir-  préalablement  ré^lu  la 
question  algébrique  correspondante.  C'est  sans 
doute  à  une  telle  particularité  que  les  anciens 
ont  dû  de  pouvoir  connaître  la  trigonométrie.  Ia 
recherche  ainsi  conçue  a  été  d'autant  pllus  facile 
que*  les  anciens  ayant  pris  naturellement  la  corde 
pour  ligne  trigonométrique ,  les  tables  se  trou- 
vaient avoir  été  d'avance  construites  en  partie 
pour  un  tout  autre  motif ,  en  vertu  du  travail 
d'Ârchimède  sur  la  rectification  du  cercle ,  d'où 
résultait  la  détermination  effective  d'une  certaine 
suite  de  cordes ,  en  sorte  que ,  lorsque  plus  tard 
Hi{^rque  eut  inventé  la  trigonométrie,  il  put  se 
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borner  à  compléler  cette  opération  par  des  inter- 
cdalions  convenables ,  ce  qai  marque  nettdment 
la  filiation  des  idées  à  cet  égard* 

Afin  d'esquisser  entièrement  cet  aperçu  phi- 
losophique de  la  trigonométrie ,  il  convient  d'ob- 
server maintenant  que  Textension  du  même  motif 
qui  conduit  k  remplacer  les  angles  ou  les  arcs  de 
cercle  pat  des  ligues  droites,  dans  la  vue  de  am- 
plifier les  équations  ^  doft  aussi  porter  à  employer 
concurremment  plusieurs  lignes  trigonomélri- 
ques,  au  lieu  de  se  borner  à  une  seule  »  comme 
le  faisaient  les  anciens^  pour  perfectionner  ce  sysr 
tème  en  choisissant  celle  qui  sera  algébriquement 
la  plus  convenable  entoile  ou  telle  occasion.  Sous 
ce  rapport,  il  est  clair  que  le  nombre  de  ces  lignes 
n'est  par  lui* même  nulJcment  limité;  pourvu 
qu^elles  soient  déterminées  d'après  l'arc ,  et  que 
réciproquement  elles  le  déterminent,  suivant  quel- 
que loi  qu'elles  en  dérivent  d'ailleurs ,  elles  sont 
aptes  à  lui  être  substituées  dans  les  équations.  En 
se  bornant  aux  constructions  les  plus  simpl&s ,  les 
Arabes  et  les  modernes  ensuite  ont  successive- 
ment porté  a  quatre  ou  à  cinq  le  nombre  des 
lignes  trigonométriques  directes,  qui  pourrait 
ctr-e  étendu  bien  davantage.  Mais ,  au  lieu  de  re- 
couvrir à  des  formations  géométriques  qui  fini- 
raient par  devenir  très-compliquées,  on  conçoit 
avec  une  extrême  facilité  autant  de  nouvelles 
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ligues  trigonométriques  que  peuvent  l exiger  les 
transfonnatioDs  analytiques^  au  moyeu  d'un  arti- 
fice remarquable ,  qui  n'est  pas  ordinairement 
saisi  d'une  manière  assez  générale.  Il  consiste, 
sans  multiplier  immédiatement  les  lignes  trigo- 
nométriques propres  à  chaque  arc  considéré ,  à 
en  introduire  de  nouvelles  en  regardant  cet  arc 
comme  déterminé  indirectement  par  toutes  les 
lignes  relatives  à  un  arc  qui  soit  une  fonction 
très-simple  du  premier.  C'est  ainsi ,  par  exemple, 
que  souvent ,  pour  calculer  un  angle  avec  plus  de 
facilité  y  on  déterminera,  au  lieu  de  son  sinus  , 
le  sinus  de  sa  moitié  ou  de  son  double ,  etc.  Une 
telle  création  de  lignes  trigonométriques  iruii- 
frètes  est  évidemment  bien  plus  féconde  que  tous 
les  procédés  géométriques  immédiats  pour  eu  ob- 
tenir de  nouvelles.  On  peut  dire ,  d'après  cela , 
que  le  nombre  des  lignes  trigonométriques  eftec- 
tivement  employées  aujourd'hui  par  les  géomètres 
est  réellement  indéfini,  puisque,  à  chacpe  instant 
pour  ainsi  dire ,  les  transformations  analytiques 
peuvent  conduire  à  l'augmenter  par  le  procédé  que 
je  viens  d'indiquer.  Seulement,  on  n'a  donné  jus- 
qu'ici de  noms  spéciaux  qu'à  celles  de  ces  lignes 
indirectes  qui  se  rapportent  au  complémentde  l'arc 
primitif^  les  autres  ne  revenant  pas.  assez  fré- 
quemment pour  nécessiter  de  semblables  dcno* 
minations,  ce  qui  a  fait  communément  mécou- 
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naître  la  véritable  étendue  du  système  trigono- 
mëtrique. 

Cette  multiplicité  des  liî^nes  trigonomëtriques 
fait  naiti*e  évidemment,  dans  la  trigonométrie, 
une  troisième  question  fondamentale  ,  l'étude  des 
relations  qui  existent  entre  ces  diverses  lignes  ; 
puisque  y  sans  une  telle  connaissance ,  on  ne  pour- 
rait point  utiliser,  pour  les  besoins  analytiques , 
cette  variété  de  grandeurs  auxiliaires ,  qui  n'a 
pourtant  pas  d autre  destination.  Il  est  clair ,  en 
outre  y  d'après  la  considération  indiquée  tout  à 
l'heure  j  que  cette  partie  essentielle  de  Ja  trigo- 
nométrie ,  quoique  simplement  préparatoire ,  est, 
par  sa  nature ,  susceptible  d'une  extension  indé- 
finie quand  on  l'envisage  dans  son  entière  géné- 
ralité, tandis  que  les  deux  autres  sont  nécessaire- 
ment circonscrites  dans  un  cadre  rigoureusemejit 
défini* 

Je  n  ai  pas  besoin  d'ajouter  expressément  que 
ces  trois  parties  principales  de  la  trigonométrie 
doivent  être  étudiées  dans  un  ordre  précisément 
inverse  de  celui  suivant  lequel  nous  les  avons 
vues  dériver  nécessairement  de  la  nature  générale 
du  sujet  ;  car  la  troisième  est  visiblement  indé- 
pendante des  deux  autres,  et  la  seconde  de  celle 
qui  s'est  présentée  la  première^  la  résolution  des 
triangles  proprement  dite,  qui  doit,  pour  cette 
raison,  être  traitée  en  «lernier  lieu,  ce  qui  ren- 


426  PHILOSOPHIE   POSITIVE. 

(lait  dautant plus  importante  la  considëration de 
la  filiation  naturelle. 

Il  ëtait  inutile  d'envisager  ici  distinctement  la 
trigonométrie  sphërique,  qui  ne  peut  donner  lieu 
à  aucune  considération  philosophique  spéciale , 
puisque ,  quelque  essentielle  qu  elle  soit  par  Tim- 
portance  et  la  multiplicité  de  ses  usages^  on  ne 
peut  plus  la  traiter  aujourd'hui  >  dans  son  eusem*- 
ble,  que  comme  une  simple  application  de  la 
trigonométrie  rectiligne ,  qui  fournit  immédiate- 
ment ses  équations  fondamentales,  en  substi- 
tuant au  triangle  sphérique  1  angle  trièdre  cor- 
respondant. 

J'ai  cru  devoir  indiquer  cette  exposition  som- 
maire de  la  philosophie  trigonométrique ,  qui 
pourrait  d  ailleurs  donner  lieu  à  beaucoup  d'au- 
tres considérations  intéressantes ,  afin  de  rendre 
sensibles ,  par  un  exemple  important ,  cet  enchaî- 
nement rigoureux  et  cette  ramification  successive 
que  présentent  les  questions  les  plus  simples  en 
apparence  de  la  géométrie  élémentaire. 

Ayant  ainsi  suffisamment  considéré  pour  le 
but  de  cet  ouvrage  le  caractère  propre  de  la  géo- 
métrie spéciale  y  réduite  h  sa  seule  destination 
dogmatique  y  de  fournir  à  la  géométrie  générale 
une  base  préliminaire  indispensable  y  nous  devons 
d&ormais  porter  toute  notre  attention  sur  la  vé- 
ritable science  géométrique  y  envisagée  dans  son 
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ensemble  de  la  manière  la  plus  rationnelle.  H 
faut  d  abord ,  à  cet  effet  y  soigneusement  exami- 
ner la  grande  idëe-mère  de  Descartes,  sur  laquelle 
elle  est  entièrement  fondée  y  ce  qui  fera  lobjet 
de  la  leçon  suivante. 


MATHÉMA'nQUBS.  4^9 


DOUZIEME   LEÇON. 


Sommaire.  Conception  fondamentale  de  la  géome'trie  générale 

ou  analytique. 


La  gëomëtrie  générale  étant  entièrement  fon- 
dée sur  la  transformation  des  considérations  géo- 
métriques en  considérations  analytiques  équiva- 
lentes, nous  devons  d  abord  examiner  directement 
et  d'une  manière  approfondie  la  belle  conception 
d'après  laquelle  Descartes  a  établi  uniformément 
la  possibilité  constante  d'une  telle  co-rélation. 
Outre  son  exti'éme  importance  propre,  comme 
moyen  de  perfectionner  éminemment  la  science 
géométrique,  ou  plutôt  de  la  constituer  dans 
son  ensemble  sur  des  bases  rationnelles  ^  l'étude 
philosophique  de,  cette  admirable  conception 
doit  avoir  à  nos  yeux  un  intérêt  d'autant  plus  éle- 
vé ,  qu'elle  caractérise  avec  une  parfaite  évidence 
la  méthode  générale  à  employer  pour  organiser 
les  relations  de  l'abstrait  au  concret  en  mathéma- 
tique, par  la  représentation  analytique  des  phé- 
TOME  T.  29 
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nomènes  naturels.  Il  n'y  a  point,  dans  la  philo- 
sophie mathématique ,  de  pensée  qui  mérite  da- 
vantage de  fixer  toute  notre  attention. 

Afin  de  parvenir  à  exprimer  pai*  de  simples 
relations  analytiques  tous  les  divers  phénomènes 
géométriques  que  l'on  peut  imaginer^  il  faut  évi- 
demment établir  d'abord  un  mode  général  pour 
représenter  analy tiquement  les  sujets  mêmes  dans 
lesquels  ces  phénomènes  résident,  c'est-à-dire 
les  lignes  ou  les  surfaces  à  considérer.  Le  su/et 
étant  ainsi  habituellement  envisagé  sous  un  point 
devuc  purement  analytique,  on  omprend  que  dès- 
lors  il  a  été  possible  de  concevoir  de  la  même 
manière  les  accidens  quelconques  dont  il  est 
susceptible. 

Pour  organiser  la  représentation  des  formes 
géométriques  par  des  équations  analytiques  ,  on 
doit  surmonter  préalablement  une  difficulté  fon- 
damentale, celle  de  réduire  à  des  idées  simple- 
ment numériques  les  élémens  généraux  des  di- 
verses notions  géométriques  ;  en  un  mot,  de 
substituer ,  en  géométrie,  de  pures  considérations 
de  quantité  à  toutes  les  considérations  àe  qualité. 

A  cet  effet ,  observons  d'abord  que  toutes  les 
idées  géométriques  se  rapportent  nécessairement 
à  ces  trois  calégories  universelles  :  la  grandeur , 
la  forme  et  la  position  des  étendues  à  considé- 
rer. Quant  à  la  première,  il  n'y  a  évidemment 
aucune  difficulté;  elle  rentre  immédiatement  dans 
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les  idées  de  nombres.  Pour  la  seconde  >  il  faut  re- 
marquer qu  elle  est  toujoui*s  réductible  par  sa  na- 
ture à  la  troisième.  Car  la  forme  d'un  corps  ré- 
sulte évidemment  de  la  position  mutuelle  des 
différens  points  dont  il  est  composé^  en  sorte  que 
ridée  de  position  comprend  nécessairement  celle 
de  forme,  et  que  toute  circonstance  de  forme 
peut  être  traduite  par  une  circonstance  de  posi- 
tion. C'est  ainsi,  en  effet,  que  l'esprit  humain  a 
procédé  pour  parvenir  à  la  représentation  analy- 
tique des  formes  géométriques,  la  conception  n'é- 
tant directement  relative  qu'aux  positions.  Toute 
la  difficulté  élémentaire  se  réduit  donc  propre- 
ment à  ramener  les  idées  quelconques  de  situa- 
tion h  des  idées  de  grandeur.  Telle  est  la  destina- 
lion  immédiate  delà  conception  préliminaire  sur 
]a([uelle  Descartes  a  établi  le  système  général  de 
la  géométrie  analytique. 

Son  travail  philosophique  a  simplement  con- 
sisté, sous  ce  rapport,  dans  Icntière  généralisa- 
tion d'un  procédé  élémentaire  qu'on  peut  regarder 
comme  naturel  à  lesprit  humain,  puisqu'il  se 
forme  pour  ainsi  dire  spontanément  chez  toutes 
les  intelligences,  même  les  plus  vulgaires.  En  ef- 
fet ,  quand  il  s'agit  d'indiquer  la  situation  d'un 
objet  sans  le  montrer  immédiatement ,  le  moyen 
que  nous  adoptons  toujours ,  et  le  seul  évidem- 
ment qui  puisse  être  employé ,  consiste  à  rappor- 

29. 
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ter  oet  objet  à  d'autres  qui  soient  connus ,  en  as- 

# 

signant  la  grandeur  des  élémens  géométriques 
quelconques ,  par  lesquels  on  le  conçoit  lié  à  ceux* 
ci  (j  )•  Ces  élémens  constituent  ce  que  Descartes,  et 
d'après  lui  tous  les  géomètres,  ont  2q>pelé  les  coon- 
données  de  chaque  point  considéré ,  qui  sont  né- 
cessairement au  nombre  de  deux  si  l'on  sait  d'a- 
vance dans  quel  plan  le  point  est  situé,  et  au 
nombre  de  trois,  s'il  peut  se  trouver  indifférem- 
ment dans  ime  région  quelconque  de  l'espace. 
Autant  de  constructions  différentes  on  peut  ima* 
giner  pour  déterminer  la  position  d'un  point , 
soit  sur  un  plan,  soit  dans  l'espace,  autant  on  con* 
çoit  de  systèmes  de  coordonnées  distincts,  qui  sont 
susceptibles ,  par  conséquent ,  d'être  multipliés 
à  l'infini.  Mais  quelque  soit  le  système  adopté, 
'  on  aura  toujours  ramené  les  idées  de  situation  à 
de  simples  idées  de  grandeur  ,   en  sorte  que  l'on 
se  représentera  le  déplacement  d'un  point  comme 
produit  par  de  pures  variations  numériques  dans 
les  valeurs  de  ses  coordonnées.  Pour  ne  considé* 
rer  d'abord  que  le  cas  le  moins  compliqué,  celui 
de  la  géométrie  plane ,  c'est  ainsi  qu'on  détermine 
le  plus  souvent  la  position  d'*un  point  sur  un 
plan ,  par  ses  distances  plus  ou  moins  grandes  & 

(i)  C'est  ainsi,  par  exemple ,  que  nous  déterminons  habituelle- 
ment la  position  dos  lieux  sur  la  terre  par  leurs  distances  plus  ou 
moins  grandes  à  Pc'quateur  et  à  un  premier  méridien. 
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deux  droites  fixes  supposées  connues,  qu'on  uomine 
axes  j  et  qu  on  suppose  ordinairement  perpendi- 
culaires entre  elles.  Ce  système  est  le  plus  adopté, 
à  cause  de  sa  simplicité;  mais  les  géomètres  en 
emploient  quelquefois  encore  une  infinitéd  autres. 
Ainsi ,  la  position  d'un  point  sur  un  plan  peut 
être  déterminée  par  9i&^  distances  à  deux  points 
fixes  \  ou  par  sa  distance  à  un  seul  point  fixe ,  et 
la  direction  de  cette  distance,  estimée  par  l'an- 
gle plus  ou  moins  grand  qu'elle  fait  avec  une  droite 
fixe ,  ce  qui  constitue  le  système  des  coordonnées 
dites  polaires  9  le  plus  usité  après  celui  dont 
nous  avons  parlé  d'abord  ;  ou  par  les  angles  que 
forment  les  droites  allant  dn  point  variable  à  deux 
points  fixes  avec  la  droite  qui  joint  ces  derniers; 
ou  par  les  distances  de  ce  point  à  une  droite  fixe 
ci  à  un  point  fixe ,  etc.  En  un  mot,  il  n'y  a  pas  de 
figure  géométrique  quelconque  d'où  l'on  ne  puisse 
déduire  un  certain  système  de  coordoiMiées,  plus 
ou  moins  susceptible  d'être  employé. 

Une  observation  générale  qu'il  importe  de  faire 
à  cet  ^ard ,  c'est  que  tout  système  de  coordon- 
nées revient  à  déterminer  un  point ,  dans  la  géo* 
métrie  plane ,  par  l'intersection  de  deux  lignes , 
dont  chacune  est  assujétie  à  certaines  conditions 
fixes  de  détermination  ;  une  seule  de  ces  condi- 
tions restant  variable ,  et  tantôt  l'une,  tantôt  une 
autre,  selon  le  système  considéré.  Onnesaurait, 
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en  effet,  concevoir  d'autre  moyen  de  construire' 
un  point  que  de  le  marquer  par  la  rencontre  de 
deux  lignes  quelconques.  Ainsi ,  dans  le  système 
le  plus  fréquent ,  celui  des  coordonnées  rectili-' 
gnes  proprement  dites ,  le  point  est  déterminé  par 
Fintersection  de  deux  droites  y  dont  chacune  reste 
constamment  parallèle  à  un  axe  fixe,  en  s'en  éloi- 
gnant plus  ou  moins  ;  dans  le  système  polaire , 
c'est  la  rencontre  d'un  cercle  de  rayon  variable 
et  dont  le  centre  est  fixe,  avec  une  droite  mobile 
assu  jétie  à  tourner  autour  de  ce  centre ,  qui  mar- 
que la  position  du  point;  en  choisissant  d'autres 
systèmes,  le  point  pourrait  être  désigné  par  l'in- 
tersection de  deux  cercles,  ou  de  deux  autres  li* 
gnes  quelconques ,  etc.  En  un  mot ,  assigner  la 
valeur  d'une  des  coordonnées  d'un  point  dans 
quelque  système  que  ce  puisse  être,  c'est  tou- 
jours nécessairement  déterminer  une  certaine  li- 
gne sur  laquelle  ce  point  doit  être  situé.  Les  géo- 
mètres de  l'antiquité  avaient  déjà  fait  cette  remar- 
que essentielle ,  qui  servait  de  base  à  leur  méthode 
des  lieux  géométriques ,  dont  ils  faisaient  un  si 
heureux  usage  pour  diriger  leurs  recherches  dans 
la  résolution  des  problèmes  de  géométrie  détet^ 
minés ,  en  appréciant   isolément  l'influence   de 
chacune  des  deux  conditions  par  lesqueUes  était 
défini  chaque  point  constituant  l'objet,  direct  ou 
indirect,  de  la  question  proposée:  c'est  précisé- 
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ment  celte  méthode  dont  la  systématisation  géné- 
rale a  été  pour  Descartes  le  motif  immédiat  des 
travatix  qui  l'ont  conduit  à  fonder  la  géométrie 
analytique. 

Après  avoir  nettement  établi  cette:  conception 
préliminaire ,  en  vertu  de  laquelle  les  idées  de 
position  y  et ,  par  suite  implicitement  y  toutes  les 
notions  géométriques  élémentaires ,  sont  réducti* 
blés  à  de  simples  considérations  numériques ,  il 
est  aisé  de  concevoir  directement ,  dans  son  en- 
tière généralité  j  la  grande  idée-mère  de  Des- 
cartes,  relative  à  la  représentation  analytique  des 
formes  géométriques  y  ce  qui  constitue  l'objet 
propre  de  cette  leçon.  Je  continuerai  à  ne  consi- 
dérer d'abord  y  pour  plus  de  facilité,  (jue  la  géo- 
métrie à  deux  dimensions,  la  seule  que  Descartes 
ait  traitée,  devant  ensuite  examiner  séparément 
sous  le  mémo  point  de  viie  ce  qui  est  propre  à 
la  théorie  des  surfaces  ou  des  courbes  à  double 
courbure. 

D'après  la  manière  d'exprimer  analytiquement 
la  position  d'un  point  sur  un  plan,  on  peut  aisé- 
ment établir  que  ,  par  quelque  propriété  qu'une 
ligne  quelconque  puisse  être  définie,  cette  défi- 
nition est  toujours  susceptible  d  être  remplacée 
par  une  équation  correspondante  entre  les  deux 
coordonnées  variables  du  point  qui  décrit  cette 
ligne ,  équation  qui  sc»ra  dès  lors   la  représenta- 
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tion  analytique  de  la  ligae  proposée ,  dont  tout 
phénomëne  devra  se  traduire  par  une  certaine 
modification  algébrique  de  son  équation.  Si  Von 
suppose  f  en  effet ,  qu  un  point  se  meuve  sur  un 
plan  sans  que  son  cours  soit  déterminé  en  aucune 
manière,  on  devra  évidemment  regarder  ses  deux 
coordonnées ,  dans  quelque  système  que  ce  soit, 
comme  deux  variables  entièrement  indépendantes 
l'une  de  l'autre.  Mais,  si  au  contraire  ce  point 
est  assujéti  à  décrire  une  certaine  ligne  quelcon- 
que, il  faudra  nécessairement  concevoir  'que  ses 
coordonnées  conservent  entre  elles ,  dans  toutes 
les  positions  qu  il  peut  prendre ,  une  certaine  re- 
lation permanente  et  précise ,  susceptible,  par 
conséquent,  d'être  exprimée  par  une  équation 
convenable,  qui  deviendra  la  définition  analy- 
tique très-nette  et  très-rigoureuse  de  la  ligne  con- 
sidérée ,  puisqu'elle  exprimera  une  propriété  al- 
gébrique exclusivement  relative  aux  coordonnées 
de  tous  les  points  de  cette  ligne.  Il  est  clair ,  en 
effet ,  que  lor^u'un  point  n'est  soumis  à  aucune 
condition,  sa  situation  n^est  déterminée  qu'au- 
tant qu'on  donne  à  la  fois  ses  deux  coordonnées, 
distinctement  l'une  de  l'autre;  tandis  que  quand 
le  point  doit  se  trouver  sur  une  ligne  définie, 
une  seule  coordonnée  suffit  pour  fixer  entière- 
ment sa  position.   La  seconde   coordonnée  est 
donc  alors  une  fonction  déterminée  de  la  pre- 
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tnière ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  il  doit  exister 
entre  elles  une  certaine  équation ,  d'une  nature 
correspondante  à  celle  de  la  ligne  sur  laquelle 
le  point  est  assujéti  à  rester.  En  un  mot,  cha- 
cune des  coordonnées  d'un  point  l'obligeant  à  être 
situe  sur  une  certaine  ligne ,  on  conçoit  récipro- 
quement que  la  condition,  de  la  part  d'un  point, 
de  devoir  appartenir  à  une  ligne  définie  d'une 
manière  quelconque ,  équivaut  à  assigner  la  va- 
leur de  Tune  des  deux  coordonnées,  qui  se 
trouve,  dans  ce  cas,  être  entièrement  dépendante 
de  l'autre.  La  relation  analytique  qui  exprime 
cette  dépendance  peut  être  plus  ou  moins  difficile 
à  découvrir  ;  mais  on  doit  évidemment  en  conce- 
voir toujours  l'existence,  même  dans  les  cas  où 
nos  moyens  actuels  seraient  insuffisans  pour  la 
faire  connaître.  C'est  par  cette  simple  considéra- 
tion que ,  indépendamment  des  vérifications  par- 
ticulières sur  lesquelles  est  ordinairement  établie 
cette  conception  fondamentale  à  l'occasion  de 
telle  ou  telle  définition  de  ligne  ,  on  peut  démon- 
trer, d'une  manière  entièrement  générale,  la  né- 
cessité de  la  représentation  analytique  des  lignes 
par  les  équations. 

En  reprenant  en  sens  inverse  les  mêmes  ré- 
flexions, on  mettrait  aussi  facilement  en  évidence 
la  nécessité  géométrique  de  la  représentation  de 
toute  équation  à  deux  variables ,  dans  un  système 
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déterminé  de  coordonnées,  par  une  certaine  ligne, 
dont  une  telle  relation  serait  y  à  défaut  d'aucune 
autre  propriété  connue ,  une  définition  trés-ca- 
ractéristique,  et  qui  aura  pour  destination  scien- 
tifique de  fixer  immédiatement  lattention  sur  la 
marche  générale  des  solutions  de  Féquation ,  qui 
se  trouvera  ainsi  notée  de  la  manière  la  plus  sen- 
sible et  la  plus  simple.  Cette  peinture  des  équa- 
tions est  un  des  avantages  fondamentaux  les  plus 
importans  de  la  géométrie  analytique ,  qui  a  par 
là  réagi  au  plus  haut  degré  sur  le  perfectionne- 
ment général  de  l'analyse  elle-même,  non  seule- 
ment en  assignant  aux  recherches  purement  abs- 
traites un  but  nettement  déterminé  et  une  carrière 
inépuisable ,  mais ,  sous  un  rapport  encore  plus 
direct,  en  fournissant  un  nouveau  moyen  philo- 
sophique de  méditation  analytique  ^  qui  ne  pour- 
rait être  remplacé  par  aucun  autre.  En  effet,  la 
discussion  purement  algébrique  d'nne  équation 
en  fait  sans  doute  connaître  les  solutions  de  la 
manière  la  plus  précise ,  mais  en  les  considérant 
seulement  une  à  une,  de  telle  sorte  que,  par 
cette  voie ,  leur  marche  générale  ne  saurait  être 
conçue  qu'en  résultat  définitif  dune  longue  et 
pénible  suite  de  comparaisons  numériques ,  après 
laquelle  l'activité  intellectuelle  doit  ordinaire- 
ment se  trouver  émoussée.  Au  contraire,  le  lieu 
géométrique  de  l'équation  étant  uniquement  des- 
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tiné  à  représenter  distinctement  etr^vec  une  net- 
teté parfaite  le  résumé  de  cet  ensemble  de  com- 
paraisons^ permet  de  le  considérer  directement 
en  fesant  complètement  abstraction  des  détails 
qui  Tonl  fourni ,  et  par  là  peut  indiquer  à  notre 
esprit  des  vues  analytiques  générales,  auxquelles 
nous  serions  difficilement  parvenus  de  toute  autre 
manière  j  faute  d'un  moyen  de  caractériser  clai* 
rement  leur  objet.  Il  est  évident,  par  exemple, 
que  la  simple  inspection  de  la  courbe  logarithmi- 
que ou  de  la  courbe  j^»sin  a:  fait  connaître  d  une 
manière  bien  plus  distincte  le  mode  général  de  va- 
riations des  logarithmes  par  rapport  aux  nombres 
ou  des  sinus  par  rapport  aux  arcs ,  que  ne  pour- 
rait le  permettre  Tétude  la  plus  attentive  d'une 
table  de  logarithmes  ou  d'une  table  trigonomé- 
trique.  On  sait  que  ce  procédé  est  devenu  au- 
jourd'hui entièrement  élânentaire,  et  qu'on  l'em- 
ploie toutes  les  fois  qu'il  s'agit  de  saisir  nettement 
le  caractère  général  de  la  loi  qui  règne  dans  une 
suite  d'observations  précises  d'un  genre  quelcon- 
que. 

Revenant  à  la  représentation  des  lignes  par  les 
équations,  qui  est  notre  objet  principal,  nous 
voyons  que  cette  représentation  est ,  par  sa  na- 
ture, tellement  fidèle  ,  que  la  ligne  ne  saurait 
éprouver  aucune  modification,  quelque  légère 
qu'elle  soit,  sans  déterminer  dans  l'équation  un 
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changement  correspondant.  Cette  complète  exac- 
titude donne  même  lieu  souvent  à  des  diflElcultës 
q)ëciales  y  en  ce  que ,  dans  notre  système  de  géo- 
métrie analytique ,  les  simples  déplacemens  des 
lignes  se  fesant  aussi  bien  ressentir  dans  les  ëqiia* 
tions  que  les  variations  réelles  de  grandeur  ou  de 
'  forme ,  on  pourrait  être  exposé  à  confondre  ana- 
lytiquement  les  uns  avec  les  autres ,  h  les  gjéomè- 
tres  n  avaient  pas  découvert  une  méthode  ingé- 
nieuse  expressément  destinée  à  les  distinguer 
constamment.   Cette  méthode  est  fondée  sur  ce 
que,  bien  qu'il  soit  impossible  de  changer  analy- 
tiquement  à  volonté  la  position  d'une  ligne  par 
rapport  aux  axes  des  coordonnées ,  on  peut  chan- 
ger d'une  manière  quelconque  la  situation  de» 
axes  eux-mêmes  ,  ce  qui  est  évidemment  équiva- 
lent; dès  lors,  à  l'aide  des  formules  générales 
très-simples  par  lesquelles  on  opère  cçtte  trans- 
formation d'axes ,  il  devient  aisé  de  reconnaître 
si  deux  équations  différentes  ne  sont  que  l'expres- 
sion analytique  d'une  même  ligne  diversement 
située  >  ou  se  rapportent  à  des  lieux  géométriques 
vraiment  distincts ,  puisque  y  dans  le  premier  cas, 
l'une  d'elles  doit  rentrer  dans  l'autre  en  chan- 
geant convenablement  les  axes  ou  les  autres  cons- 
tantes du  système  de  coordonnées  considéi'é.  Ou 
reste ,  il  faut  remarquer  à  ce  sujet  que  les  incon- 
véniens  généraux  de  cette  nature  paraissent ,  en 
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uéomëu-ie  analytique  ,  devoir  rire  slriclemeni 
inévitables;  puisque  les  idées  de  posiuoii  étant, 
comme  nous  l'avons  vu ,  les  seules  idées  géom^ 
triques  immédiatement  réductibles  à  des  consi- 
dérations numériques,  et  les  notions  de  forme 
ne  pouvant  y  être  ramenées  qu'en  voyant  en  elles 
des  mpports  de  situation,  il  est  impossible  que 
l'analyse  ne  confonde  point  d'abord  les  phéno- 
mènes de  forme  avec  de  simples  phénomènes  de 
position  ,  les  seuls  que  les  équations  expriment 
directement  • 

Pour  compléter  l'explication  philosophique  de 
la  conception  fondamentale  qui  sert  de  liasc  à  la 
géométrie  analytique^  je  crois  devoir  indiquer 
ici  une  nouvelle  considération  générale,  qui  me 
semble  particulièrement  propre  à  mettre  dans 
tout  son  jour  cette  représentation  nécessaire  des 
ligues  par  des  équations  h  deux  variables.  Elle 
ronsiste  en  ce  que  non-seul eraeni,  ainsi  que  nous 
l'avons  établi ,  toute  ligne  définie  doit  nécessaire- 
ment donner  lieu  h  une  certaine  équation  entre 
les  deux  coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ses 
points;  mais,  de  plus,  toute  définition  de  ligne 
peut  être  envisagée  comme  étant  déjà  elle-même 
une  équation  de  cette  ligne  dans  un  système  de 
coordonnées  convenable. 

Il  est  aisé  d'établir  ce  principe  ,  en  faisant  d'a- 
bord une  distinction  logique  préliminaire  relati- 
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veulent  aux  diverses  sortes  de  définition.  La  con- 
dition   rigoureusement    indispensable   de  toute 
définition  9    c'est    de   distinguer  l'objet   défini 
d'avec  tout  autre ,   eu  assignant   une  propriété 
qui    lui    appartienne    exclusivement.    Mais   ce 
but  peut  être  atteint,  en  général ,  de  deux  ma- 
nières très-différentes  :  ou  par   une   définition 
simplement  caractéristique ,  c'est-à-dire ,   indi- 
quant une  propriété  qui ,  quoique  vraiment  cx^ 
clusive,  ne  fait  pas  connaître  la  génération  de 
lobjet ;  ou  par  une  définition  réellement  ea^li- 
catii^  ,  c'est-à-dire ,  caractérisant  l'objet  par  une 
propriété  qui  exprime  un  de  ses  modes  de  généra- 
tion. Par  exemple,  en  considérant  le  cercle  comme 
la  ligne  qui  ,  sous  le  même  contour^  renferme  la 
plus  grande  aire,  on  a  évidemment  une  définition 
du  premier  genre  ;  tandis  qu'en  choisissant  la  pro- 
priété d'avoir  tous  ses  points  à  ^ale  distance  d'un 
point  fixe,  ou  toute  autre  semblable ,  on  a  une 
définition  du  second  genre.  Il  est,  du  reste ,  évi- 
dent ,   en  thèse  générale,  que  quand  même  un 
objet  quelconquene  serait  d'abord  connu  que  par 
une  définition  caractéristique  ,  ou  ne  devrait  pas 
moins  l'envisager  comme  susceptible  de  définitions 
cxplicativesy  que  ferait  nécessairement  découvrir 
l'étude  ultérieure  de  cet  objet. 

Cela  posé ,   il  est  clair  que  ce  n'est  point  aux 
définitions  simplement  caractéristiques  que  peut 
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«'appliquer  l'observation  f^énérale  annoncée  cî- 
'^^us  ,  (jui  représente  toute  dëfmUioQ  de  ligne 
ime  élaut  mîcessairement  une  équation  de  celto 
icdans  un  certain  système  de  coordonnées. 
On  ne  peut  l'entendre  que  des  dcfiuiiions  vrai- 
ment explicatives.  Mais  ,  en  ne  considéiaut  que 
celle-ci,  le  principe  est  aisé  à  constater.  Encflet, 
il  est  évidemment  impossible  de  déûnir  la  généra- 
tion d'une  ligue,  sans  spécifier  une  certaine  relation 
entre  les  deux  luouvemcns  simples,  de  translation 
ou  dcrotation,  dans  lesquels  se  décomposera  à  cha- 
que instant  le  mouvement  du  point  qui  la  décrit. 
Or,  en  se  formant  la  notion  la  plus  générale  de  ce 
^uc  c'est  qu'un  système  de  cooitionaées,  et  ad- 
metlant  tous  les  systèmes  possibles,  il  est  clair 
qu'une  telle  relation  ne  sera  autre  chose  que  \è- 
qualio/i  de  la  ligue  proposée,  dans  un  système  de 
coordonnées  d'une  nature  correspondante  à  celle 
du  mode  de  génération  considéié.  Ainsi ,  par 
exemple ,  la  définiUon  vulgaire  du  cercle  peut 
évidemment  être  envisagée  comme  étant  immé- 
diatcmcnl  l'éi/uation  fjolairc  de  cette  courbe  ,  en 
prenant  pour  pôle  le  centre  du  cercle  ;  de  même, 
la  déliniUon  élémentaire  de  l'ellipse  ou  de  l'hy- 
perbole ,  comme  élant  la  courbe  engendrée  par 
un  point  qui  se  meut  de  telle  manière  que  la 
somme  ou  la  dil'lérence  de  ses  distances  à  deux 
points  lixes  demeure    constante  ,   donne  sur-le- 


444  PHILOSOHIB   POSITIVE. 

champ  ,  pour  l'une  ou  l'autre  courbe  ,  Téquation 
j-{^x=zCj  en  prenant  pour  système  de  coordon* 
nées  celui  dans  lequel  on  déterminerait  la  posi- 
tion d'un  point  par  ses  distances  à  deux  points 
fixes,  et  choisissant  pour  ces  pôles  les  deux  foyers 
donnés;  pareillement  encore ,  la  définition  ordi- 
naire  de  la  cycloïde  quelconque  fournirait  di- 
rectement, pour  celte  courbe ,  l'équation  7* =/7iar, 
en  adoptant  comme  coordonnées  de  chaque  point 
l'arc  plus  ou  moins  grand  qu'il  marque  sur  un 
cercle  de  rayon  invariable  à  partir  du  point  de 
contact  de  ce  cercle  avec  une  droite  fixe,  et  la  dis- 
tance recliligne  de  ce  point  de  contact  à  une  cer- 
taine origine  prise  sur  cette  droite.  On  peut  faire 
des  vérifications  analogues  et  aussiffacilcs  relati- 
vement aux  définitions  habituelles  des  spirales , 
des  épicycloïdes ,  etc.  On  trouvera  constamment 
qu'il  existe  un  certain  système  de  coordonnées , 
dans  lequel  on  obtient  immédiatement  une  équa* 
tîon  Irès-simple  de  la  ligne  proposée  ,  en  se  bor- 
nant à  écrire  algébriquement  la  condition  impo- 
sée par  le  mode  de  génération  que  Ton  considère. 
Outre  son  importance  directe ,  comme  moyen 
de  rendre  parfaitement  sensible  la  représentation 
nécessaire  de  toute  ligne  par  une  équation,   la 
considération  précédente  me  paraît  pouvoir  offrir 
une  véritable  utilité  scientifique,  en  caractérisant 
avec  exactitude  la  principale  difficulté  générale 
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qu'on  rencontre  dans  l'ëtablissement  effectif  de 
ces  équations^  et  ^  par  conséquent  ',  en  fournissant 
une  indication  intéressante  relativen^ent  à  là  mar- 
che à  suivre  dans  les  recherches  de  ce  genre  ^ 
qui  y  par  leur  nature ,  ne  sauraient  comporter  des 
règles  complètes  et  invariables.  En  effet ,  si  une 
définition  quelconque  de  ligne  i  du  moins  parmi 
celles  qui  indiquent  un  mode  de  génération, 
fournit  directement  l'équation  de  cette  ligne  dans 
un  certain  système  de  coordonnées ,   ou  pour 
mieux  dire  constitue  par  elle-même  cette  équa- 
tion ,  il  s'ensuit  que  la  difficulté  qu  on  éprouve 
souvent  à  découvrir  l'équation  d'une  courbe,  d'a- 
près telle  ou  telle  de  ses  propriétés  caractéristi- 
ques ,  difficulté  qui  quelquefois  est  très-grande , 
ne  doit  provenir  essentiellement  que  de  la  condi- 
tion   qu'on    s'impose  ordinairement  d'exprimer 
analy  tiquement  cette  courbe  à  l'aide  d'un  système 
de  coordonnées  désigné  ,  au  lieu  d'admettre  in- 
différemment tous  les  systèmes  possibles.  Ces 
divers  systèmes  ne  peuvent  pas  être  regardés ,  en 
géométrie  analytique ,  comme  étant  tous  paie- 
ment convenables  ;  pour  différens  motifs,  dont 
les  plus  importans  vont  être  discutés  ci-dessous  , 
les  géomètres  croient   devoir  presque   toujours 
rapporter ,  autant  que  possible ,  les  courbes  à  des 
coordonnées  rectilignes  proprement  dites.  Or,  on 
conçoit  y  d'après  ce  qui  précède ,  que  souvent  ces 
TOME  I.  3o 
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coordonnées  uniques  ne  seront  pas  celles  rclali- 
veinent  auxquelles  l'équation  de  la  courbe  se 
trouverait  immédiatement  établie  parla  définition 
proposée.  La  principale  difficulté  que  présente  la 
formation  de  l'équation  d'une  ligne  consiste  donc 
réellement/ en  général,  dans  une  certaine  trans- 
formation de  coordonnées.  Sans  doute,  cette  con- 
sidération nassujetit  point  l'établissement  de  ces 
équations  à  une  véritable  méthode  générale  com- 
plète y  dont  le  succès  soit  toujours  assuré  néces- 
sairement ,  ce  qui,  par  la  nature  même  du  sujet, 
est  évidemment  chimérique  ;  mais  une  telle  vue 
peut  nous^éclairer  utilement  à  cet  (%ard  sur  la 
marche  qu'il  convient  d'adopter  pour  pat*venir 
au  but  proposé.  Ainsi,  après  avoir  d'abord  formé 
l'équation  préparatoire  qui  dérive  spontanénient 
de  la  définition  que  l'on  considère ,  il  faudra  , 
pour  obtenir  l'équation  relative  au  système  de 
coordonnées  qui  doit  être  admis  définitivement  , 
chercher  à  exprimer  en  fonction  de  ces  demièi'Cis 
coordonnées  celles  qui  correspondent  naturelle- 
ment au  mode  de  génération  dont  il  s'agit.  C'est 
sur  ce  dernier  travail  qu'il  est  évidemment  impos- 
sible de  donner  des  préceptes  invariables  et  précis. 
On  peut  dire  seulement  qu'on  aura  d'autant  plus 
de  ressoui'ces  à  cet  égard ,  qu'on  saura  davantage 
de  véritable  géométrie  analytique ,  c'est-à-dire  , 
qu'on  connaîtra  l'expression  algébrique  d'un  plus 


MATHÉMATIQUES.  4^7 

^nd  nombre  de  phtSnomèncs  géométriques  dif- 
féreas. 

Pour  compléter  l'exposition  philosophique  de 
la  conception  qui  sert  de  base  à  la  géométrie  anar- 
lytique ,  il  me  reste  à  indiquer  les  considérations 
relatives  au  choix  du  système  de  coordonnées  qui 
cst>  en  général,  le  pi  us  convenable,  ce  qui  fourni- 
ra l'exfdication  rationnelle  de  la  préférence  unani- 
mement accordée  au  système  rectili^e  ordinaire, 
préférence  qui  a  éré  plutôt  jnsi|u'ici  l'effet  d'un 
sentiment  empirique  de  la  supériorité  de  ce  sys* 
lènie  ,  que  le  résultat  exact  d'une  analj'se  directe 
et  approfondie. 

Afin  de  décider  nettement  entre  tous  les  divers 
systèmes  d<;  coordonnées ,  il  est  indispensable  de 
ilistingner  avec  soin  les  deux  points  de  vue  géné- 
raux j  inverses  l'un  de  l'autre ,  propres  à  la  géo- 
métrie analytique,  savoir  :  la  relation  de  l'algèbre 
h  la  géométrie ,  fondée  sur  la  représentation  des 
ligues  par  leséquations;  et  réciproquement  la  re- 
lation de  la  géométrie  à  l'algèbre  fondée  sur  la 
peinture  des  équations  par  les  lignes. 

Il  est  évideL  t  que ,  dans  toute  recherche  quel- 
conque de  géométrie  générale,  ces  deux  points 
de  vue  fondamentaux  se  trouvent  nécessairement 
<;ombinés  sans  cesse  ,  puisqu'il  s'agit  toujours  de 
passer  alternativement,  eti  des  intervalles  pour 
ainsi  dire  insensible  ,  des  considérations  géomé 
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triques  aux  considérations  analytiques,  et  des  con- 
sidérations analytiques  aux  considérations  géomë- 
triques.Mais  la  nécessité  de  les  séparer  ici  momen- 
tanément n'en  est  pas  moins  réelle  ;  car  la  réponse 
à  la  question  de  méthode  que  nous  examinons  est, 
en  effet,  comme  nous  allons  le  voir ,  fort  loin  de 
pouvoir  être  la  même  sous  Tun  et  sous  l'autre  de 
cesdeux  rapports,  en  sorte  que  sans  cette  distinction 
on  ne  saurait  s^cn  former  aucune  idée  nette. 

Sous  le  premier  point  de  vue  ,  rigoureusement 
isolé ,  le  seul  motif  qui  puisse  faire  préférer  un 
système  de  coordonnées  à  un  autre ,  ne  peut  être 
que  la  plus  grande  simplicité  de  l'équation  de 
chaque  ligne,  et  la  facilité  plus  grande  d'y  parve- 
nir. Or,  il  est  aisé  de  voir  qu'il  n'existe  et  ne  doit 
exister  aucun  système  de  coordonnées  méritant  à 
cet  égard  une  préférence  constante  sur  tous  les 
autres.  En  effet ,  nous  avons  remarqué  ci-dessus 
que,  pour  chaque  définition  géométrique  pro- 
posée ,  on  peut  concevoir  un  système  de  coor- 
données dans  lequel  l'équation  de  la  ligne  s'ob- 
tient immédiatement  et  se  trouve  nécessairement 
être  en  même  temps  fort  simple  :  de  plus,  ce 
système  varie  inévitablement  avec  la  nature  de 
la  propriété  caractéristique  que  l'on  considère. 
Ainsi  ^  le  système  rectiligne  ne  saurait  être,  en  ce 
sens ,  constamment  le  plus  avantageux,  quoiqu'il 
soit  souvent  très-favorable  ;  il  n'en  est  probable- 
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ment  pas  un  seul  qui ,  dans  ccrtaios  cas  paiticu- 
licrs ,  ne  doive  ù  cet  égard  lui  èlie  préféré ,  aussi 
bien  qu'à  tout  autre  système. 

Il  n'en  est,  au  contraire,  nullement  de  même 
sous  ie  second  point  de  vue.  Ou  peut ,  eu  effet , 
facilement  établir,  en  thèse  générale ,  que  le  sys- 
tème recliliyne  ordinaire  doit  s'adaplcr  nécessai- 
rement mieux  que  tout  autre  à  la  peinture  des 
équations  par  les  lieux  géométriques  correspon- 
dans ,  c'est-à-dire  que  cette  peinture  y  e^i  con- 
stamment plus  simple  et  plus  fidèle. 

Considérons ,  pour  cela ,  que ,  tout  système  de 
coordonnées  consistant  à  déterminer  un  point  par 
l'intcrseclion  de  deux  lignes,  le  système  propre 
à  fournir  les  lieux  géométriques  les  plus  conve- 
nables doit  (^trc  celui  dans  lequel  ces  deux  lignes 
sont  les  plus  simples  possibles,  ce  qui  restreint 
d'abord  le  chois  à  ne  pouvoir  porter  que  sur  des 
systèmes  feculignes.  A  la  vérité,  il  y  a  évidem- 
ment une  infinité  de  systèmes  qui  méritent  ce 
nom,  c'est-^-dire  qui  n'emploient  que  des  lignes 
droites  pour  déterminer  les  points ,  outre  le  sys- 
tème ordinaire  qui  assigne  poui' coordonnées  les 
distances  à  deux  droites  fixes;  tel  serait ,  par  exem- 
ple ,  celui  dans  lequel  les  coordonnées  de  chaque 
point  se  trouveraient  être  les  deux  angles  que 
font  les  droites  qui  aboutissent  de  ce  point  à 
deux  points  fixes  avec  la  droite  de  jonction  do 
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ces  derniers;  en  sorte  que  cette  première  consi- 
dération n'est  pas  rigoureusement  suffisante  pour 
expliquer  la  préférence  accorda  unanimement 
au  système  ordinaire.  Mais,  en  examinant  d'une 
manière  plus  approfondie  la  nature  de  tout  sys- 
tème de  cordonnées,  nous  avons  reconnu,  en 
outre  y  que  chacune  des  deux  lignes  dont  la  ren- 
contre détermine  le  point  considéré ,  doit  néoes- 
saîrement  offrir  à  chaque  instant ,  parmi  ses  di- 
verses conditions  quelconques  de  détermination , 
une  seule  condition  variable,  qui  donne  lieu  à 
l'ordonnée  correspondante,  et  toutes  les  autres 
fixes ,  qui  constituent  les  axes  du  système ,  en 
[[Nrenant  ce  terme  dans  son  acception  mathéma- 
tique la  plus  étendue  :  la  variation  est  indispen- 
sable pour  que  toutes  les  positions  puissent  être 
considérées,  et  la  fixité  ne  l'est  pas  moins  pour  qu'il 
existe  des  moyens  de  comparaison  •  Ainsi ,  dans 
tous  les  systèmes  reclilignes ,  chacune  des  deux 
droites  sera  assujétie  à  une  condition  fixe,  et 
l'ordonnée  résultera  de  la  condition  variable. 
Sous  ce  rapport»  il  est  évident,  en  thèse  géné- 
rale ,  que  le  système  le  plus  favorable  à  la  conr 
structiondes  lieux  géométriques,  sera  nécessaire- 
ment celui  d'après  lequel  la  condition  variable  de 
chaque  droite  sera  la  plus  simple  possible ,  sauf 
à  compliquer  pour  cela ,  s'il  le  faut ,  la  condition 
fixe.  Or,  de  toutes  les  manières  possibles  de  dér 
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terminer  deux  droites  mobiles, la  plusaîsée  &  sui- 
vre géométriquement  est  cerlaiiiemeot  celle  dans 
laquelle ,  la  direction  de  chaque  droite  restant  in- 
variable, elle  ne  fait  que  se  rapprocher  ou  s'ë- 
loigner  plus  ou  moins  d'un  axe  constant.  Il  se- 
rait ,  par  exemple ,  évidemmeat  plus  difficile  de 
se  figurer  nettement  le  déplacement  d'un  point 
produit  par  l'interseclioa  de  deux  droites ,  qui 
tourneraient  chacune  autour  d'un  point  fixe  en 
fesanlavecun  ceiiaio  axe  unanglej^uson  moins 
grand ,  comme  dans  le  système  de  coordonnées 
précédemment  indiqué.  Telle  est  la  véritable  ex- 
plication générale  de  la  propriété  fondamentale 
que  présente,  par  sa  nature,  le  système  rcctiligne 
onlinairc,  d'être  plus  apte  qu'aucun  autre  à  la 
représentation  géoroétiique  dés  équations,  comme 
étant  celui  dans  lequel  il  est  le  plus  aisé  de  con- 
cevoir le  déplacement  d'un  point  en  résultat  du 
changement  de  valeur  de  ses  coordonnées.  Pour 
sentir  nettement  toute  la  force  de  celte  considé- 
ration, il  suffirait,  par  exemple,  de  comparer 
soigneusement  ce  système  avec  le  système  polaire, 
dans  lequel  cette  image  géométrique  si  simple  et 
si  aisée  à  suivre ,  de  deux  droites  se  mouvant  cha- 
cune parallèlement  à  l'axe  correspondant,  se 
trouve  remplacée  par  le  tableau  compliqué  d'une 
série  infinie  de  cercks  concentriques  coupes  par 
une  droite  assuiclie  à  tourner  autour  d'un  point 
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fixe.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  concevoir  h  priori 
quelle  doit  être ,  pour  la  géométrie  analytique , 
l'extrême  importance  d'une  propriété  aussi  pro- 
fondément élémentaire  y  qui^  par  cette  raison , 
doit  se  reproduire  à  chaque  instant  et  prendre 
une  valeur  progressivement  croissante  dans  tous 
les  travaux  quelconques  de  cette  nature  (i). 

En  précisant  davantage  la  considération  qur 
démontre  la  supériorité  du  système  de  coordon- 
nées ordinaire  sur  tout  autre  quant  à  la  peinture 
des  équations,  on  peut  même  se  rendre  compte 
de  l'utilité  que  présente  sous  ce  rapport  l'usage 
habituel  de  prendre  autant  que  possible  les  deux 
axes  perpendiculaires  entre  eux  plutôt  qu'avec 
aucune  autre  inclinaison.  Sous  le  rapport  de  la 
représentation  des  lignes  par  les  équations ,  cette 
circonstance  secondaire  n^est  })as  plus  universel- 
lement convenable  que  nous  n'avons  vu  l'être  la 
nature  même  du  système;  puisque,  suivant  les 

(i)  Devant  me  borner  ici  à  la  comparaison  la  plus  générale ,  je 
n'ai  point  considéré  plusieurs  autres  inconvcniens  élémentaires  de 
moindre  importance ,  mais  cependant  fort  graves,  que  prtentc 
le  système  des  coordonnées  polaires,  comme  de  ne  point  admettre 
d'interprétation  géométrique  pour  le  signe  du  rayon  recteur,  et 
même  d'assigner  quelquefois  un  point  unique  pour  diverses  solu- 
tions distinctes,  d'où  il  résulte  que  la  peinture  des  équations  y  est 
nécessairement  imparfaite.  Quels  que  soient  ces  inconvénîens , 
comme  plusieurs  systèmes  autres  que  le  système  rectiligne  ordi- 
naire pourraient  aussi  en  être  f  lempts ,  il  ne  fallait  point  en  tenir 
compte  pour  établir  la  supériorité  générale  de  ce  dernier. 
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occasions ,  toute  autre  inclinaison  des  axes  peut 
mériter  à  cet  ^rd  la  préférence.  Mais^  sous  le 
point  de  vue  inverse ,  il  est  aisé  de  voir  que  des 
axes  rectangulaires  permettent  constamment  de 
peindre  les  équations  d'une  manière  plus  simple 
et  même  plus  fidèle.  Car,  avec  des  axes  obliques^ 
l'espace  se  trouvant  partagé  par  eux  en  régions 
dont  Tidenlité  n'est  plus  parfaite ,  il  en  résulte 
que ,  si  le  lieu  géométrique  de  l'équation  s'étend 
à  la  fois  dans  toutes  ces  r^ons^  il  y  présentera , 
à  raison  de  la  seule  inc^lité  des  angles ,  des  dif- 
férences de  figure  qui ,  ne  correspondant  à  au- 
cune diversité  analytique ,  altéreront  nécessaire- 
ment l'exactitude  rigoureuse  du  tableau,  en  se 
mêlant  aux  résultats  propres  des  comparaisons 
algébriques.  Par  exemple,  une  équation  comme 
00  ™  -f-^  m  =z  c ,  qui ,  par  sa  symétrie  parfaite , 
devrait  donner  évidemment  une  courbe  composée 
de  quatre  quarts  identiques,  sera  représentée , 
au  contraire ,  en  prenant  des  axes  non-rectangu- 
laires ,  par  un  lieu  géométrique  dont  les  quatre 
parties  seront  inhales.  On  voit  que  le  seul  moyen 
d'éviter  toute  disconvenance  de  ce  genre  est  de 
supposer  droit  l'angle  des  deux  axes. 

La  discussion  précédente  établit  clairement 
que ,  si ,  sous  l'un  des  deux  points  de  vue  fonda- 
mentaux continuellement  combinés  en  géométrie 
analytique ,  le  système  des  coordonnées  rectili- 
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gnes  proprement  dit  n'a  aucune  supériorité  cons- 
tante sur  tout  antre  ;  comme  il  n^est  pas  non  plus 
à  cet  ^ard  constamment  inférieur,  sa  plus  grande 
aptitude  nécessaire  et  absolue  à  la  peinture  des 
équations  doit  lui  faire  généralement  accorder 
la  préférence ,  quoiqu'il  puisse  évidemment  ar- 
river, dans  quelques  cas  particuliers ,  que  le  be« 
soin  de  simplifier  les  équations  et  de  les  obtenir 
plus  aisément  détermine  les  géomètres  à  adopter 
un  système  moins  parfait. C'est,  en  effet ,  d'après 
le  système  rectiligne,  que  sont  ordinairement 
construites  les  théories  les  plus  essentielles  de 
géométrie  générale,  destinées  à  exprimer  analyti- 
quement  les  phénomènes  géométriques  les  plus 
importans.  Quand  on  juge  nécessaire  d'en  choisir 
un  autre ,  c'est  presque  toujours  le  système  po- 
laire auquel  on  s'arrête ,  ce  système  étant  d  une 
nature  assez  opposée  à  celle  du  système  rectilignc 
pour  que  les  équations  trop  compliquées  rela- 
tivement à  celui-ci  deviennent,  en  général,  suf- 
fisamment simples  par  rapport  h  l'autre.  Les  coor- 
données polaires  ont  d'ailleurs  souvent  l'avantage 
de  comporter  une  signification  concrète  plus  di- 
recte et  plus  naturelle ,  comme  il  arrive  en  mé- 
canique pour  les  questions  géométriques  aux- 
quelles donne  lieu  la  théorie  des  mouvemens  de 
rotation ,  et  dans  presque  tous  les  cas  de  géomé- 
trie céleste. 
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Afin  de  simplifier  Texposition»  nous  n'avons 
jusqu'ici  considère  la  conception  fondamentale  de 
la  géométrie  analytique  que  relativement  aux 
seules  courbes  planes ,  dont  Tétude  générale  avait 
été  lobjet  unique  de  la  grande  rénovation  philo- 
sophique opérée  par  Descartes.  11  s'agit  mainte- 
nant ,  pour  compléter  cette  impottaute  explica- 
tion 9  de  montrer  sommairement  de  quelle  manière 
cette  pensée  élémentaire  a  été  étendue  i  environ 
un  siècle  après,  par  notre  illustre  Glairaut,  à  l'é- 
tude générale  des  surfaces  et  des  courbes  à  dou- 
ble courbuit).  Les  considérations  indiquées  ci- 
dessus  me  permettront  de  me  borner  à  ce  sujet  à 
l'examen  rapide  de  ce  qui  est  strictement  .propre 
à  ce  nouveau  cas. 

L'entière  détermination  analytique  d'un  point 
dans  l'espace  exige  évidemment  qu'on  assigne  les 
valeurs  de  trois  coordonnées;  par  exemple,  d'a- 
près le  système  le  plus  fréquemment  adopté  et 
qui  correspond  au  système  rectiligne  de  la  géo- 
métrie plane,  des  distances  de  ce  point  à  trois 
plans  fixes,  ordinairement  perpendiculaires  entre 
eux ,  ce  qui  présente  le  point  comme  l'intersec- 
tion de  trois  plans  dont  la  direction  est  invariable. 
On  pourrait  paiement  employer  les  dislances  du 
point  mobile  à  trois  points  fixe^ ,  ce  qui  le  dé- 
terminerait par  la  rencontre  de  trois  sphères  à 
centre  constant.  De  mânic,  la  i>ositiou  d'un  point 


456  PHILOSOPHIE    POSITIVE. 

serait  définie  en  donnant  sa  distance  plus  ou 
moins  grande  à  un  point  fixe ,  et  la  direction  de 
cette  distance,  au  moyen  des  deux  angles  que 
fait  cette  droite  avec  deux  axes  invariables  ;  c'est 
le  système  polaire  propre  à  la  gëomëtrie  à  trois 
dimensions;  le  point  est  alors  construit  par  Tin-^ 
tersection  d'une  sphère  à  centre  constant  avec 
deux  cônes  droits  à  base  circulaire  dont  les  axes 
et  le  sommet  commun  ne  changent  pas.  En  un 
mot>  il  y  a  évidemment^  dans  ce  cas ,  au  moins 
la  même  variété  infinie  entre  les  divers  systèmes 
possibles  de  coordonnées  que  nous  avons  déjà  ob- 
servée pour  la  géométrie  à  deux  dimensions.  En 
général ,  il  faut  concevoir  un  point  comme  tou- 
jours déterminé  par  l'intersection  de  trois  sur- 
faces quelconques ,  ainsi  qu'il  l'était  auparavant 
par  celle  de  deux  lignes;  chacune  de  ces  trois 
surÊices  a  pareillement  toutes  ^^  conditions  de 
détermination  constantes,  excepté  une,  qui  donne 
lieu  à  la  coordonnée  correspondante  ,  dont  l'in- 
fluence géométrique  propre  est  ainsi  d'astreindre 
le  point  à  être  situé  sur  cette  surface. 

Gela  posé  y  il  est  clair  que  si  les  trois  coordon^ 
nées  d'un  point  sont  entièrement  indépendantes 
entre  elles,  ce  point  pourra  prendre  successive- 
ment dans  l'espace  toutes  les  positions  possibles. 
Mais ,  si  le  point  est  assujéti  à  rester  sur  une 
certaine  surface ,  définie  d'une  manière  quelcon- 
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([uc  ,  alors  deux  coordonnées  suffisent  évidem- 
ment pour  déterminer  à  chaque  instant  sa  situa- 
tion y  puisque  la  surface  proposée  tiendra  lieu  de 
la  condition  imposée  par  la  troisième  coordonnée* 
On  doit  donc  concevoir  nécessairement  dans  ce 
cas ,  sous  le  point  de  vue  analytique ,  cette  der- 
nière coordonnée  comme  une  fonction  détermi- 
née des  deux  autres ,  celles-ci  demeiurant  entre 
elles  complètement  indépendantes.  Ainsi»  il  y 
aura  entre  les  trois  coordonnées  variables  une  cer- 
taine équation  permanente ,  et  qui  sera  unique 
afin  de  correspondre  au  degré  précis  d'indétermi- 
nation de  la  position  du  point.  Cette  équation  » 
plus  ou  moins  facile  à  découvrir  ,  mais  toujours 
possible,  sera  la  définition  analytique  de  la  surface 
proposée  ,  puisqu'elle  devra  se  vérifier  pour  tous 
les  points  de  cette  surface  y  et  seulement  pour 
eux.  Si  la  surface  vient  à  éprouver  un  change- 
ment quelconque»  même  un  simple  déplacement» 
Téquation  devra  subir  une  modification  corres- 
pondante plus  ou  moins  profonde.  En  un  mot , 
tous  les  phénomènes  géométriques  quelconques 
relatifs  aux  surfaces  seront  suceptibles  d'être 
traduits  par  certaines  conditions  analytiques 
équivalentes  propres  aux  équations  à  trois  va- 
riables ,  et  c'est  dans  l'établissement  et  l'inter- 
prétation de  cette  harmonie  générale  et  néces- 
saire  que  consistera  essentiellement  la  science 
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(le  Li  géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 
Considéi'ant  ensuite  cette  conception  fonda- 
mentale sous  le  point  de  vue  inverse  ,  on  voit 
de  la  même  manière  que  toute  équation  à  trois 
variables  peut  être  ,  en  général ,  représentée  géo- 
métriquement par  une  surface  déterminée,  primi- 
tivement définie  d'après  la  propriété  très-carac- 
téristique, que  les  coordonnées  de  tous  ses  points 
conservent  toujours  entre  elles  la  relation  énon- 
cée dans  cette  équation*  Ce  lieu  géométrique 
changera  évidenmicnt  ^  pour  la  même  équation  , 
suivant  le  syslème  de  coordonnées  qui  servira  à  la 
construcliori  de  ce  tiibleau.  En  adoptant  ,  par 
exemple,  le  système  rectiligne,  il  est  clair  que  dans 
l'équation  entre  les  trois  variables  x,  y,  z^  chaque 
valeur  particulière  attribuée  h  z ,  donnera  une 
équation  entre  x  et  ?*,  dont  le  lieu  géométrique 
sera  une  certaine  ligne  située  dans  un  plan  paral- 
lèle au  plan  des  x^r^  et  (\  une  distance  de  ce  der- 
nier égale  à  la  valeur  de  z,  de  telle  sorte  que  le 
lieu  géométrique  total  se  présentera  comme  com- 
posé d'une  suite  infinie  de  lignes  superposées  dans 
ime  série  de  plans  parallèles  ,  sauf  les  interrup- 
tions qui  pourront  exister ,  et  formera  ^  par  con- 
séquent,  une  véritable  surface.  II  en  serait  de 
même  en  considérant  tout  autre  système  de  coor- 
données,  quoique  la  construction  géométrique  de 
l'équalion  devint  plus  difiicile  h  suivre. 
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•  Telle  est  la  conceplion  élémentaire  ,  complé- 
iiicnl  de  l'idéc-mère  de  Descartes,  sur  laquelle 
«•s t  fondée  ia  gi-oniétrie  {;éiicrale  relativement  aux 
surruccs.ll  serait  inutile  de  reprendre  direclement 
ici  les  au  très  considérations  indiquéesci-dessuspar 
rapport  aux  lignes  ,  et  que  chacun  peut  aisément 
élendreaux  surfaces,  soit  pour  montrer  que  toute 
dclinition  d'une  surface  par  un  mode  quelconque 
de  génération  est  réellement  une  équation  directe 
de  celte  surface  dans  iiu  certain  système  de  coor- 
données, soit  pour  déterminer  entre  lotis  les  di- 
vers systèmes  de  coordonnées  possibles  quel  est 
généralement  le  plus  convenable.  J'ajouterai  seu- 
lement ,  sous  ce  dernier  rapport  ,  que  la  supério- 
rité nécessaire  du  système  recùligne  ordinaire, 
quanta  la  peinture  des  équations,  est  évidemment 
encore  plus  prononcée  dans  la  géométrie  analy- 
tique à  trois  dimensions  que  dans  celle  à  deux  ,  à 
cause  de  la  complication  géométrique  incompa- 
rablement pins  grande  cpii  résulterait  alors  du 
clioix  de  tout  autre  système ,  ainsi  qu'on  peut  le 
vérifier  de  la  manière  la  plus  sensible  en  considé- 
rant ,  par  opposition  ,  le  système  polaire  en  parli- 
culicr,  qui  est,  pour  les  surfaces  comme  pour 
les  courbes,  et  en  vertu  des  mêmes  motifs,  lepJus 
usité  après  le  système  rectilignc  proprement  dit. 
Afin  de  compléter  l'exposition  générale  de  la 
conceplion  fomlarnentale  relative  à  l'élude  analy- 
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tique  des  surfaces,  nous  aurons  encore  à  exa- 
miner philosophiquement ,  dans  la  quatorzième 
leçon ,  un  dernier  perfectionnement  de  la  plus 
haute  importance ,  que  Monge  a  récemment  in- 
troduit dans  les  élémens  mêmes  de  cette  théo- 
rie^ pour  la  classification  des  surfaces  en  familles 
naturelles,  établies  d'après  le  mode  de  génération, 
et  exprimées  algébriquement  par  des  équations 
différentielles  communes,  ou  par  des  équations 
finies  contenant  des  fonctions  arbitraires. 

Considérons  maintenant  le  dernier  point  de 
vue  élémentaire  de  la  géométrie  analytique  à  trois 
dimensions ,  celui  qui  se  rapporte  à  la  représen- 
tation algébrique  des  courbes,  envisagées  dans 
l'espace  de  la  manière  la  plus  générale.  En  con- 
tinuant à  suivre  le  principe  constamment  em- 
ployé ci-dessus,  celui  du  d^é  d'indétermina- 
tion du  lieu  gÀ)métrique,  correspondant  au  de- 
gré d'indépendance  des  variables ,  il  est  évident, 
en  thèse  générale ,  que ,  lorsque  un  point  doit 
être  situé  sur  une  certaine  courbe  quelconque , 
une  seule  coordonnée  suffit  pour  achever  de  dé- 
terminer entièrement  sa  position  ,  par  l'intersec- 
tion de  cette  courbe  avec  la  surface  qui  râulte 
de  cette  coordonnée.  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  les  deux 
autres  coordonnées  du  point  doivent  être  conçues 
comme  dés  fonctions  nécessairement  déterminées 
et  distinctes  de  la  première.  Par  conséquent. 
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toute  ligne,  considérée  duits  l'espace ,  est  donc 
représentée  analytîquemciit,  non  plus  par  une 
seiiic  équation  ,  mais  par  le  système  de  deux  équa- 
tions entre  les  trois  coardonnécs  de  l'un  quel- 
conque de  ses  points.  Il  est  clair,  en  efiet,  d'uo 
autre  côté,  que  chacune  de  ces  équations,  envi- 
sagée séparément,  exprimant  une  ceruine  sur- 
face, leur  ensemble  présente  la  ligue  proposée 
comme  l'intersection, de  deux  surfaces  détermi- 
nées. Telle  est  la  manièi'e  la  plus  générale  dti 
concevoir  la  représentation  algébrique  d'une  ligne 
dans  la  géométrie  analytique  a  trois  dimensions. 
Cette  couceplionest  ordinairement  envisagée  d'une 
manière  trop  étroite,  lorsqu'on  se  borne  à  con- 
sidérer une  ligne  comme  déterminée  par  le  sys- 
tème de  ses  deux  prnj'eclion s  sur  deux  des  plans 
coordonnés,  système  caractérisé  analyliquemcnt 
par  cette  particularité  que  chacune  des  deux 
équations  de  la  ligne  ne  contient  alors  que  denx 
des  trois  coordonnées,  au  iicu  de  renfermer  si- 
multanément les  trois  varialiles.  Cette  considéra- 
tion ,  qui  consiste  à  r^arder  la  ligne  comme  l'in- 
tersection de  deux  surfaces  cylindriques  parallèles 
à  deux  des  trois  axes  des  coordonnées  ,  outre 
l'inconvénient  d'être  bornée  au  système  rcctiligne 
ordinaire,  a  le  défaut,  lorsqu'on  cioit  devoir  s'y 
ri'duirc  sirictcraent,  d'introduire  des  difficultés 
inutiles  dans  l;i  représentation  analytique  des 
TOME    1.  Ji 
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lignes  9  puisque  la  conibinaisnn  de  ces  deux  cy- 
lindres ne  saurait  éti*e  évidemment  toujours  la 
plus  convenable  pour  former  les  équations  d'une 
ligne.  Ainsi  y  envisageant  celte  notion  fondamen- 
tale dans  son  entière  généralité  ,  il  faudra ,  dans 
chaque  cas ,  parmi  l'infinité  de  couples  de  surfa- 
ces dont  l'intersection  pourrait  produire  la  courbe 
proposée ,  choisir  celui  qui  se  prêtera  le  mieux  à 
l'établissement  des  équations  ,  comme  se  compo- 
sant des  surfaces  les  plus  connues.  Par  exemple, 
s'agit- il  d'exprimer  analytiqucmcnt  un  cercle 
,  dans  l'espace  >  il  sera  évidemment  préférable  de 
le  considérer  comme  l'intersection  d'une  sphère 
et  d'un  plan,  plutôt  que  suivant  toute  autre 
combinaison  de  surfaces  qui  pourrait  paiement 
le  produire. 

A  la  vérité ,  cette  manière  de  concevoir  la  re- 
présention  des  lignes  par  des  équations  dans  la 
géométrie  analytique  à  trois  dimensions ,  engen- 
dre ,  par  sa  nature  y  un  inconvénient  nécessaire  y 
celui  d'une  certaine  confusion  analytique,  con- 
sistant en  ce  que  la  même  ligne  peut  se  trouver 
ainsi  exprimée ,  avec  un  même  système  de  coor- 
données y  par  une  infinité  de  couples  d'équations 
différens ,  vu  l'infinité  de  couples  de  surfaces  qui 
peuvent  la  former,  ce  qui  peut  présenter  quelques 
difficultés  pour  reconnaître  cette  ligne  à  travers 
tous  les  déguisemens  algébriques  dont  elle  est  sus- 
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ccpliblc.  Mais  il  existe  un  procède  général  fort 
simple  pour  faire  disparaître  cet  inconvénient, 
se  priver  des  facilités  qui  résultent  de  cette  variété 
de  constructions  géométriques.  Usuffit^  en  effet, 
quel  qucsoitlesystème  analytique  établi  primitive- 
ment pour  une  certaine  1  igné,  de  pouvoir  en  dédui- 
re le  système  correspondant  à  un  couple  unique  de 
surfaces  uniformément  engendrées,  par  exemple, 
à  celui  des  deux  surfaces  cylindriques  qai  projet- 
tent la  ligne  proposée  sur  deux  des  plans  coordon- 
nés, surfaces  qui  évidemment  seront  toujours  iden- 
tiques  de  quelque  manière  que  la  ligne  ait  été  ob- 
tenue, et  ne  varieront  que  lorsque  cette  ligne  elle- 
même  changera.  Or ,  en  choisissant  ce  système 
fixe,  qui  est  effectivement  le  plus  simple,  on  pour- 
ra  généralement  déduire  des  équations  primitives 
celles  qui  leur  correspondent  dans  cette  construc- 
tion spéciale,  en  les  transformant ,  par  deux  éli- 
minations successives,  en  deux  équations  ne  con- 
tenant chacune  que  deux  des  coordonnées  varia- 
bles ,  et  qui  conviendront  par  cela  seul  aux  deux 
surfaces  de  projection.  Telle  est  réellement  la 
principale  destination  de  cette  sorte  de  combinai- 
son géométrique  ,  qui  nous  offre  ainsi  un  moyen 
invariable  et  certain  de  reconnaître  Tidcntité  des 
lignes  malgré  la  diversité  quelquefois  très-grande 
de  leurs  équations. 

Après  avoir  considéré  dans  son   ensemble  la 
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conception  fondamentale  de  la  géométrie  analy- 
tique sous  les  principaux  aspects  élémentaires 
qu'elle  peut  présenter,  il  convient,  pour  complé- 
ter ,  sous  le  rapport  philosophique ,  une  telle  es* 
quisse  ,  de  signaler  ici  les  imperfections  générales 
que  présente  encore  cette  conception^  soit  relati- 
vement  à  la  géométrie,  soit  relativement  à  Fa* 
nalyse. 

Relativement  à  la  géométrie ,  il  faut  remarquer 
que  les  équations  ne  sont  propres  jusqu'ici  qua 
représenter  des  lieux  géométriques  entiers  ,  et 
nullement  des  portions  déterminées  de  ces  lieux 
géométriques.  Il  serait  cependant  nécessaire,  dans 
plusieurs  circonstances ,  de  pouvoir  exprimer  aua- 
1  ytiquement  une  partie  de  ligfie  ou  de  surface^  et 
même  une  ligne  ou  surface  discontinue  composée 
d'une  suite  de  sections  appartenant  «\  des  figures 
géométriques  distinctes ,  par  exemple  le  contour 
d'un  polygone  ou  la  surface  d'un  polyèdre.  La 
thermologie  surtout  donne  lieu  fréquemment  à 
de  semblables  considérations  ,  auxquelles  notre 
géométrie  analytique  actuelle  se  trouve  nécessai- 
rement inapplicable.  Néanmoins  il  importé  d'ob- 
server que  y  dans  ces  derniers  temps ,  les  travaux 
de  M.  Fouricr  sur  les  fonctions  discontinues  ont 
commencé  à  remplir  cette  grande  lacune,  et  ont 
par  là  directement  introduit  un  nouveau  {)erfec- 
tionnement  essentiel  dans  la  conception  fonda- 
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iiiumnle  de  Dcscarics.  Miiis  cette  in.inièic  de  re- 
)iréseutcr  des  formes  Iiëtérogéncs  ou  partielles  , 
étant  l'ondée  sur  l'euiploi  de  séries  irigonométrî- 
rjues  procédant  selon  les  sinus  d'une  suite  infinie 
d'arcs  multiples,  ou  sur  l'usage  de  certaines  inlë- 
j^rales  déûnies  équivalentes  à  cca  séries  et  dont  l'in- 
t^rale  générale  est  ignorée,  présente  encore  trop 
de  complication  pour  pouvoir  être  imniédiate- 
iiient  introduite  dans  le  système  propre  de  la  (géo- 
métrie analytique. 

Relativcraenl  i  l'analyse,  il  faut  commencer 
{Xir  reconnaître  que  l'impossibilitéoùnoussommcs 
de  concevoir  géométriquement  pour  des  é(|ua- 
tioiis  contenant  quatre  ,  cinq  variables  ou  un  plus 
grand  nombre  ,  une  représentation  analogue  à 
celles  que  comportent  toutes  les  équations  à  deux 
DU  à  trois  variables,  ne  doit  pas  être  envisagée 
comme  une  imperfection  de  notice  système  de  géo- 
métrie analytique  ,  car  elle  lient  évidemment  à 
la  nature  même  du  sujet.  L'analyse  étant  nécessai- 
rement plus  générale  que  la  géométrie  ,  puis- 
qu'elle est  relativeà  tous  les  phénomènes  possibles, 
il  serait  peu  pbtlosopbique  de  vouloir  constam- 
ment trouver  parmi  les  seuls  piiénomèncs  géomé- 
triques une  représentation  conci-éte  de  toutes  les 
lois  que  l'analyse  peut  exprimer.  Mais  il  existe  une 
autre  imperfection  de  moindre  importance  qu'on 
doit  réellement  envisager  comme  provenant  de  la 
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manière  mcmc  dont  nous  concevons  la  géométrie 
analytique.  Elle  consiste  en  ce  que  notre  repré- 
sentation actuelle  des  équations  à  deux  ou  à  trois 
variables  par  des  lignes  ou  des  suif  aces  est  évi- 
denmieiit  toujours  plus  ou  moins  incomplète  ^ 
puisque  ,  dans  la  construction  du  lieu  géométri- 
que^ nous  n'avons  ^ard  qu'aux  solutions  l'éelles 
des  équations  ^  sans  tenir  aucun  compte  des  solu- 
tions imaginaù'es.  La  marche  générale  de  ces  der- 
nières serait  cependant  y  par  sa  nature^  tout  aussi 
susceptible  que  celle  des  autres  d'une  peinture 
géométrique.  Il  résulte  de  cette  omission  que  le 
tableau  graphique  de  l'équation  est  constamment 
imparfait^  et  quelquefois  même  au  point  qu'il  n'y 
a  plus  de  représentation  géométrique  y  lorsque  l'é- 
quation n'admet  que  des  solutions  imaginaires. 
Cependant ,  même  dans  ce  dernier  cas ,  il  y  aurait 
évidemment  lieu  de  distinguer  sous  le  rapport 
géomclriquc  des  équations  aussi  différentes  en 
elles-mêmes  que  celles-ci  y  par  exemple  y 


On  sait  de  plus  que  cette  imperfection  principale 
entraîne  souvent  y  dans  la  géométrie  analytique 
u  deux  ou  à  trois  dimensions ,  une  foule  d'incon- 
véniens  secondaires  ,  tenant  à  ce  que  plusieurs 
modifications  analytiques  se  trouvent  ne  corres- 
pondre à  aucun  phénomène  géométrique. 
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Uii  de  nos  plus  grands  géomètres    actuels  y 
M.  Poinsot  j  a  présenté  une  considération  très- 
ingénieuse  et  fort  simple  y  à  laquelle  on  n  a  pas 
fait  communément  assez  d'attention^  et  qui  per- 
met y  lorsque  les  équations  sont  peu  compliquées^ 
de  concevoir  la  représentation  graphique  des  so- 
lutions imaginaires^  en  se  bornant  à  peindre  leurs 
rapports  quand  ils  sont  réels  (i)«  Mais  cette  con- 
sidération ^  qu'il  serait  aisé  de  généraliser  abstrai- 
tement ^  est  jusqu'ici  trop  peu  susceptible  d'être 
effectivement  employée  y  à  cause  de  l'état  extrême 
d'imperfection  où  se  trouve  encore  la  résolution 
algébrique  des  équations ,  et  d'où  il  résulte  ou  que 
la  forme  des  racines  imaginaires  est  le  plus  sou- 
vent ignorée,  ou  qu'elle  présente  une  trop  grande 
complication  ;  en  sorte  que  de  nouveaux  travaux 
sont   indispensables  à   cet  égard  y   avant   qu'on 
puisse  regarder  comme  comblée  cette  lacune  es- 
sentielle de  notre  géométrie  analytique. 

L'exposition  philosophique  essayée  dans  cette 
leçon  de  la  conception  fondamentale  de  la  géomé- 
trie analytique  y   nous  montre  clairement  que 

(i)  M.  Poinsot  a  montre^  par  exemple,  dans  son  excellent  mé. 
moire  sur  V analyse  des  sections  angulaires,  que  Péquatîon 
>''*  +  J'*  +  o'  =  o,  ordinaînairemenl  ëcartëe  comme  n^ayant  pas 
de  lieu  géométrique,  peut-être  représentée  «  de  la  manière  la  plus 
vimple  et  la  plus  nette  ,  par  une  hyperbole  équîlatèrc»  qui  rem- 
plit à  son  égard  le  même  oifice  que  le  cercle  pour  Pequation 
jt'  +  /•  —  fl'=o. 
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cette  science  consiste  essentiellement  à  détermi- 
ner quelle  est ,  en  général  9  Texpression  analyti- 
que de  tel  ou  tel  phénomène  géonaétrique  prcqpre 
aux  lignes  ou  aux  surfaces ,  et  réciproquement  à 
découvrir  Tinterprétation  géométrique  de  telle  ou 
telle  considération  analytique.  Nous  avons  main- 
tenant à  examiner,  en  nous  bornant  aux  questions 
générales  les  plus  importantes ,  comment  les  géo- 
mètres sont  parvenus  à  établir  effectivement  cette 
belle  harmonie ,  et  à  imprimer  ainsi  à  la  science 
géométrique  y  envisagée  dans  son  ensemble  total, 
le  caractère  parfait  de  rationalité  et  de  simplicité 
qu  elle  présente  aujourd'hui  si  éminemment.  Tel 
sera  l'objet  essentiel  des  deux  leçons  suivantes , 
Yuney  consacrée  à  l'étude  générale  des  lignes ,  et 
l'autre 9  à  l'étude  générale  des  surfaces. 


>k«^4 
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TREIZIEME  LEÇON. 


Soaaititi.  Dell  ijéoinétricgeiiei'itfs  ■  deuidïmen&ioni. 

D'après  la  marche  habituellement  adoptée  jus- 
qu'ici pour  l'exposition  de  la  science  géométri- 
que, la  destination  vraiment  essentielle  de  la 
géométrie  analytique  n'est  encore  sentie  que  d'ime 
manière  fort  imparfaite,  qui  ne  correspond  nul- 
lement à  l'opinion  que  s'en  forment  les  véritables 
géomètres,  depuis  que  l'extension  des  conceptions 
analytiques  à  la  mécanique  rationnelle  a  permis 
de  s'élever  à  quelques  idées  générales  sur  la  phi- 
losophie mathématique.  La  révolution  fonda- 
mentale opérée  par  la  grande  pensée  de  Descartes 
n'est  point  encore  dignement  appréciée  dans  notre 
éducation  mathématique,  même  ta  plus  haute. 
A  la  manière  dont  elle  est  ordinairement  présen- 
tée et  surtout  employée,  cette  admirable  méthode 
ne  semblerait  d'abord  avoir  d'autre  but  réel  que 
de  simplifier  l'étude  des  sections  coniques,  ou 
TOME  I.  3a 
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de  quelques  autres  courbes,  considérées  toujours 
une  à  une  suivant  l'esprit  de  la  géométrie  ancien- 
ne, ce  qui  serait  sans  doute  de  fort  peu  d'inipor- 
tance.  On  n'a  point  encore  convenablement  senti 
que  le  véritable  caractère  distinctif  de  notre  géo- 
métrie moderne ,  ce  qui  constitue  son  incontes- 
table supériorité,  consiste  à  étudier,  d'une  ma- 
nière entièrement  générale,  les  diverses  questions 
relatives  à  des  lignes  ou  à  des  surfaces  quelcon- 
ques, en  transformant  les  considérations  et  les  re- 
cherches géométriques  en  considérations  et  en  re- 
cherches analytiques.  Ilest  remarquable  que  dans 
les  établissemens,  même  les  plus  justement  célè- 
bres, consacrés  à  la  haute  instruction  mathémati- 
que, on  n'ait  fioint  institué  de  cours  vraiment 
dogmatique  de  géométrie  générale,  conçu  d'une 
manière  à  la  fois  distincte  et  complète  (1).  Ce- 
pendant une  telle  étude  est  la  plus  propre  à  ma- 
nifester clairement  le  vrai  caractère  philosophi- 
que de  la  science  mathématique,  en  démontrant 

(i)  La  profonde  médiocrité  qu'on  observe  gcnéralemenl  à  cet 
égiird,  surtout  dans  renseignement  de  la  partie  élémentaire  des 
mathématiques ,  quoique  deux  siècles  se  soient  écoulés  déjà  depuis 
la  publication  de  la  Géométrie  de  Descartes,  montre  combien 
notre  éducation  mathématique  ordinaire  est  encore  loin  de  cor- 
respondre au  véritable  état  de  la  science;  ce  qui  tient  sans  doute, 
en  grande  partie,  on  no  doit  pas  se  le  dissimuler,  à  reztrèmc  in- 
fériorité de  la  plupart  des  personnes  «auxquelles  on  confie  un  en- 
seignement aussi  important,  sur  la  haute  direction  duquel  let: 
Téritablos  chefs  de  la  science  ne  sont  d'aillf>urt  admis  à  exercer 
niicuno  influenco  régulii>r(r  et  permanente. 
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iivec  liiie  iielteté  parfaite  l'organisation  générale 
(le  la  relation  de  l'abstrait  au  concretdans  la  théo- 
rie mathématique  d'un  ordre  quelconque  de  phé- 
nomènes naturels. 

Ces  considérations  indiquent  assez  quelle  peut 
t'tre,  outre  son  extrême  importance  philosophi- 
que, l'utilité  spéciale  et  directe  de  l'exposition  k 
laquelle  nous  conduit  maintenant  le  plan  de  cet 
ouvrage.  11  s'agit  donc,  en  partant  de  la  concep- 
tion fondamentale  expliquée  dans  la  leçon  précé- 
dente, relativement  à  la  représentation  analytique 
des  formes  géométriques,  d'examiner  comment 
les  géomètres  sont  parvenus  k  réduire  toutes  les 
questions  de  géométrie  générale  à  de  pures  ques- 
tions d'analyse,  en  déterminant  les  lois  analyti- 
ques de  tous  les  phénomènes  géométriques,  c'est- 
à-dire  tes  modifications  algébriques  qui  leui- 
correspondent  dans  les  équations  des  lignes  et  des 
surfaces.  Je  ne  m'occuperai  d'abord  que  des  cour- 
bes, et  même  des  courbes  planes,  réservant  pour 
la  leçon  suivante  l'étude  générale  des  surfaces  et 
des  courbes  à  double  courbure.  L'esprit  de  cet 
ouvrage  prescrit  d'ailleurs  de  se  borner  à  l'exa- 
men philosophique  des  questions  générales  IfS 
plus  importantes,  et  surtout  d'écarter  toute  appli- 
cation à  des  formes  particulières.  Le  but  essen- 
tielque  nous  devonsavoiren  vue  ici,estseulement 
de  constater  avec  pHTisinii  comment  la  conception 
5a. 
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CondaiiioiiUile  de  Descaries  a  ôtahli  le  systèiin*  oô- 
lierai  de  la  science  géométrique  sur  des  bases  ra  > 
tionnelles  et  définitives.  Toute  autre  étude  ren- 
trerait dans  lui  traité  spécial  de  géométrie;  mais, 
quanta  celle-ci,  elle  est  indispensable  pour  Tob- 
jet  que  nous  nous  proposons.  On  peut  sans  doute 
concevoir  à  priori^  comme  je  l'ai  indiqué  dans  la 
leçon  précédente,  que,  une  fois  le  sujet  des  re- 
cherches géométriques  représenté  analytique- 
ment,  tous  les  accideiis  ou  phénomènes  quelcon- 
ques dont  il  est  susceptible  doivent  comporter 
nécessairement  une  interprétation  semblable. 
Mais  il  est  clair  qu'une  telle  considération  ne 
dispense  nidlement,  même  sous  le  simple  rapport 
philosophique,  d'étudier  l'organisation  effective 
de  cette  harmonie  générale  entre  la  géométrie  et 
l'analyse,  dont  on  ne  se  formerait  sans  cela  qu'une 
idée  vague  et  confuse,  entièrement  insuffisante. 

La  première  et  la  plus  simple  question  qu'on 
puisse  se  proposer  relativement  à  unecourbe  quel- 
conque, c'est  deconnaître,  d'après  son  équation  (i), 
le  nombre  de  points  nécessaire  à  sa  détermina- 
tion. Outrel'importance  propre  d'une  telle  notion, 
qui  nest  pas  établie  jusqu'ici  d'une  manière  assez 
rationnelle,  je  crois  devoir  exposer  avec  quelque 


(i)  Jti  confiiilérerai  toujours,  pour  fixer  les  idées,  &  moins  d'à- 
vcrtissemiint  formi'l,  le  système  de  coordonnées  roctiiiçnos  or- 
dinaires, soii  dans  cf^tte  le^'on  .  soit  d  iiis  la  suiTante. 
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(lével()|>|H>iiient  la  solution  générale  dece  |irul>lèmr 
élémentaire,  parce  qu'elle  me  semble  <>min«m- 
Mient  a|ile,  sous  le  rapport  de  la  méthode,  vu  l'ex- 
trême simplicité  des  considérations  analytiques 
cori'es|>oiidantes,  à  flaire  saisir  le  véritable  esprit 
de  la  géométrie  analytique,  c'est>à-dire  la  cnrré- 
laiioi)  nécessaire  et  continue  entre  le  point  de 
vue  concret  et  le  point  de  vue  abstrait. 

Four  résoudre  complètement  cette  question, 
il  faut  distinguer  deux  cas,  suivant  que  la  courbe 
proposée  estdéfinieanalytiquement  par  son  équa- 
tion ta  plus  générale,  c'est-à-dire  convenant  i 
(mites  1rs  positions  de  la  courbe  relativement  anr 
axes,  ou  par  une  équation  particulière  et  plus 
smiple,  qui  n'a  lieu  que  dans  une  certaine  situa- 
lion  de  la  courbe  à  r^;ard  des  axes. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  évident  que  la 
condition,  de  la  part  de  la  courbe,  de  devoir  pas- 
ser par  un  point  donné,  équivaut  analyti- 
quement  à  ce  que  les  constantes  arbitraires  que 
renferme  son  équation  générale  conservent  entre 
elles  la  relation  marquée  par  la  substitution  des 
coordonnées  particulières  de  ce  point  dans  cette 
équation.  Chaque  point  donné  imposant  ainsi  k 
ces  constantes  une  certaine  condition  algébrique. 
pour  que  la  courbe  soit  entièrement  déterminée 
il  faudra  tlonc  assigner  un  nombre  de  points 
v^:i\  DU  nombre  <les  constantes  arbitraires  conte- 
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nues  dans  son  équation.  Telle  est  la  règle  géné- 
rale.  Il  convient  cependant  d'observer  qu'elle 
pourrait  induire  en  erreur,  et  indiquer  un  nom- 
bre de  points  trop  considérable,  si,  dans  l'équa- 
tion proposée,  le  nombre  des  termes  distincts  ren- 
fermant les  constantes  arbitraires  était  moindre 
que  celui  de  ces  constanteSr  auquel  cas  il  faudrait 
évidemment  juger  du  nombre  de  points  nécessaire 
à  l'entière  détermination  de  la  courbe,  seulement 
par  celui  de  ces  termes,  ce  qui  signifierait  géomé- 
triquement que  les  constantes  considérées  pour- 
raient alors  éprouver  certains  changemens  sans 
qu'il  en  résultât  aucun  pour  la  courbe.  Tel  serait, 
par  exemple,  le  cas  du  cercle,  si  on  le  définis- 
sait comme  la  courbe  décrite  par  le  sommet  d  un 
angle  de  grandeur  invariable  qui  se  meut  de  ma- 
nière à  ce  que  chacun  de  ses  côtés  passe  toujours 
par  un  certain  point  fixe.  Il  faut  donc,  pour  plus 
de  généralité,  compter  séparément  le  nombre 
des  constantes  entrant  dans  Téquationde  la  courbe 
proposée  et  le  nombre  des  termes  qui  les  con- 
tiennent, et  déterminer  combien  de  points  exige 
l'entière  spécification  de  la  courbe  par  le  plus 
petit  de  ces  deux  nombres,  à  moins  qu'ils  ne 
soient  égaux. 

Quand  une  courbe  n'est  primitivement  définie 
que  par  une  équation  du  genre  de  celles  que  nous 
avons  nommées  plus  haut  particulières j  on  peut, 
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à  l'aide  d'une  transformation  invariable  et  fort 
simple,  faire  rentrer  ce  cas  dans  le  précédent, 
en  généralisant  convenablement  T équation  pro- 
posée.  Il  suffît,  pour  cela,  de  rapporter  la  courbe, 
d' après  1  es  formules  connues,  à  un  nouveau  système 
d'axes,  dont  la  situation  par  rapport  aux  premiers 
soit  regardée  comme  indéterminée.  Si  cette  trans* 
formation  ne  change  pas  essentiellement  la  com- 
position analytique  de  Téquatîon  primitive,  ce 
sera  la  preuve  que  celle-ci  était  déjà  suffisam- 
ment générale;  dans  le  cas  contraire,  elle  lésera 
devenue,  et  dès  lors  la  question  se  résoudra  fa- 
cilement par  l'application  de  la  règle  précédem- 
ment établie.  On  peut  même  observer,  pour  sim- 
plifier encore  davantage  cette  solution,  que  cette 
généralisation  de  l'équation  introduira  toujours, 
quelleque  soit  l'équation  primitive,  troisnouvelles 
constantes  arbitraires,  savoir  les  deux  coordon- 
nées de  la  nouvelle  origine  et  l'inclinaison  des 
nouveaux  axes  sur  les  anciens;  en  sorte  que,  sans 
effectuer  le  calcul,  on  pourra  connaître  le  nom- 
bre des  constantes  arbitraires  qui  entreraient  dans 
Téquation  la  plus  générale,  et  par  suite  en  dé- 
duire directement  le  nombre  de  points  nécessaire 
à  la  détermination  de  la  courbe  proposée,  toutes 
les  fois  du  moins  qu'on  pourra  être  certain  d'a- 
vance, ce  qui  a  lieu  très-fn^^uemment,  que  le 
nombre  (l<*s  termc^s  qui  conli<'ïM«lraier)t  cos  con- 
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statues  ne  serait  pas  moindre  que  celui  des  con- 
stantes elles-mêmes. 

Afin  de  montrer  à  quel  degré  de  facilité  peut 
parvenir  la  solution  générale  de  cette  question  j 
il  importe  de  remarquer  que,  l'opération  analyti- 
que prescrite  pour  la  résoudre  se  réduisant  à  une 
simple  énumération,  cette  énumération  peut  être 
faite  avant  même  que  Téquation  de  la  courbe  soit 
obtenue,  et  d'après  sa  seule  définition  géométri- 
que. Il  suffit,  en  effet,  d'analyser  cette  définition 
sous  ce  point  de  vue,  en  estimant  combien  de  points 
donnés,  ou  de  droites  données  soit  en  longueur, 
soit  en  direction,  ou  de  cercles  donnés,  etc. ,  elle 
exige  pour  l'entière  détermination  de  la  courbe 
proposée.  Cela  posé,  on  saura  aussi  d'avance  com- 
bien il  devra  entrer  de  constantes  arbitraires  dans 
l'équation  la  plus  générale  de  cette  courbe ,  en 
considérant  que  chaque  point  fixe  donné  par  la 
définition  en  introduira  deux,  chaque  droite  don- 
née également  deux,  chaque  longueurdonnée  une, 
chaque  cercle  entièrement  donné  trois,  etc.  On 
pourra  doncjugerimmédiatementparlàdu  nombre 
de  points  qu'exige  la  détermination  de  la  courbe , 
avec  autant  d'exactitude  que  si  Ton  avait  sous 
les  yeux  son  équation  générale  ;  à  cela  près  néan- 
moins de  la  restriction  indiquée  ci-dessus  pour  le 
rasoii  le  nombre  des  termes  renfermant  les  consta  n  • 
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tes  arbitraires  wrait  inférieur  à  celui  des  constan- 
tes; restriction  qu'on  pourra  souvantreconDattre 
comme  inapplicable,  n  l'analyse  de  la  d^niti<m 
proposée  a  montré  clairement  que  les  donaées 
qu'elle  prescrit  ne  pourraient  nullement  Tariar, 
soit  isolément,  soit  ensemble  >  sans  qu'il  en  ré- 
sultat pour  la  courbe  un  changeroeniquelconque. 
Mais,  lorsque  cette  restriction  devra  être  réelle- 
ment appliquée  f  cette  considération  ne  foumira 
d'abord  qu'une  limite  supérieuredn  nonrfire  cboR- 
ché,  qui  ne  pourra  être  alors  entièrement  eoian 
qu'en  ccmsultant  effectiTement  l'équation  gé- 
nérale. 

3' ai  supposé  jusqu'ici  que  les  points  par  les- 
quels on  veut  déterminer  le  cours  d'un«  ligne 
dissent  absolument  «pielconques;  mais,  pour 
compléter  la  méthode,  il  £aut  examiner  le  cas 
où  l'on  introduirait  parmi  eux  des  points  sinffè- 
tiers f  c'est-à-dire  distincts  de  tous  les  autres  par 
tuiepropriétécaractéristiquequdcoiique,  conune 
ce  que  l'on  nomme  Injojrers  dans,  les  sections 
coniques,  les  sommets,  les  centres,  les  points 
diinfiexion  ou  de  rebroussement,  etc.  Ces  points 
ayant  tous  pour  caractère  d'être  unicpies,  ou  du 
moins  déterminés,  dans  une  même  courbe,  leurs 
deux  coordonnées  sont  donc  chacune  une  fonc- 
tion déterminée,  connue  ou  inconnue,  des  con- 
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stantes  qui  spécifient  exactement  la  courbe  pro- 
posée. Ainsi,  donner  un  seul  de  ces  points,  c'est 
imposer  à  ces  constantes  arbitraires  deux  condi- 
tions algébriques,  ce  qui,  par  conséquent,  équi- 
vaut analytiquement  à  donner  deux  points  ordi- 
naires. La  règle  générale  et  fort  simple  se  réduit 
donc,  à  cet  égard,  à  compter  toujours  pour  deux 
chaque  point  singulier,  par  quelque  propriété 
qu'il  puisse  être  défini  ;  à  cela  près,  on  rentrera 
dans  la  loi  établie  ci-dessus. 

Toute  application  spéciale  de  la  théorie  géné- 
rale que  je  viens  d'indiquer  serait  ici  déplacée. 
Je  crois  cependant  utile  de  remarquer ,  au  sujet 
de  cette  application,  que  le  nombre  de  points 
nécessaires  à  l'entière  détermination  de  chaque 
courbe,  quoique  constituant  une  circonstance 
fort  importante,  n'est  point  aussi  intimement 
lié  qu^on  le  croirait  d'abord,  soit  à  la  nature 
analytique  de  l'équation,  soit  à  la  forme  géomé- 
trique de  la  ligne.  Ainsi,  par  exemple,  on  trouve , 
d'après  la  méthode  précédente,  que  la  parabole 
ordinaire,  et  même  les  paraboles  de  tous  les  de- 
grés, la  logarithmique,  la  cycloïde,  la  spirale 
d'Archimède,  etc. ,  exigent  également  quatre 
points  pour  leur  détermination,  quoiqu'on  n'ait 
pu  découvrir  jusqu'ici  aucune  autre  propriété 
rommune  entre  des  cour])es  aussi  différentes  sons 


\ 
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le  rapport  ualTtiqne  que  loiis  le  ^gïport  gèona^ 
trique.  Il  est  néuunoina  TndBemblable  que  cette 
analogie  ne  doit  pas  être  entièninent  Isolée. 

Je  dioisirai,  comine  second  exemple  intéw»: 
sant,  parmi  lei  queslkma  élémentaires  relatitM 
k  YétadlB  générale  des  lignes,  la  détemiluatiMi 
des  centrât  dans  une  couii>e  f^ne  qneÉeoBcpte; 
Le  earaolèra  géométriqm  da  ceirtm  (f  me  figûé 
étant,  en  généra^  d'être  le  mllîMi  de  tnotat'lÉl 
cordea  qui  y  passent,  â  en  résoltt  érîdemuéRt 
que,  si  t'imyplace  l'origine  da  tfilènie  dos  iMi^ 
données  rectilignes,  les  points  de  la  i^iure  atuMIl^ 
deux  i  deux,  par  rapport  à  ane  telle  firigine,  des 
coordonnées  égaleset  de  s^;ne  c^Mraire.  On  peat 
donc  reconnaître  immédiatement,  d'après  l'éqn*- 
Uon  d'une  courbe  quelconque,  si  ^e  a  ponr  cen- 
tre l'origine  actuelle  des  coordonnées,  puisqu'il 
suffit  d'examiner  si  œtte  équation  n'es't  point  al- 
térée, en  y  changeant  à  ht  fois  les  signes  des  den^ 
ooordmnées  variables,  ce  qui  exige,  dans  le  cas 
où  il  n'y  entre  que  des  fonctions  algébriques,  ra- 
tionnelles et  entières,  qne  les  termes  soient  tous 
de  d«gré^  pair  ou  tous  de  d^^  impair,  suivant 
ledf^ré  de  l'équation.  Cela  posé,  quand  un  tel 
changement  trouble  l'équation,  il  fiiut  déplacer 
l'origine  d'une  manière  indéterminée,  et  cher- 
cher à  disposer  des  deux  constantes  arbitraires 
que  cette  transformation  introduit  dans  l'équa- 
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tion  pour  les  i|ûordonnées  de  la  iiouveUe  origine . 
de  façon  à  ce  que  l'équation  puisse  jouir,  relali- 
veulent  aux  nouveaux  axes,  de  la  propriété  pré- 
cédente. Si,  par  des  valeurs  réelles  convenables 
des  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  j  on  peut 
faire  disparaître  tous  les  termes  qui  empêchaient 
Téquation  de  présenter  ce  caractère  analytique, 
la  courbe  aura  un  centre  dont  ces  valeurs  feront 
connaître  la  position:  dans  le  cas  contraire,  il 
sera  constaté  que  la  courbe  n'a  pas  de  centre. 

Parmi  les  questions  de  géométrie  générale  à 
deux  dimensions  dont  la  solution  complète  ne 
dépend  que  de  l'analyse  ordinaire ,  je  crois  de- 
voir encore  indiquer  ici  celle  qui  se  rapporte  à  la 
détermination  des  conditions  de  la  similitude 
entre  des  courbes  quelconques  d'un  même  genre. 
c'est-à-dire  susceptibles  d'une  même  définition 
ou  équation^  qui  ne  les  distingue  les  unes  des  au- 
tres que  par  les  diverses  valeurs  de  certaines 
constantes  arbitraires  relatives  à  la  grandeur  de 
chacune  d'elles.  Cette  question,  importante  en 
elle-même,  a  d'autant  plus  d'intéi*êt  sous  le  rap- 
port de  la  méthode,  que  le  phénomène  géométri- 
que qu'il  s'agit  alors  de  caractériser  analytique - 
ment,  est  évidemment  purement  relatif  à  la 
forme,  et  nullement  un  phénomène  de  situation , 
ce  qui,  comme  nous  l'avons  remarqué  dans  la 
leçon  précédente,. donne  toujours  lieu  a  des  dif-* 
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ficiiltés  spéciales  par  rapport  à  notre  système  de 
géométrie  analytique,  où  les  idées  de  position 
sont  seules  directement  considérées. 

LVmploi  de  Tanalyse  différentielle  fournirait 
immédiatement  la  solution  de  ce  problème  géné- 
ral, en  étendant  aux  courbes,  comme  il  convient, 
la  définition  élémentaire  de  la  similitude  pour  les 
figures  rectilignes.  Il  suffirait,  en  effet,  i''  de  cal- 
culer, d'après  l'équation  de  chacune  des  deux 
courbes,  l'angle  de  co/i/mge/tce  en  un  point  quel- 
conque, et  d'exprimer  que  cet  angle  a  la  même 
valeur  dans  les  deux  courbes  pour  des  points  cor- 
respondans  ;  i^  d'après  l'expression  différentielle 
générale  de  la  longueur  d'un  élément  infiniment 
petit  de  chaque  courbe ,  d'exprimer  que  les  élé- 
mens  homologues  des  deux  courbes  sont  entre 
eux  dans  un  rapport  constant.  I^es  conditions 
analytiques  de  la  similitude  se  trouveraient  ainsi 
dépendre  des  deux  premières  fonctions  dérivées 
de  l'ordonnée  rapportée  à  l'abcisse.  Mais  le  pro- 
blème peut  être  résolu  d'une  manière  beaucoup 
plus  simple,  et  néanmoins  tout  aussi  générale, 
quoique  moins  directe,  par  le  simple  usage  de 
l'analyse  ordinaire. 

Pour  cela,  il  faut  d'abord  remarquer  une 
pro[)riété  élémentaire  que  peuvent  toujours  pré- 
senter deux  figures  semblables  de  forme  quelcon- 
que, quand  elles  sont  placées  dans  une  situation 
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parallèle j  c'est-à-dire,  de  telle  façon  que  tous 
les  éléments  de  chacune  soient  respectÎYement 
parallèles  aux  élémens  homologues  de  l'autre,  œ 
que  la  similitude  permet  évidemment  de  &ire 
constamment.  Dans  cette  situation,  il  est  aisé  de 
voir  que,  si  on  joint  deux  à  deux  par  des  droites 
les  points  homol(^es  des  deux  âgures,  toutes 
ces  lignes  de  jonction  concourront  nécessaire- 
ment en  un  point  unique,  à  partir  duquel  leurs 
longueurs,  comptées  jusqu'à  l'une  et  à  l'autre  des 
deux  figures  semblables,  auront  entre  elles  un 
rapport  constant,  égal  à  celui  des  deux  figures. 
Il  résulte  immédiatement  de  cette  propriété, 
considérée  sous  le  point  de  vue  analytique  ^  que, 
si  l'origine  des  coordonnées  rectilignes  est  sup- 
posée placée  au  point  particulier  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  les  points  homologues  des  deux 
courbes  semblables  auront  des  coordonnées  con- 
stamment proportionnelles,  en  sorte  que  l'équa- 
tion de  la  première  courbe  devra  rentrer  dans 
celle  de  la  seconde,  en  y  changeant  :r  en  m x,  et 
jr  et  mjTj  m  étant  une  constante  arbitraire  ^le 
au  rapport  linéaire  des  deux  figures.  Avec  des 
coordonnées  polaires  z  et  9,  dont  le  pôle  serait 
placé  au  même  point,  les  deux  équations  devien- 
draient identiques  en  changeant  seulement  z  en 
mz  dans  l'une  d'elles,  sans  changer  9.  La  vérifi- 
cation d'un  tel  caractère  algébrique  suffira  donc 
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ùviilËmiiieiit  pour  constater  ta  similitude.  Mais, 
de  sa  non-vérification,  il  est  clair  qu'on  ne  devra 
point  conclure  immédiatement  la  dissimilitude 
des  deux  courbes  comparées,  puisque  l'origine 
ou  le  pôle  pourraient  n'être  pas  placés  au  point 
unique  pour  lequel  cette  relation  a  lieu,  ou 
même  que  les  deux  courbes  pourraient  n'être  pas 
posées  actuellement  dans  la  situation  parallèle. 
11  est  néanmoins  facile  de  généraliser  et  de  com- 
pléter la  méthode  sous  l'un  et  l'autre  de  ces  deux 
rapports,  quoiqu'il  semble  d'abord  impossil^e 
analytiquement  de  modifier  la  situation  relative 
de  deux  courbes.  Il  suffira  pour  cela  de  changer, 
à  l'aide  des  formules  connues,  à  la  fois  l'origine 
et  la  direction  des  axes  si  les  coordonnées  sont 
rectilignes,  ou  le  pôle  et  la  direction  de  l'axe  si 
elles  sont  polaires,  mais  en  effectuant  cette  trans- 
formation seulement  dans  l'une  des  deux  équa- 
tions. On  cherchera  alors  à  disposer  des  trois 
constantes  arbitraires  introduites  par  là,  pour 
que  cette  équation  ainsi  modifiée  présente,  rela- 
tivement k  l'autre,  la  propriété  analytique  indi- 
quée. Si  cette  relation  peut  avoir  lieu  d'après 
certaines  valeurs  réelles  des  constantes  arbitrai- 
res, les  deux  courbes  seront  semblables  ;  sinon , 
leur  dissimilitude  sera  constatée. 

Quoiqu'il  ne  convienne  point  de  considérer 
ici  aucune  application  spéciale  do  la  théorie  pré- 
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cédeiile,  je  crois  cependant  utile  (riniliquerà  ce 
sujet  une  remarque  générale.  Elle  consiste  en  ce 
que,  toutes  les  fois  que  Téquation  d'une  courbe , 
simplifiée  le  plus  possible  par  la  disposition  des 
axes,  ne  renfermera  qu'une  seule  constante  arbi- 
traire, toutes  les  courbes  de  ce  genre  seront  né- 
cessairement semblables  entre  elles.  On  peut  aug- 
menter l'utilité  de  cette  observation,  en  ce  que, 
sans  considérer  même  l'équation  de  la  courbe , 
il  suffira  d'examiner,  dans  ce  cas,  si  sa  défini- 
tion géométrique  primitive  ne  fait  dépendre  que 
d'une  seule  donnée  l'entière  détermination  de  sa 
grandeur  (i).  Quand,  au  contraire,  l'équation  la 
plus  simple  de  la  courbe  proposée  contiendra 
deux  constantes  arbitraires  ou  davantage,  ou,  ce 
qui  est  exactement  équivalent,  lorsque  la  défini- 
tion fera  dépendre  sa  grandeur  de  plusieurs  don- 
nées distinctes,  les  courbes  de  ce  genre  ne  pour- 
ront être  semblables  qu'à  l'aide  de  certaines 
relations  entre  ces  constantes  ou  ces  données ,  qui 
consisteront  ordinairement  dans  leur  proportion- 
nalité.  C'est  ainsi  que  toutes  les  paraboles  d'un 
même  degré,  d'ailleurs  quelconque,  sont  sem- 

(i)  Cette  propriété,  qui  est  une  conséquence  évidente  de  la 
théorie  indiquée  ci-dessus,  pourrait  d'ailleurs  être  établie  direc- 
tement par  unn  considération  l'on  simple.  Il  sufTirait  de  remar- 
quer que,  dans  ce  cas,  les  diverses  courbes  de  ce  genre  pourraient 
coïncider  en  les  construisant  sur  une  échelle  différente,  d*uù  rt'. 
suite  cloirement  leur  limilitudo  nccestaire. 
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Mableseiitrtt  elles,  aussi  bien  que  toutes  les  loga- 
rithmiques, toutes  les  cycloïdes  ordinaires,  tous 
Urs  cercles,  etc.;  tandis  que  deux  ellipses  ou  deux 
hyperboles,  par  exemple,  ne  !>ont  semblables 
qu'autant  que  leurs  axes  sont  proportionnels. 

Je  me  bonie  a  ce  petit  nombre  de  questions 
générales  relatives  ans  lignes,  parmi  celles  dont 
la  solution  complète  dépend  seulement  de  l' ana- 
lyse ordinaire.  On  n'y  doit  pas  comprendre  la 
détermination  de  ce  qu'on  appelle  \9sJ0jrers,  la 
recherche  des  diamètres,  etc.,  et  plusieurs  an- 
tres problèmes  de  ce  genre,  qui,  bien  que  suscep- 
tibles d'être  proposés  et  résolus  pour  des  courbes 
quelconques,  n'ont  de  véritable  intérêt  qu'à  l'é- 
gard des  sections  coniques.  Relativement  aux 
diamètres,  par  exemple,  c'est-à-dire  aux' lieux 
géométriques  des  milieux  d'un  système  quelcon- 
que de  cordes  parallèles,  il  est  aisé  de  former 
une  méthode  générale  pour  déduire  de  l'équa- 
tion d'une  courbe  l'équation  commune  de  tous  ses 
diamètres.  Mais  une  telle  considération  ne  peut 
faciliter  l'étude  d'une  courbe  qu'autant  que  les 
diamètres  se  trouvent  être  des  lignes  plus  simples 
etplusconnuesque  la  courbe  primitive;  et  même 
cette  recherche  n'a  vraiment  une  grande  utilité 
que  lorsque  tous  les  diamètres  sont  des  lignes 
droites.  Or,  c'est  ce  qui  n'a  lieu  que  dans  les 
courbes  du  second  degré.  Pour  toutes  les  autres, 
roMK   I.  55 
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les  diamètres  sont,  en  général .  des  courlvos  aussi 
peu  connues  et  souvent  même  d'une  étude  plus 
difficile  que  la  courbe  proposée.  C'est  pourquoi 
je  ne  dois  point  ici  considérer  une  telle  question, 
ni  aucune  autre  semblable,  quoique,  dans  les 
traités  spéciaux  de  géométrie  analytique,  il  con- 
vint d'ailleurs  de  les  présenter  d'abord ,  autant 
que  possible ,  sous  un  point  de  vue  entièrement 
général . 

Je  passe  donc  immédiatement  à  l'examen  dos 
théories  de  géométrie  générale  à  deux  dimensions 
qui  ne  peuvent  être  complètement  établies  qu'à 
l'aide  de  l'analyse  transcendante. 

La  première  et  la  plus  simple  d'entre  elles 
consiste  dans  la  détermination  des  tangentes  aux 
courbes  planes.  Ayant  eu  occasion,  dans  la  sixième 
leçon ,  d'indiquer  la  solution  générale  de  cet  im- 
portant problème,  d'après  chacun  des  divers 
points  de  vue  fondamentaux  propres  à  l'analyse 
transcendante,  il  est  inutile  d'y  revenir  ici  Je 
ferai  seulement  observer  à  ce  sujet  que  la  ques- 
tion fondamentale  ainsi  considérée  suppose  connu 
le  point  de  contact  de  la  droite  avec  la  courbe, 
tandis  que  la  tangente  peut  être  déterminée  par 
plusieurs  autres  conditions,  quMl  faut  alors  faire 
rentrer  dans  la  précédente ,  en  déterminant  préa- 
lablement les  coordonnées  du  point  de  contact, 
ce  qui*^  est  ordinairement  très-facile.  Ainsi ,  par 
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exemple,  si  la  tangente  est  assujétie  à  passer  par 
un  point  donné  extérieur  à  la  courbe,  les  coor- 
données  de  ce  point  devant  satisfaire  à  la  for- 
mule générale  de  Téquation  de  la  tangente  à  cette 
courbe,  formule  qui  contient  les  coordonnées 
inconnues  du  point  de  contact,  ce  dernier  point 
sera  déterminé  par  une  telle  relation  combinée 
avec  l'équation  dr  la  courbe  proposée.  De  même, 
si  la  tangente  cherchée  doit  être  parallèle  à  une 
droite  donnée,  il  faudra  égaler  le  coefficient 
général  qui  marque  sa  direction  en  fonction 
des  coordonnées  du  point  de  contact  à  celui 
qui  détermine  celle  de  la  droite  donnée,  et  la 
combinaison  de  cette  condition  avec  l'équation 
de  la  courbe  fera  encore  connaître  ces  coordon- 
nées. 

Afin  de  considérer  sous  un  point  de  vue  plus 
('tendu  les  problèmes  relatifs  aux  tangentes,  il 
|)eiit  être  utile  d'exprimer  distinctement  la  rela- 
tion qui  doit  exister  entre  lesdeux  constantes  ar- 
bitraires contenues  dansl' équation  générale  d'une 
ligne  droite  et  les  diverses  constantes  propres  à 
une  courbeqnelconque  donnée,  pourqueladroite 
soit  tangente  à  la  courbe.  A.  cet  effet,  il  suffit  d'ob- 
server que  les  deux  constantes  par  lesquelles  se 
trouve  fixée  à  chaque  instant  la  position  de  la 
tangente  étant  des  fonctions  connues  des  coor 
données  du  (loinl  de  contact,  l'élimination  de 
33. 
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ces  lieux  coordonnées  entre  ces  deux  formules  et 
Téquation  de  la  courbe  proposée  fournira  une 
relation  indépendante  du  point  de  contact  et  con- 
tenant seulement  les  constantes  des  deux  lignes, 
qui  sera  le  caractère  analytique  cherché  du  phé- 
nomène d'un  contact  indéterminé.  On  se  servi- 
rait,  par  exemple,  de  telles  expressions  pour  dé- 
terminer une  tangente  commune  à  deux  courbes 
données,  en  calculant  les  deux  constantes  propres 
à  cette  droite  d'après  les  deux  relations  qu'en- 
traînerait ainsi  son  contact  avec  Tune  et  l'autre 
courbe. 

La  question  fondamentale  des  tangentes  est  le 
point  de  départ  de  plusieurs  autres  recherchas 
générales  plus  ou  moins  importantes  relativement 
aux  courbes,  qu'il  est  aisé  d'en  faire  dépendre.  La 
plus  directe  et  la  plus  simple  de  ces  questions  se- 
condaires consiste  dans  la  détermination  des 
asymptotes  ^  ou  du  moins  des  asymptotes  recti- 
lignes ,  les  seules ,  en  général ,  qu'il  soit  intéres- 
sant de  connaître,  parce  qu'elles  seules  contri- 
buent réellement  à  faciliter  l'étude  d'une  courbe. 
On  sait  que  V asymptote  est  une  droite  qui  s'ap- 
proche indéfiniment  et  d^aussi  près  qu'on  veut 
d'une  courbe,  sans  cependant  pouvoir  jamais  l'at- 
teindre rigoureusement.  Elle  j)eut  donc  être  envi- 
sagée comme  une  tangente  dont  le  point  de  contact 
s'éloigne  à  l'infini.  Ainsi,  pour  la  déterminer,  il 
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sufliUli'Mi|)|>us('i'inKiiirsli'S('(H>r<l«)iiii('Tsdii  point 
de  c'oiitnrl  dniis  les  deux  fortiudcs  générales  qui 
vxpriuieiil.  d'nprès  l'équalioii  de  la  courbe,  eit 
l'oiiclîoii  de  ces  coordonnées,  les  deux  constantes 
par  leMpielles  est  Hxin?  ta  [>ositîoii  de  la  tangeiile. 
Si  ces  deux  constantes  prennent  alors  des  valeurs 
réelles  et  compatibles  entre  elles,  la  courbe  don- 
née aura  des  asymptotes  dont  un  tel  calcul  fer^ 
connaître  le  nombre  et  la  situation;  si  ces  valeurs 
sont  imaginaires  ou  incompatibles,  ce  sera  la 
preuve  que  la  courbe  prot>osée  n'a  {wint  d'asymii- 
rotes,  du  moins  reclilignes.  On  voit  que  celte  dé- 
termination est  exactement  analogue  à  celle  d'une 
tangente  memîe  par  un  point  de  la  courbe  doni 
les  coordonnées  seraient  finies.  Il  arrivera  seule- 
inenl,  dans  un  assez  grand  nombre  de  cas,  que 
les  deux  valeurs  cherchées  se  présenteront  sous 
une  Ibrme  indéterminée,  ce  qui  est  un  inconvé- 
nient général  des  fonnulei;  algébriques,  quoi- 
tpi'il  doive  sans  doute  avoir  lieu  plus  fréquem- 
ment en  attribuant  aux  variables  des  valeurs 
infinies.  Mais  on  sait  qu'il  «'xiste  une  méthode 
■nialvtique  géuérate  pour  estimer  la  vraie  valeur 
de  toute  expression  semblable;  il  suffira  donc 
..|n,-s  d'y  recmirir. 

Du  peut  rattachciaussi.quoiqued'iuienraitiére 
heaiicoiip  nmiiis  directe,  à  la  rhéone  des  langen- 
If's.    la    théorie   tout  l'nliére    des    divers    points 
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singuliers ,  dont  la  détermination  contribue  émi- 
nemment à  la  connaissance  de  toute  courbe  qui 
en  présente  y  comme  les  points  dC inflexion ,  les 
YKiints  multiples ,  les  points  de  rebmussementj  etc. 
Relativement  aux  points  A^ inflexion  j  par  exem- 
ple, c'est-à-dire  à  ceux  où  une  courbe  de 
concave  devient  convexe ,  ou  de  convexe  con- 
cave ,  il  faut  d'abord  examiner  le  caractère  analy- 
tique immédiatement  propre  à  la  concavité  ou  à 
la  convexité ,  ce  qui  dépend  de  la  manière  dont 
varie  la  direction  de  la  tangente.  Quand  la  courbe 
est  concave  vers  Taxe  des  abcisses  elle  £ait  avec 
lui  un  angle  de  plus  en  plus  petit  à  mesure  qu'elle 
s'en  éloigne;  au  contraire,  lorsqu'elle  est  con- 
vexe j  l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe  devient  de 
plus  en  plus  grand  en  s'en  écartant  davantage. 
On  peut  donc  directement  reconnaître ,  d'après 
l'équation  d'une  courbe,  le  sens  de  sa  courbure 
à  chaque  instant  :  il  suffit  d'examiner  si  le  coeffi- 
cient qui  marque  l'inclinaison  de  la  tangente, 
c'est-à-dire  la  fonction  dérivée  de  l'ordonnée, 
prend  des  valeurs  croissantes  ou  des  valeurs  dé- 
croissantes à  mesure  que  l'ordonnée  augmente  ; 
dans  le  premier  cas,  la  courbe  tourne  sa  con- 
vexité vers  l'axe  des  abcisses;  dans  le  second,  sa 
concavité.  Cela  posé,  s'il  y  a  inflexion  en  quel- 
que point,  c'est-à-dire  si  la  courbure  change 
de  sens,  il  est  clair  qu'en  ce  point  l'inclinaison 
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<lc  la  (unt;eii(e  sera  devenue  un  uuijciinuin  ou  uu 
minimum  y  suivant  qu'il  s'agira  du  passage  de  la 
convexité  à  la  concavité ,  ou  du  passage  inverse. 
Un  trouvera  donc  en  quels  points  ce  phénomène 
|>eut  avoir  lieu,  à  l'aide  de  la  théorie  ordinaire 
des  iiMxiina  et  minima  j  dont  l'application  à  cette 
recherche  apprendra  évidemment  que,  pour  Tab- 
cisse  du  point  d'inflexion  9  la  seconde  fonction 
dérivée  de  l'ordonnée  proposée  doit  être  ludle  f 
ce  qui  suffira  pour  déterminer  Texistence  et  la 
position  de  ce  point.  Cette  recherche  peut  ainsi 
être  rattachée  à  la  théorie  des  tangentes,  quoi- 
i|u'elle  soit  ordinairement  présentée  d'après  la 
théorie  du  cercle  osculateur.  11  en  serait  de  même, 
avec  plus  ou  moins  de  difficulté,  relaûvement  à 
tous  les  autres  points  singuliers. 

Vu  second  problème  fondamental  que  présente 
rétude  générale  des  courbes,  et  dont  la  solution 
complète  exige  un  emploi  plus  étendu  de  l'ana- 
lyse transcendante,  est  l'importante  question  de 
la  mesure  de  la  courbure  des  courbes  au  moyen 
<lu  cercle  osculateur  en  chaque  point,  dont  la 
découverte  suffirait  seule  pour  immortaliser  le 
nom  du  grand  Huyghens. 

Le  cercle  étant  la  seule  courbe  qui  présente 
<  n  tous  ses  points  une  courbure  uniforme,  d'ati* 
tant  plus  grande  d'ailleurs  que  le  rayon  est  plus 
pelil,  quand  les  géomt'lres  so  sont  proposé  de 
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soumettre  à  une  estimation  précise  la  courbure 
de  toute  autre  courbe  quelconque,  ils  ont  du 
naturellement  la  comparer  en  chaque  point  au 
cercle  qui  pouvait  avoir  avec  elle  le  plus  intime 
contact  possible,  et  qu'ils  ont  nommé,  pour  cette 
raison,  cercle  oscillateur^  afin  de  le  distinguer 
des  cercles  simplement  taiigenSj  qui  sont  en 
nombre  infini  au  même  point  de  courbe,  tandis 
que  le  cercle  osculateur  est  évidemment  unique. 
En  considérant  cette  question  sous  un  autre  as- 
pect, on  conçoit  que  la  courbure  d'une  courbe 
en  chaque  point  pourrait  aussi  être  estimée  par 
Fangle  plus  ou  moins  grand  de  deux  élémens 
consécutifs,  qu'on  appelle  angle  de  contingence. 
Mais,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  ces  deux  me- 
sures sont  nécessairement  équivalentes,  puisque 
le  centre  du  cercle  osculateur  sera  d'autant  plus 
éloigné  que  cet  angle  de  contingence  sera  phis 
obtus  :  on  voit  même,  sous  le  point  de  vue  ana- 
lytique ,  que  l'expression  du  rayon  de  ce  cercle 
fournit  immédiatement  la  valeur  de  cet  angle. 
D'après  cette  conformité  évidente  des  deux  points 
de  vue ,  les  géomètres  ont  dû  préférer  habituel- 
lement la  considération  du  cercle  osculateur , 
comme  plus  étendue  et  se  prêtant  mieux  à  la  dé- 
duction des  autres  théories  géométriques  qui  se 
rattachent  à  cette  conception  fondamentale. 
Cela  posé,  la  manière  la  plus  simple  et  la  plus 
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tlirecle  de  déterminer  le  cercle  osculatenr  con- 
siste à  l'envisager,  d'après  la  méthode  infînitési-  ' 
inale  proprement  dite,  comme  passant  par  trois 
points  infiniment  voisins  de  la  courbe  proposée, 
ou,  en  d'autres  tenues,  commeayantavecelledeux 
élémens  consécutifs  communs,  ce  qui  le  distin- 
gue nettement  de  tous  les  cercles  simplement  tan- 
gens  ,  avec  lesquels  la  courbe  n'a  qu'un  seul  élé- 
ment commun.  Il  résulte  de  cette  notion,  en  ayant 
égard  à  la  construction  nécessaire  pour  décrire  un 
cercle  passant  par  trois  points  donnés,  que  le  cen- 
tre du  cercle  osculateur,  ou  ce  qu'on  appelle  le 
centre  de  courbure  de  la  courbe  en  chaque  point, 
[>eut  être  regardé  comme  le  point  d'intersection 
de  deux  normales  in6niment  voisines,  en  sorte 
que  la  question  se  réduit  à  trouver  ce  dernier 
point.  Or,  cette  recherche  est  facile,  eu  formant, 
d'après  l'équation  générale  de  la  tangente  à  ime 
courbe  quelconque,  celle  de  la  normale  qui  lui 
est  perpendiculaire,  et  faisant  ensuite  varier  d'une 
quantité  infiniment  petite,  dans  cette  dernière 
équation,  les  coordonnées  du  point  de  contact. 
afin  de  passer  à  la  normale  infiniment  voisine  : 
la  détermination  de  la  solution  commune  à  ces 
deux  équations,  qui  sont  du  premier  degré  par 
rapport  aux  deux  coordonnées  du  point  d'inter- 
section, suffit  [Kiiir  faire  trouver  les  deux  for- 
mules  génér.iles  qui  t'xprmicnl  les  coordonnées  du 
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centre  de  courbure  d'une  courbe  en  un  |Hniit 
quelconque.  Ces  formules  une  fois  obtenues,  la 
recherche  du  rayon  de  courbure  n'offre  plus  au- 
cune difficulté  y  puisqu'elle  se  réduit  à  calculer 
la  distance  de  ce  centre  de  courbure  au  point  cor- 
respondant de  la  courbe.  En  appelant  a,  6,  les 
coordonnées  rectilignes  du  centre  de  courbure 
d'une  courbe  quelconque  en  un  point  dont  les 
coordonnées  sont  Xjjr^  et  nommant  rie  rayon 
de  courbure,  on  trouve  par  cette  méthode  les  for- 
mules connues  : 


fPy 

,    V        y  -r- 

<r 

dx^ 

dx' 

(• 

^  dx'l 

r=. 

dx' 

l)n  conçoit  de  quelle  importance  est  la  déter- 
mination du  rayon  de  courbure ,  et  combien  la 
discussion  de  la  manière  générale  dont  il  varie 
auxdifférens  pointsd'une  courbe,  doit  contribuer 
à  la  connaissance  approfondie  de  cette  courbe. 
Cet  élément  a  surtout  ceci  de  très-remarquable , 
entre  tous  les  autres  sujets  ordinaires  de  recher- 
ches dans  la  géométrie  analytique,  qu'il  se  rap- 
porte directement,  par  sa  nature,  à   la  forme 
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même  delà  courbe,  sans  dépendre  aucunement 
de  sa  position.  On  voit  que,  sous  le  rapport  ana- 
lytique, il  exige  la  considération  simultanée  des 
deux  premières  fonctions  dérivées  de  l'ordonnée. 
La  théorie  des  centres  de  courbure  conduit 
naturellement  à  l'importante  notion  des  desktop- 
pées ,  qui  sont  maintenant  définies  comme  étant 
les  lieux  géométriques  de  tous  les  centres  de 
courbure  de  chaque  courbe  en  ses  différens 
points,  quoique,  au  contraire,  dans  la  concep- 
tion primitive  de  cette  branche  de  la  géométrie , 
Huyghens  eût  déduit  l'idée  du  cercle  osculateur 
de  celle  de  la  développée ,  directement  envisagée 
comme  engendrant  par  son  développement  la 
courbe  primitive ,  ou  la  développante.  Il  est  aisé 
de  reconnaître  que  ces  deux  manières  de  voir 
rentrent  l'une  dans  l'autre.  Cette  développée  pré- 
sente évidemment,  par  quelque  mode  qu'on  l'ob- 
tienne, deux  propriétés  générales  et  nécessaires 
relativement  à  la  courbe  quelconque  dont  elle  dé- 
rive: la  première,  d'avoir  pour  tangentes  les 
normales  à  celle-ci;  et  la  seconde,  que  la  longueur 
(le  ses  arcs  soit  égale  à  celle  des  rayons  de  cour- 
bure correspondans  de  la  développante.  Quant 
au  moyen  d'obtenir  l'équation  de  la  développée 
«fune  courbe  donnée,  il  est  clair  qu'enlre  les 
<Ifux  formules  citées  ci-dessus  pour  exprimer  les 
<  oonlonnéesdu  centre  de  courbure ,  il  suffit  d'é- 
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lîmiiier,  dans  chaque  cas,  les  coortioiiiiées  jt\  t . 
du  point  correspondant  de  la  courbe  proposée,  à 
l'aide  de  l'équation  de  cette  courbe  :  réquatioii 
en  a,  S  qui  résultera  de  rélimination ,  sera  celle 
de  la  développée  demandée.  On  pourrait  égale- 
ment entreprendre  de  résoudre  la  question  in- 
verse, c'est-à-dire  de  trouver  la  développante  d'a- 
près la  développée.  Mais  il  faut  remarquer  qu'une 
élimination  analogue  à  la  précédente  ne  fourni- 
rait alors,  pour  la  courbe  cherchée,  qu'une  équa- 
tion contenant,  outre  jc  ot^-,  les  deux  fonctions 

dérivées  y?  7^;*- en  sorte  qu'après  celte  analyse 

préparatoire,  la  solution  complète  du  problème 
exigerait  encore  l'intégration  de  celte  équation 
différentielle  du  second  ordre,  ce  qui,  vu  l'ex- 
trême imperfection  du  calcul  intégral ,  serait  le 
plus  souvent  impossible ,  si,  par  la  nature  propre 
d'une  lelle  recherche,  la  courbe  demandée  ne 
devait  point,  comme  j'ai  eu  occasion  de  l'indiquer 
dans  la  septième  leçon,  être  représentée  par  la  so- 
lution singulière,  que  la  simple  différenliation 
peut  toujours  faire  obtenir,  l'intégrale  générale 
ne  désignanl  ici  que  le  syslème  des  cercles  oscu- 
lateurs,  dont  la  connaissance  n'est  point  l'objet 
de  la  question  proposée.  Il  en  serait  de  niém(* 
loutes  les  fois  qu'on  aurail  à  déterminer  une 
courbe  d'après  un<»  propriété  ({uelconqiie  de  son 
rayon  do  courbure.  Ol  ordre  «le  questions  est 


MATiit:;tiA'jiQiJ£s.  497 

t^x(ic'k>m<-iil  iiiialoguv  aux  problènius  ))1ut<  simples 
qui  constituent  ce  que,  dans  l'origine  de  Tana- 
lyse  transcendante,  on  appelait  la  Méthode  inverse 
des  tangeritesy  où  l'on  se  proposait  de  déterminer 
une  courbe  par  une  propriété  donnée  de  sa  tan- 
gente en  lin  point  quelconque. 

Par  (les  considérations  géométriques  plus  ou 
moins  compliquées,  analogues  à  celle  qui  fournit 
\es  développées,  les  géomètres  ont  déduit  d'une 
inémecourbeprimitivequelconquedivcrsesautres 
courbes  secondaires,  dont  les  ("quations  peuvent 
être  obtenues  d'aprèsdes  procédés  semblables.  I.es 
plus  remarquables  d'entreelles  sont  les  (rm.r/fVy»(7.s 
par  réflexion  ou  par  réfraction,  dont  la  pn^mière 
idée  est  due  à  Tsclûrnaiis,  quoique  Jacques  Ber- 
uouilli  en  ait  .seid  établi  la  véritable  théorie  géné- 
rale. C'#  sont,  comme  on  sait,  descourbes  fonm^s 
par  l'intersection  continuelledesrayonsde  Itimièiv 
inBninient  voisins  qu'on  supposerait  réfléchis  ou 
réfractés  par  la  courbe  primitive.  En  parlant  de 
la  loi  géométrique  de  la  réflexion  ou  de  la  réfrac- 
tion de  la  lumière,  consistant  en  ce  que  l'angle 
de  réflexion  est  égal  à  l'angle  d'incidence,  ou  en 
ce  que  le  sinus  de  l'angle  de  réfraction  est  un 
multiple  constant  et  connu  du  sinus  Ue  l'iiiigle 
d'incidence,  il  est  évident  que  la  recherche  de 
ces  caustiques  se  réduit  à  une  pure  question  de 
géométrie,  parfaitement  semblable  ;i  celle  des  dé- 
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veloppées,  conçues  connue  formées  par  l'intersec* 
tion  continuelle  des  normales  infiniment  voisi- 
nes. Le  problème  se  résoudra  donc  anaiytique- 
ment  en  suivant  une  marche  analogue,  au  sujet  de 
laquelle  toute  autre  indication  serait  ici  superflue. 
Le  calcul  sera  seulement  plus  laborieux,  surtout 
si  les  rayons  incidens  ne  sont  pas  supposés  paral- 
lèles entre  eux  ou  émanés  d'un  même  point. 

Les  développées,  les  caustiques,  et  toutes  les 
autres  lignes  déduites  d'une  même  courbe  princi- 
pale à  Taide  de  constructions  analogues,  sont  for- 
mées par  les  intersections  continuelles  de  droites 
infiniment  voisines  soumises  à  une  certaine  loi. 
Mais  on  peut  aussi,  en  généralisant  le  plus  possi- 
ble cette  considération  géométrique,  concevoir 
des  courbes  produites  par  l'intersection  conti- 
nuelle de  certaines  courbes  infiniment  voisines, 
assujéties  à  une  même  loi  quelconque.  Cette  loi 
consiste  ordinairement  en  ce  que  toutes  ces  cour- 
bes sont  représentées  par  une  équation  commune, 
d'ailleurs  quelconque,  d'où  elles  dérivent  succes- 
sivement en  donnant  diverses  valeurs  à  une  cer- 
taine constante  arbitraire.  On  peut  alors  se  pro* 
poser  de  trouver  le  lieu  géométrique  des  points 
d'intersection  de  ces  courbes  consécutives,  qui 
correspondent  â  des  valeurs  infiniment  rappro- 
chées de  cette  constante  arbitraire  conçues  comme 
variant  d'une  manière  continue.  I^eibnitz  a  ima- 
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giné  le  premier  les  recherches  de  cette  nature, 
qui  ont  ensuite  été  fort  étendues  par  Clairaiit  et 
surtout  par  Lagrange.  Pour  traiter  le  cas  le  plus 
simple,  celui  que  je  viens  de  caractériser  exacte- 
ment, il  suffît  éridemment  de  dififêrentier  l'équa- 
tion générale  proposée  par  rapport  à  la  constante 
arbitraire  que  l'on  considère,  et  d'éliminer  en- 
suite cette  constante  entre  cette  équation  diffé- 
rentielle  et  l'équation  primitive;  on  obtiendra 
ainsi,  entre  les  deux  coordonnées  variables,  une 
équation  indépendante  de  cette  constante,  qui 
sera  celle  de  la  courbe  cherchée,  dont  la  forme 
différera  souvent  beaucoup  de  celle  des  courbes 
génératrices.  Lagrangea  établi,  au  sujet  de  cette 
relation  géométrique,  un  important  théorème 
général,  en  montrant  que,  sous  le  point  de  vue 
analytique,  la  courbe  ainsi  obtenue  et  les  courbes 
génératrices  ont  nécessairement  une  même  équa- 
tion différentielle,  dont  l'intégrale  complète  re- 
présente le  système  des  courbes  génératrices,  tan- 
dis que  sa  solution  singulière  correspond  à  la 
courbe  des  intersections. 

]'ai  considéré  jusqu'ici  la  théorie  de  la  cour- 
bure des  courbes  suivant  l'esprit  de  la  méthode 
infînitésimale  proprement  dite,  qui  s'adapte  eu 
effet  bienplussimplement  qu' aucune  autreà  toute 
recherche  de  ce  genre.  La  conception  de  l^ngran- 
ge,  relativement  à  l'analyse  iranscendanle,  pn- 
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sentait  surtout,  par  sa  nature,  de  grandes  difli- 
cultes  spéciales  pour  Lt  solution  directe  d'une 
telle  question,  comme  je  l'ai  déjà  remarqué  dans 
la  sixième  leçon.  Mais  ces  difficultés  ont  si  heu- 
reusement excité  le  génie  de  Lagrange ,  qu'elles 
Tont  conduit  à  la  formation  de  la  théorie  géné- 
rale des  contacts,  dont  l'ancienne  théorie  du  cer- 
cle osculateur  se  trouve  n'être  plus  qu'un  cas 
particulier  fort  simple.  11  importe  au  but  de  cet 
ouvrage  déconsidérer  maintenant  cette  belle  con- 
ception, qui  est  peut-être,  sous  le  rapport  philo- 
sophique, Tobjet  le  plus  profondément  intéres- 
sant que  puisse  offrir  jusqu'ici  la  géométrie  ana- 
lytique. 

Comparons  une  courbe  quelconque  donnée 
r  =zf[x)  à  une  autre  courbe  variable  2  =  ç  {x), 
et  cherchons  à  nous  foruïer  une  idée  précise  des 
divers  degrés  d'intimité  qui  pourront  exister  en- 
tre ces  deux  courbes,  en  ini  point  commun,  sui- 
vant les  relations  qu'on  supposera  entre  la  fonc- 
tion 9  et  la  fonction  J,  Il  suffira  pour  cela  de 
considérer  la  dislance  verticale  des  deux  courbes 
en  un  autre  point  de  plus  en  plus  rapproché  du 
premier,  afin  de  la  rendre  successivement  la 
moindre  possible,  eu  égard  à  la  corrélation  des 
deux  fonctions.  Si  h  désigne  Taccroissement 
qu'éprouve l'abcisse en  passantà  ce  nouveaupoini, 
cette  distance,  qui  est  égale   i\  la  différence  des 
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(lcu!L  onk>aftëefi  coirespoiidaiiles ,  poorra  être  dé- 
veloppee  ,  d'a|)rè6  la  formule  de  Taylor ,  suivant 
les  [juissanc^es  ascendantes  de  h ,  et  aura  pour 
eXjvessioD  la  série  , 

+  (/'"  w  -  ?"'  i^))  ~i  +  elt. 

En  concevant,  ce  qui  est  évidemmcut  toujoui^i 
[tossible,  h  tellement  petit,  q^ue  le  premier  ternie 
de  cettt!  série  soit  supérieur  à  la  somme  de  tous 
les  autres,  il  est  clair  que  la  courbe  z  aura  avec 
1.1  courbe^  un  rappiochenrent  d'autant  plus  in- 
time, que  la  nature  de  la  fonction  variable  ^  per- 
metU'a  de  supprimer  un  plus  grand  nombre  de 
termes  dans  ce  développemeut,  àpartir  du  premier- 
Le  degré  d'intimité  des  deux  courbes  sera  donc 
exactement  apprécié ,  sous  le  point  de  vue  analy- 
tique ,  par  le  nombre  plus  ou  moins  grand  de 
fonctions  dérivées  successives  de  leurs  ordonnées 
qui  auront  la  même  valeur  au  point  que  l'on 
considère.  De  là,  l'importante  conception  géné- 
rale des  divers  ordres  de  contacti  plus  ou  moins 
parfaits,  dont  la  notion  du  cercle  osculaleur 
comparé  aui  cercles  simplement  tangcns  n'avait 
présente  jusqu'alors  qu'un  seul  exemple  particu- 
lier. Ainsi ,  après  la  simple  mterscction ,  le  pre- 
mier degré  de  rapprochement  entre  deux  courbes 
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a  lieu  quand  les  premières  dérivées  de  leurs  or-' 
doiïnëes  sont  égales  ;  c'^t  le  contact  du  premier 
ordre  y  ou  ce  qu'on  appelle  ordinairement  le 
simple  contact ,  parce  qu'il  a  été  long*temps  le 
seul  connu.  Le  contact  du  second  ordre  exige  de 
plus  que  les  secondes  dérivées  des  fonctions  y  et 
(p  soient  ^ales  :  en  y  joignant  encore  l'égalité  de 
leurs  troisièmes  dérivées^  on  constitue  un  contact 
du  troisième  ordre ,  et  ainsi  de  suite  à  l'inGni. 
Au  delà  du  premier  ordre  ,  les  contacts  portent 
souWnt  le  nom  à^osculations  dû  premier  ordre , 
du  second  ordre ,  etc. 

Les  contacts  du  premier  et  du  second  ordre 
peuvent  être  caractérisés  géométriquement  par 
une  observation  fort  simple ,  en  ce  qu'il  en  résulte 
évidemment  que  les  deux  courbes  comparées  ont 
au  point  commun ,  dans  un  cas ,  la  même  tan- 
gente ,  et ,  dans  l'autre ,  le  même  cercle  de  cour- 
bure, puisque  la  tangente  à  chaque  courbe  dé- 
pend de  la  première  dérivée  de  son  ordonnée ,  et 
le  cercle  de  courbure,  des  deux  premières  dérivées 
successives.  Mais  cette  considération  ne  convien- 
drait plus  au-delà  du  second  ordre  pour  déter- 
miner l'idée  géométrique  du  contact.  Lagrange 
s'est  borné ,  sous  ce  rapport ,  à  assigner  le  carac- 
tère général  qui  résulte  immédiatement  de  l'ana- 
lyse ci-dessus  indiquée,  et  qui  consiste  en  ce  que 
lorsque  la  courbe  z  est  déterminœ  de  manière  à 
avoir  avec  la  courbe  jr  un  contact  de  l'ordre  n^ 
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produit  analytiquement  pur  l'égalité  de  toutes  les 
fonctions  dérivées  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n , 
aucune  autre  courbe  z,  de  même  nature  que  la 
précédente  ,  mais  qui  ne  satisferait  qu'à  un  moin- 
dre nombre  de  conditions  analytiques,  et  qui,  par 
conséquent,  n'aurait  avec  la  courbe^  qu'un  cou- 
tact  moins  intime,  ne  pourrait  passer  entre  les 
deux  courbes ,  puisque  l'intervalle  de  celles-ci.  a 
reçu  la  plus  petite  valeur  dont  il  éiait  suscepti- 
ble d'après  luie  telle  relation  des  deux  équations. 
Lorsqu'on  a  particularisé  la  nature  de  la  courbu 
s  ainsi  comparée  à  une  courbe  quelconque  donnée 
y  y  l'ordre  du  contact  le  plus  intime  qu'elle  jMïUt 
avoir  avec  celle-ci  dépend  évidemment  du  nom- 
bre plus  ou  moins  grand  de  constantes  arbitraires 
que  renferme  son  équation  la  plus  générale,  un 
contact  de  l'ordre  n  exigeant  » -H  i  conditions 
analytiques,  qui  ne  sauraient  être  remplies  qu'a- 
vec un  pareil  nombre  de  constantes  disponibles. 
Par  conséquent, une  ligne  droite  ,  dont  l'équalion 
la  plus  générale  contient  seidement  deux  con- 
stantes arbitraires ,  ne  peut  avoir  avec  une  courbe 
quelconque  qu'un  contact  du  premier  ordre  : 
d'où  découle  la  théorie  ordinaire  des"  tangentes. 
L'équation  du  cercle  renfermant  ,  en  général, 
trois  constantes  arbitraires ,  le  cercle  peut  avoir 
avec  une  courbe  quelconque  un  contact  du  second 
ordre,  et  de  là  résulte,  comme  cas  particulier, 
;l'ancienne  théorie  du  cercle  osculateur,  Eu  con- 
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«idérant  une  parabole ,  comme  il  y  a  qaabre  can* 
stanies  arbitraires  dans  son  équation  la  plua  comr 
plète  et  la  plus  simple ,  e]lc  est  susceptible , 
comparée  h  toute  autre  courbe ,  d  un6  intîmilt 
plus  profonde ,  qui  peut  aller  j  usqu'au  eonlact  du 
troisième  ordre  :  de  même,  une  ellipse  compor* 
terait  un  contact  du  quatrième  ordre  ^  etc^ 

La  considération  précédente  est  propre  à  sag* 
gérer  une  interprétation  géométrique  de  cette 
théorie  générale  des  contacts,  qui  me  aembki 
destinée  k  compléter  le  travail  de  Lagrange ,  en 
assignant,  pour  définir  directement  les  divers 
ordres  de  contacts ,  un  caractère  concret  plus 
simple  et  plus  clair  que  celui  indiqué  par  La- 
grange. En  effet,  ce  nombre  plus  ou  moins  grand 
de  constantes  arbitraires  contenues  dans  uneéqua* 
tion  a  pour  signification  géométrique,  comme 
nous  lavons  établi  en  commençant  cette  leçon ^ 
le  nombre  des  points  nécessaires  à  l'entière  détsr- 
mination  de  la  courbe  correspondante,  lequd  se 
trouve  ainsi  marquer  ]e  degré  d'intensité  dont 
cette  courbe  est  susceptible  relativement  à  toute 
auti*e.  Or,  dun  autre  côté,  la  loi  analytique  qui 
exprime  ce  contact  par  l'égalité  d'un  pareil  nom- 
bre de  dérivées  successives  des  deux  ordonnées  » 
indique  évidemmentque  les  deux  courbes  ont  alors 
autant  de  points  infiniment  voisins  communs; 
puisque  ,  d'après  la  nature  des  différentielles»  il 
(tst  clair  que  la  différentielle  do  Tordre  ir  dépend 
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de  la  comparaison  de  n  -(~  <  urdonnées  consécu- 
tives. On  peut  donc  se  faire  directement  une  idée 
nette  des  divers  ordres  de  contacts,  en  disant 
qu'ils  consistent  dans  la  communauté  d'un  aom- 
bre  plus  ou  moins  grand  de  points  inBniment 
voisins  entre  les  deux  courbes.  En  termes  plus 
rigoureux,  on  déGnirnit,  par  exemple,  l'ellipse 
osoulatrice  au  troisième  ordre,  en  la  regardant 
comme  la  limite  vers  laquelle  tendraient  les  ellip- 
ses passant  par  cinq  points  de  la  courbe  proposée , 
â  mesure  que  quatre  de  ces  points  supposés  mo-  j 
biles  se  rapprocberaient  indéfiniment  du  cin- 
quième supposé  6xe. 

Cette  théorie  générale  des  contacts  est  évidem- 
ment propre,  par  sa  nature,  à  fournir  une  con- 
naissance de  plus  en  plus  profonde  de  la  cour- 
bure d'une  courbe  quelconque,  en  lui  comparant  ■ 
successivement  diverses  courbes  connues ,  suscep- 
tibles d'un  contact  de  plus  en  plus  iutimej  ce 
qui  permettait  de  rendre  aussi  exacte  qu'on  vou- 
drait la  mesure  de  la  courbure ,  en  cbangeant 
convenablement  le  terme  de  comparaison.  Ainsi,  ■ 
il  est  clair,  d'après  les  considérations  précédentes, 
que  l'assimilation  de  tout  arc  de  courbe  inHni- 
ment  petit  à  uu  arc  de  parabole,  en  ferait  con- 
naître la  courbure  avec  plus  de  précision  que  par 
l'emploi  du  cercle  osculateur,  et  la  comparaison 
avec  l'ellipse  procurerait  encore  plus  d'eiacli- 
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tude,etc.  ;  ensorteqa'Gn  deâtinant  cbaque^ 
primitif  à  approfondir  l'étude  du  type  sui 
oa  pourntil  perfecliouner  à  l'iafini  la  ihéoris 
coorbcs.  Mais  la  nècessilé  d'avoir  nnc  • 
sance  nette  et  fniiiilîére  do  la  courbe  aiim  f 
tée   comme    unitë  de  courbure,  dcteroa 
géomètres  à  renoncer  à  celte  liaule  perl^ 
spéculative,  pour  se  conlcnterj    en  réalitf 
comparer  toutes  les  courbes  au  cercle  seules 
en  vertu  de  l'uniformité  de  courbure,  prou 
I  caractéristique  du  cercle.   Aucune  autre  c 
en  efiet ,  ne  peut  être  regardée ,  sous  ce  rag 
comme  assez  simple  et  assez  connue  pourp 
être  utilement    employée,  quoique  l'on  n'îg 
plus  que  le   cercle  n'est  pas  l'unité  de  coud 
le  plus  convenable  abstraitement.  Lagrangéj 
donc  borné  définîtlvenient  à  déduire  de  s 
ception  générale  la  théorie  du  cercle  osculan 
ainsi  présentée  sous  un    point  de  vue  pui 
analytique.  Il  est  même  remarquable  que  deo 
seule  cunsidéralîou  il  ait  pu  conclure  avËo  J 
lîté  les  deux  propriétés  fondamentales  ci-d» 
indiquées    pour  les  développées ,  que  la  ! 
analyse  paraissait  d'abord  si  peu  propre  à  éta 

J'ai  cru  devoir  considérer  la  tbéorie  desM 
tacts  des  courbes  dans  sa  plus  grande  exletl| 
spéculative,  alind'en  faire  saisir  convenablû 
le  véritable  caractère.  Quoiqu'on  doive  la  r« 
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Bualement  à  la  seule  détermination  effective  do 

cercle  osculateur,  il  y  a  sans  doute,  sous  te  rap- 
port   pbilosopliiqiie,    une     profonde    différence 
eutie    concevoir    cette   dernière    considération, 
pour  ainsi    dire,  comme  le  dernier  terme   des._ 
efforts  de  Tesprit  |  humain  dans  l'étude  des  cour-l 
bes ,  ainsi  qu'on  le  faisait  avant  Lagrange,  et  n'y  i 
voir ,   au    contraire ,  qu'un  simple  cas  particu- 
lier d'une  tliéorîe  générale  très-élendue ,  à  l'ena- 

men  duquel  on  doit  habituellement  se  borner, 
eo  sachant  néanmoins  que  d'autres  comparaisons 
pourraient  perfectionner  davantage  la  doctrine 
géométrique. 

A  près  avoir  envisagé  les  principales  questions^ 
de  fçéométrie  générale  relatives  auT  propriétés  des 
courbes,  il  me  reste  à  signaler  celles  qui  se  rappor- 
tent aux  rectifications  et  aux  quadratures,dansles- 
quelles  consiste  proprement,  suivant  l'explication  i 
donnée  dans  la  dixième  leçon  ,1e  but  définitif  de  lai 
science  géométrique.  Maisayanteu  occasion  précé- 
demment (uq^'csla  6"*  leçon)  d'établir  les  formules 
générales  qui  expriment,  à  l'aide  de  certaines  in- 
tégndes,  la  longueur  et  faire  d'une  courbe  plane 
quelconque  dont  l'équation  rectilignecstdonnée, 
et  devant  d'ailleurs  m'interdire  ici  toute  applica- 
tion à  aucune  courbe  particulière,  celte  partie 
importante    du    sujet    se    trouve    suflisamment  , 

railée.  Je  me  bornerai  seulement  à  indiquer  Im'i 


I 
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formules  propres  à  déterminer  l'aire  el  le  volumi* 
des  corps  produits  par  la  révolutioa  des  courber 
places  autour  de  leurs  axes. 

Supposons,  comme  on  peut  évidemment  tou- 
jours le  faire,  que  l'axe  de  rotation  soit  pris  pour 
axe  des  abcisses  ;  et,  suivant  l'esprit  de  la  mé- 
thode infinitésimale  proprement  dite ,  la  seule 
bien  convenable  jusqu'ici  aux  recbercbes  de  cette 
nature,  concevons  que  l'abcisse  augmente  d'une 
quantité  infiniment  petite:  cet  accroissement  dé- 
terminera dans  l'arc  et  dans  l'aire  de  la  courbe 
des  augmentations  diSerentielles  analogues  qui, 
par  la  révolution  autour  de  l'ase,  engendreront 
les  éléments  de  la  surface  et  du  volume  vbercbés. 
11  est  aisé  de  voir  que,  eu  négligeant  seulement 
un  infiniment  petit  du  second  ordre  tout  au  plus, 
on  pourra  regarder  ces  éléments  comme  ^aux  à 
la  surface  et  au  volume  du  cylindre  correspon- 
dant, ayant  pour  hauteur  la  différentiel  le  de 
l'abcisse,  et  pour  rayon  de  sa  base  l'ordonnée 
du  point  considéré.  D'après  cela,  en  appelant  5 
et /^!a  Surface  et  le  volume  demandés,  les  plus 
simples  propositions  (le  la  géométrie  élémentaire 
fourniront  immédiatement  les  équations  diffé- 
reutielles  générales 

dS  s=  ^wydx,      dV  =  ^'dx. 
Ainsi,  lorsque  la  relation  entre,/ etar  seradoDoée 


■  'H^ns  chaque  cas  particulier,  les  valeurs  de  S  ei 
de  f  seront  crprimécs  par  les  deux  ioLegmlcs 


:.y;dx.     V  =  .Jfâ 


priées  entre  les  limite)  convenable».  Telli^s  soni 
les  formules  invariables  d'après  lesquelles,  depuis 
Ldbnitz ,  les  (^Oomètrcs  ont  résolu  un  grand  npm- 
bie  de  questions  de  ce  genre  ,  qiiand  les  ]^r<^rès 
du  calcul  inlégral  l'ont  permis. 

On  pourrait  aussi  comprendra  au  nombre  des 
l'CchergUes de  géométrie  générale  ù  deux  dimen- 
sions, l'importaute  détermination  des  centres  de 
gravité  des  arus  ou  des  aires  apparlenanl,  à  des 
courbes  quelconques,  quoique  cette  considéra* 
tion  ait  bon  origine  dans  la  mécanique  rationnelle, 
(^r,  en  définissant  le  centre  de  gravité  comme 
étant  le  centre  des  mojennes  distances,  c'esl-à- 
dire  un  point  dont  la  distance  à  un  plan  ou  à 
un  au  quelconque  est  la  moyenne  aritUmétique 
entre  les  distances  de  tous  les  points  du  corps  à 
ce  plan  ou  à  cet  a\e,  il  est  clair  que  cette  ques- 
tion devient  [luremeni  géoniétrique ,  et  peut  être 
traitée  sans  aucun  recours -à  la  mécanique.  Mais, 
malgré  une  telle  considération,  dont  nous  re- 
connaîtrons plus  tard  Tiniportance  pour  généra- 
liser suffisamment  et  avec  facilit  ■  la  notion  du 
«'entre   de   gravité ,    il  est  certain  ,  d'un  autre 
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côte  f  que  la  destination  essentielle  de  cette  re- 
cherche doit  continuer  à  la  faire  classer  plus 
convenablement  parmi  les  questions  de  mécani- 
que ;  quoique  »  par  sa  nature  propre  ^  et  aussi  par 
le  caractère  analytique  de  la  méthode  correspon* 
dante ,  elle  appartienne  réellement  à  la  géomé- 
trie ,  ce  qui  m'a  engagé  à  l'indiquer  ici  par  anti- 
cipation. 

Telles  sont  les  principales  questions  fonda- 
mentales dont  se  compose  le  système  actuel  de 
notre  géométrie  générale  à  deux  dimensions.  On 
Yoit  que ,  sous  le  rapport  analytique ,  elles  peu- 
vent être  nettement  distinguées  en  trois  classes  : 
la  première  »  comprenant  les  recherches  géomé- 
triques qui  dépendent  seulement  de  l'analyse  or- 
dinaire; la  seconde^  celles  dont  ]a  solution  exige 
l'emploi  du  calcul  différentiel  ;  la  troisième^  en- 
fin ,  celles  qui  ne  peuvent  être  résolues  qu'à  1  aid  e 
du  calcul  int^rat. 

Il  nous  reste  maintenant  à  considérer  sous  le 
même  aspect  y  dans  la  leçon  suivante ,  l'ensemble 
de  la  géométrie  générale  à  troi^  dimensions. 


o  ■■ 
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QUATORZIEME   LEÇON. 


SoMHAïKK.  De  la  fioméXnt  gritératf  à  trcni  dîmemioM. 

L'ëtude  des  surfaces  se  compose  d'une  suilé 
de  questions  générales  exactement  aDal(^es  à 
celles  indiquées  dans  la  leçon  précédente  par 
rapport  aux  lignes.  Il  est  inutile  de  considérer 
ici  distinctement  celles  qui  ne  dépendent  que  de 
l'analyse  ordinaire,  car  elles  se  résolvent  par  des 
méthodes  essentiellement  semblables;  soit  qu'il 
s'agisse  de  connaître  le  nombre  des  points  néces- 
saires à  l'entière  détermination  d'une  surface 
soit  qu'on  s'occupe  de  la  recherche  des  centreS; 
soit  qu'on  demande  les  conditions  précises  de  la 
similitude  eutredeux  surfaces  du  même  genre,  etc, 
n  n'j  a  d'autre  différence  analytique  que  d'en- 
visager des  équations  à  trois  variables  au  lieu  d'd- 
quations  à  deux  variables.  Je  passe  donc  immé- 
diatement aux  questions  qui  exigent  l'emploi  de 
l'analyse  transcendante,  en  insistant  seulement 
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sur  les  considérations  nouvelles  qu  elles  présen- 
tent relativement  aux  surfaces. 

La  première  théorie  générale  est  celle  des  plans 
tangens.  En  se  servant  de  la  méthode  infinitési- 
male proprement  dile^  on  peut  aisément  trouver 
l'équation  du  plan  qui  touche  une  surface  quel- 
conque eu  un  point  donné ,  et  qui  est  alors  défi- 
ni comme  coïncidant  avec  la  surface  dans  une 
étendue  infiniment  petite  tout  autour  du  point 
de  contact.  Il  suffit,  en  effets  de  considérer  que, 
afin  de  remplir  une  telle  condition,  Faccroisse- 
ment  infiniment  petit  reçu  par  l'ordonnée  verti- 
cale en  résultat  des  accroissemens  infiniment  pe- 
tits des  deux  coordonnées  horizontales  ,  doit  être 
le  même  pour  le  plan  que  pour  la  surface ,  et  ce- 
la indépendamment  d'aucune  relation  détermi- 
née entre  ces  deux  derniers  accroissemens,  sans 
quoi  la  coïncidence  n'aurait  pas  lieu  en  tout  sens. 
D'après  cette  idée,  l'analyse  donne  immédiate- 
ment l'équation  générale  : 

pour  celle  du  plan  tangent,  x' yf  z'^  daignant 
les  coordonnées  du  point  de  contact.  La  détermi- 
nation de  ce  plan  ,  dans  chaque  cas  particulier , 
se  trouve  ainsi  réduite  à  une  simple  différentia- 
tion  de  l'équation  de  la  surface  proposée» 
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On  peut  aussi  oLtcuir  ceUe  équation  générale 
du  plaa  tangent,  en  faisant  dépendre  sa  recher- 
che de  la  (ieule  théorie  des  tangentes  aux  courbes 
planes.  11  faut,  pour  cela,  considérer  ce  plan^ 
ainsi  qu'on  le  fait  liabitiiellement  en  géométrie 
descriptive,  comme  déterminé  par  les  tangentes 
A  deux,  sections  planes  quelconques  de  la  surface 
passant  au  point  donné.  En  choisissant  les  plans 
de  CCS  sections  parallèles  à  deux  des  plans  coor- 
donnés, on  parvient  sur-le-champ  à  l'équation 
précédente.  Celte  manière  de  concevoir  le  plan 
tangent  donne  lieu  d'établir  facilement  un  im- 
portant théorème  de  géométrie  générale,  que 
Mooge  a  démontré  le  premier ,  et  qui  consiste  en 
ce  que  les  tangentes  à  toutes  les  courljes  qu'on 
peut  tracer  en  un  même  point  sm-  une  surface 
quelconque  sont  toujours  comprises  dans  im 
même  plan. 

£n£n,  il  est  encore  possible  de  parvenir  à  l'é- 
quation générale  du  plan  tangent  en  le  considé- 
rant comme  perpendiculaire  à  la  normale  corre»- 
pondante^  et  défmissant  celle-ci  par  sa  propriété 
géométrique  directe  detre  le  chemin  maximum 
ou  minimum  pour  aller  d'un  point  extérieur  à  la 
surface.  La  méthode  ordinaire  des  maxtma  et 
niinima  sullit  pour  former  ,  d'après  cette  notion, 
les  deux  équations  de  ta  normale  ,  en  appliquant 
cette  mélliode  à  l'expression  de  la  distance  entre 
35. 
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deux  points,  l'un  situé  sur  la  surface,  l'autre 
extérieur^  dont  le  premier  conçu  comme  variable, 
est  ensuite  suppose  fixequatid  les  conditions  ana- 
lytiques ont  été  exprimées  y  tandis  que  le  second  ^ 
primitivement  constant ,  est  alors  envisagé  com- 
me mobile,  et  décrit  la  droite  cherchée.  LesÀpia- 
tions  de  la  normale  une  fois  obtenues  y  on  en 
déduit  aisément  celle  du  plan  tangent.  Cette  in- 
génieuse manière  de  1  établir  est  Clément  due  à 
Monge. 

La  question  fondamentale  que  nous  venons 
d'examiner  devient ,  comme  dans  le  cas  des  cour- 
bes y  la  base  d'un  grand  nombre  de  recherches 
relatives  à  la  détermination  du  plan  tangent, 
lorsqu'on  remplace  le  point  de  contact  donné 
par  d'autres  conditions  équivalentes.  Le  plan 
tangent  ne  peut  point  évidemment  être  déterminé 
par  un  seul  point  donné  extérieur ,  comme  l'est 
la  tangente  :  il  faut  l'assujétir  à  contenir  une 
droite  donnée;  à  cela  près,  l'analogie  est  parfaite, 
et  les  deux  questions  se  résolvent  de  la  même  ma* 
nière.  Il  en  est  de  même  si  le  plan  tangent  doit 
être  parallèle  h.  un  plan  donné,  ce  qui  fixe  la 
valeur  des  deux  constantes  qui  assignent  sa  di- 
rection, et  par  suite  détermine  les  coordonnées 
du  point  de  contact ,  dont  ces  constantes  sont , 
pour  chaque  surface  désignée ,  des  fonctions  con<- 
ûues.  Enfin  on  peut  aussi  trouver  comme  dans 
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tes  courbciî,  la  relation  analytique  qui  exprime 
t^énéralement  le  simple  phénomène  du  contact 
entre  un  plan  ci  une  surface,  sans  spécifier  le 
lieu  de  ce  contact  ;  d'où  résulte  pateillcment  la 


solution  de  plusieurs  questions  relatives  aux  plans 
taugens,  enlr'autres  celle  qui  consiste  à  déter- 
miner un  plau  qui  louche  à  la  fois  trois  surtaccs 
(jueJconques  données ,  recherciie  analogue  à  celle 
de  la  tangente  commune  à  deux  courbes. 

La  théorie  généralcdes  coutacts  plus  ou  moins 
intimes  qui  peuvent  exister  entre  deux  surfaces 
([uelcouques  par  suite  des  relations  plus  ou  moins 
nombreuses  de  leurs  équations ,  se  forme  d'après 
une  méthode  exactement  semblable  à  celle  indi- 
quée dans  la  leçon  précédente  relativement  aux 
courbes,  eu  exprimant,  à  laide  de  la  série  de 
Taylor  pour  les  fonctions  de  deux  variables,  la 
distance  verticale  desdeuxsurfaces  en  un  second 
point  voisin  de  leur  point  d'intersection,  et  dont 
les  coordonnées  horizontales  auraient  reçu  deuv 
accroissemens  h  et  k  entièrement  indépendans 
l'un  de  l'autre.  La  considération  de  cette  distance, 
développée  selon  les  puissances  croissantes  de  h. 
et/if  et  dans  l'expression  de  laquelle  on  suori  me- 
ra  successivement  les  termes  du  premier  degré 
en  h  el  fc,  ensuite  ceux  du  second,  etc,  détermi- 
nera les  conditions  analytiques  des  contacts  de 
dilFérens  ordres  tpje  peuvent  avoir  les  deux  sur- 
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laces  suivant  le  plus  ou  moins  grand  noiùbre  ^ 
couslantes  arbitraires  contenues  dans  l'âjuation 
générale  de  celle  qu'on  regarde  comme  variable. 
Mais,  malgré  la  conformité  de  mélbode,  cette 
ihéorie  présentera  avec  celle  des  courbe»  une 
dilTérencc  fondamentale  rclativemenl  au  nombre 
de  ces  conditions,  par  suite  de  la  nécessité  où  l'on 
se  trouve  dans  ce  casdeconsidcrer  deux  accraîsse- 
mens  indépendans  au  lieu  d'un  seul.  D  en  ré- 
sulte, en  efict,  que,  afin  que  chaque  contactait 
lieu  dans  tous  les  sens  possibles  autour  du  point 
1  commun,  on  doit  annider  séparément  tous  les 

I  difierens  termes  du  même  degré  correspondant., 

I  et,  dont  le  nombre  augmentera  d'autant  plus  que 

ce  degré  ou   l'ordre  du   contact  sera  plus  élevé. 
I  Ainsi,  après  la  condition  de  l'égaliié  des  deux  or- 

'  données  verticales  2  nécessaire  pour  la  simple  in- 

I  tersection ,  on  trouvera  que  le  contact  du  premier 

ordre  exige,  en  outre,  deux  relations  distinctes, 
consistant  dans  l'égalité  respective  des  deux  fonc- 
I  tionsdérivées  partielles  dupremîer  ordre  propres 

à  chaque  ordonnée  verticale.  En  pas&ant  au  con- 
tact du  second   ordre^  il  faudra  ajouter  encore 
i  trois  nouvelles  conditions,  à  cause  des  trois  ter- 

I  mes  distincts  du   second  degré  en  h  et  X-  dans 

l'expression  de  la  distance ,  et  dont  la  suppression 
complète  exigera  l'^lilé  respective  des  trois  fonc- 
l:ons  dérivées  partielles  du  second  ordre  relative 
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au  S  de  chaque  surface.  Ou  trouvera  de  \\\  même 
manière  que  le  coutacl  du  iroîsiènie  ordre  donne 
lieu  en  outre  à  quatre  autres  relntions,  et  ainsi 
de  suite,  le  nombre  dos  dérivées  partielles  de 
chaque  ordre  restant  constamment  égal  au  nom- 
bre de  termes  en  h  fAh  du  degré  correspondant. 
Il  est  aisé  d'en  conclure,  eu  général .  que  le  nom- 
bre towl  des  conditions  distinctes  nécess-aires  au 
contact  de  l'ordre  n  ,  a  pour  valeur  <"->■  'J  <"  ?)  ^ 
tandis  que  dans  les  courbes,  it  était  simpleaient 


Par  suite  de  cette  seule  dîfTérence  esseutielle, 
la  théorie  des  surfaces  est  loin  d'offrir  à  cet  égard 
la  même  facilite  et  de  comporter  la  même  per- 
fection que  celle  des  courbes.  Quand  on  se  borue 
au  contact  du  premier  ordre,  il  y  a  parité  com- 
plète ,  puisque  ce  contact  n'exiye  que  trois  con- 
ditions ,  auxquelles  on  peut  toujours  satisfaire  à 
l'aide  des  trois  constantes  arbitraires  que  ren- 
ferme l'équation  générale  d'un  planj  de  là  ré- 
sulte ,  conuue  cas  particulier, la  théorie  des  plans 
taiigens,  exactement  analogue  à  celle  des  tan- 
gentes aux  courbes ,  et  présentant  la  même  utilité 
pour  étudier  la  forme  d'une  surface  quelconque. 
Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  lorsqu'on  considère  le 
contact  du  second  ordre ,  afin  de  mesurer  la  coiu-- 
bure  des  surfaces.  Il  serait  naturel  alors  dé  com- 
parer toutes  les  surfaces  à  la  sphère ,  la  seule  qui 
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présente  une  courbure  uniforme ,  comme  on  com« 
pare  toutes  les  courbes  au  cercle.  Or ,  le  contact 
du  second  ordre  entre  deux  surfaces  exigeant  six 
conditions^  tandis  que  l'équation  la  plus  générale 
d  une  spbère   contient  seulement  quatre   con- 
stantes arbitraires ,  il  n'est  pas  possible  de  trou- 
ver I  en  chaque  point  d'une  surface  quelconque , 
une  sphère  qui  soit  complètement  osculatrice  en 
tous  sens ,  au  lieu  que  nous  avons  vu  un  arc  de 
courbe  infiniment   petit  pouvoir  toujours  être 
assimilé  à  un  certain  arc  de  cercle.  D'après  cette 
impossibilité  de  mesurer  la  courbure  d  une  sur- 
face en  chaque  point  à  1  aide  d'une  seule  sphère , 
les  géomètres  ont  déterminé  les  coordonnées  du 
centre  et  le  rayon  d'une  sphère  qui ,  au  lieu  d'être 
osculatrice  en  tout  sens  indistinctement^  le  serait 
seulement  dans  une  certaine  direction  particuliè- 
re^ correspondante  à  un  rapport  donné  entre  les 
deux  accroissemens  h  et  k»  Il  suffit  alors  y  en  ef- 
fet, pour  établir  ce  contact  du  second  ordre  re^ 
latify  d'ajouter ,  aux  trois  conditions  ordinaires 
du  contact  du  premier  ordre  \  la  condition  uni- 
que qui  résulte  de  la  suppression  totale  des  ter- 
mes du  second  degré  en  A  et  ^  envisagés  collecti- 
vement ,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  les  annuler 
chacun  séparément;  le  nombre  des  relations  se 
trouve  par  là  seulement  égal  à  celui  des  con- 
stantes disponibles  renfermées  dans  l'équation  gé- 
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nërale  de  la  sphère,  qui  est  ainsi  tlétcimiiiée. 
Ce  procédé  se  réduit  proprement  à  étudier  la 
courbure  d'une  surface  en  chaque  point  par  celle 
des  difi'érenies  courbes  que  tracerait  sur  celte  sur- 
face une  suite  de  plans  menés  par  ta  normale 
correspondante. 

D'après  la  formule  générale  qui  exprime  le 
rayon  de  courbure  de  chacune  de  ces  sections  nor- 
males en  fonction  de  sa  direction,  Eulor,  auquel  est 
essentiellement  due  toute  cette  théorie,  a  décou- 
vert plusieurs  théorèmes  importans  relatifs  à  une 
surface  quelconque.  Il  a  d'abord  aisément  établi 
que,  parmi  toutes  les  sections  normales  d'nne  sur- 
face en  un  même  point ,  on  en  pouvait  distinguer 
deux  principales ,  dont  la  courbure ,  comparée 
à  celle  de  toutes  les  autres  ,  était  un  minimum 
pour  la  [)remière,  et  un  maximum  pour  la  seconde, 
et  dont  les  plans  présentent  cette  circonstance 
remarquable  d'être  constamment  perpendiculaires 
entre  eux.  Il  a  fait  voir  ensuite  que,  quelle  que 
pût  être  la  surface  proposée,  et  sans  qu'il  fût 
même  nécessaire  de  la  définir,  la  courbure  de  ces 
deux  sections  principales  sufBsait  seule  pour  déter- 
miner complètement  celled'imc  autre  section  nor- 
male quelconque ,  à  i'aide  d'une  formule  inva- 
riable et  très-simple,  d'après  l'inclinaison  du 
plan  de  celte  section  sur  celui  de  la  section 
de   plus  grande    ou  de    plus  petite    courbure. 
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En  considérant  cette  formule  comme  l'équation 
polaire  d'une  certaine  courbe  plane ,  il  en  a  dtf* 
duit  une  ingénieuse  construction  >  éminemment 
remarquable  par  sa  généralité  et  par  sa  simplicité. 
Elle  consiste  en  ce  que  j  si  1  on  construit  une  d* 
lipse  telle  que  les  distances  d'un  de  ses  foyers  aux 
deux  extrémités  du  grand  axe  soient  ^ales  aux 
deux  rayons  de  courbure  maximum  et  minimum  y 
le  rayon  de  courbure  de  toute  autre  section  nor- 
male sera  égal  à  celui  des  rayons  vecteurs  de  l'el- 
lipse <[ui  fera  avec  l'axe  un  angle  double  de  Hn- 
olinaison  du  plan  de  cette  section  sur  celui  d'une 
des  sections  principales.  Cette  ellipse  se  change 
en  une  hyperbole  construite  de  la  même  manière, 
quand  les  deux  sections  principales  ne  tournent 
pas  leur  concavité  dans  le  même  sens  :  enfin 
elle  devient  une  parabole»  lorsque  la  surface  est 
du  genre  de  celles  qui  peuvent  être  engendrées 
par  une  ligne  droite ,  ou  qu'elle  présente  une  in- 
flexion au  point  que  l'on  considère.  De  cette  belle 
propriété  fondanientale ,  ou  a  conclu  plus  tard 
un  grand  nombre  de  théorèmes  secondaires  plus 
ou  moins  intéressans^  que  ce  n'est  pas  ici  le  lieu 
d'indiquer.  Je  dois  seulement  signaler  le  thÀ>rème 
essentiel  par  lequel  Meunier  a  complété  le  travail 
d'Euler^  en  rattachant  la  courbure  de  toutes  les 
courbes  quelcoiiques  qui  peuvent  être  tracées  sur 
une  surface  en  un  même  points  à  celle  des  sections 
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iioi'inules ,  les  seules  qit'Ëuler  cât  consklëiëes.  Ce 
tljéort'ine  consiste  en  ce  que  le  ceulre  Je  cour- 
bure de  toute  socliou  oltbquc  peut  être  euvisu^^é 
comme  la  projoclîou  sur  le  plan  de  celte  section , 
du  centre  dt!  courbure  corrcspoudaul  à  la  secliou 
normale  qui  passerait  par  la  même  tangente  : 
d'où  Meuuicr  a  déduit  une  construction  loit sim- 
ple, d'uprès  laquelle,  par  l'emploi  d'un  cercle 
analogue  à  l'ellipse  d'Eulcr  ,  on  détermine  la 
courbure  des  sections  obliques ,  connaissant  celle 
des  sections  normales;  eu  sorte  que  ,  par  la  com- 
binaison des  deux  tbcorèmefi  >  la  seule  courbure 
des  deux  sections  normales pr/nc//*fl/e*  suffit  pour 
obtenir  celle  de  toutes  les  autres  courhis  qu'on 
peut  tracer  sur  une  surface  d'une  manière  quel- 
conque en  chaque  point  considéré. 

La  ibéorie  précédente  permet  detudîer  com- 
plètement, point  par  point,  la  courbure  d'une 
sniface  quelconque.  Afin  de  lier  pins  aisément 
entre  elles  les  considérations  relatives  aux  divers 
points  d'une  même  surface  ,  les  géomètres  ont 
cbeiciié à  déterminer  ce  qu'ils  appellent  les  lignes 
fie  courbwe  d'une  surface,  c'est-à-dire,  celles 
qui  jouissent  do  la  propriété  que  les  normales 
consécutives  à  la  surface  peuvent  y  être  regardée» 
comme  comprises  dans  un  mtîmc  ])lan.  Eu  cha- 
que point  d'une  surface  quelconque ,  il  existe 
deuï  de  ces  lipnen,   qui    se  trouvent  étru 
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stamment  perpendiculaires  entre  elles,  et  dont  les 
directions  coïncident  à  leur  origine  avec  celles  des 
deux  sections  normales  principales  considérées  ci- 
dessus  9  ce  qui  peut  dispenser  d'envisager  distinc- 
tement ces  dernières.  La  détermination  de  ces  li- 
gtiesde  courbure  s'effectue  très-simplement  sur  les 
surfaces  les  plus  usuelles^  telles  que  les  surfaces  cy- 
lindriques .  coniques ,  et  de  révolution.  Cette 
nouvelle  considération  fondamentale  est  d'ailleurs 
devenue  le  point  de  départ  de  plusieurs  autres  re- 
cherches générales  moins  importantes ,  conune 
celle  des  surfaces  de  courbure  >  qui  sont  les  lieux 
géométriques  des  centres  de  courbure  des  diver- 
ses sections  principales  j  celle  des  surfaces  déve- 
loppables  formées  par  les  normales  à  la  surÊice 
menées  aux  différens  points  de  chaque  ligne  de 
courbure  9  etc. 

Pour  terminer  l'examen  de  la  théorie  de  la 
courbure  y  il  me  reste  à  indiquer  sommairement 
ce  qui  se  rapporte  aux  courbes  à  double  cowburCf 
c'est-à-dire,  «•i  celles  qui  ne  peuvent  être  conte- 
nues dans  un  plan. 

Quant  à  la  détermination  de  leurs  tangentes , 
elle  n'offre  évidemment  aucune  difficulté.  Si  la 
courbe  est  donnée  analytiquement  par  les  équa- 
tions de  ses  projections  sur  deux  des  plans  coor- 
données y  les  équations  de  sa  tangente  seront  sim- 
plement celles  des  tangentes  à  ces  deux  projec- 
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lions,  ce  qui  fait  renirer  la  question  dans  le  cas 
des  courbes  planes.  Si  ,  sous  un  point  de  vue  plus 
général ,  la  de'fmition  analytique  de  la  cout-be 
consiste  ,  ainsi  que  l'indique  la  douzième  leçon . 
dans  le  système  des  équations  des  deux  surfaces 
quelconques  dont  elle  serait  l'intersection,  on 
regardera  la  tangente  comme  étant  l'intersection 
des  plans  tangens  :i  ces  deux  surfaces ,  et  le  pro- 
blême sera  ramené  à  celui  du  plan  tangent,  ré- 
solu ci-dessus. 

La  courbure  des  courbes  de  cette  nature 
donne  lieu  à  rétablissement  d'une  notion  nouvelle 
fort  importante.  En  eHet ,  dans  une  courbe  plane, 
la  courbure  se  trouve  être  suffisamment  appréciée 
en  mesurant  l'inflexion  plus  ou  moins  grande  des 
élémens  consécutifs  les  uns  sur  les  autres,  qui 
est  estimée  indirectement  par  le  rayon  du  cercle 
oscuintcur.  Mais  il  n'en  est  nullement  ainsi  dans 
une  courbe  qui  n'est  point  plane.  Les  élémens 
consécutifs  n'étant  plus  alors  contenus  dans  un 
même  plan  ,  on  ne  peut  avoir  une  idée  exacte  de 
la  courbure  qu'en  considérant  distinctement  les 
angles  qu'ils  formeot  entre  eux  et  aussi  les  incli- 
naisons mutuelles  des  plans  qui  les  comprennent. 
Il  faut  donc,  avant  tout, , commencer  par  fixer 
ce  qu'on  doit  entendre  A  chaque  instant  par  ie 
pian  de  la  courbe ,  c'est-à-dire,  celui  que  déter- 
minent trois  points  infiniment  voisins,  et  qu'on 
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appelle ,  pour  celte  raison ,  le  plan  osculaieur, 
qui  change  continuellement  d'un  point  à  un  autre. 
La  position  de  ce  plan  une  fois  obtenue ,  la  me- 
sure de  la  courbure  ordinaire,  h  l'aide  du  cercle 
oSQulateur ,  ne  présente  plus  évidemment  aucune 
-difBculte  nouvelle.  Quanta  la  seconde  courbure, 
aile  est  estimée  par  l'angle  plus  ou  moins  grand 
que  forment  entre  eux  deux  plans  osculateurs 
consécutifs ,  et  dont  il  est  aisé  de  trouver  généra- 
lement l'expression  analytique.  Pour  établir  plus 
d'analogie  entre  la  théorie  de  cette  courbure  et 
celle  de  la  première  »  on  pourrait  paiement  la 
regarder  comme  mesurée  indirectement  diaprés 
le  rayon  de  la  sphère  osculairice  qui  passerait 
par  quatre  points  infiniment  voisins  de  la  courbe 
proposée,  et  dont  l'équation  se  formerait  de  la 
même  manière  que  celle  du  plan  osculateur.  On 
l'appivécie  ordinairement  par  la  courbure  maxi- 
mum que  présente,  au  point  considéré ,  la  sur- 
face développable  qui  est  le  lieu  géométrique  de 
toutes  les  tangentes  à  la  courbe  proposée. 

Nous  devons  passer  maintenant  à  Tindication 
des  questions  de  géométrie  giénérale  à  trois  di- 
mensions qui  dépendent  du  calcul  int^ral  ;  elles 
comprennent  la  quadrature  des  surfaces  courbes, 
et  la  cubature  des  volumes  correspondans. 

Relativement  à  la  quadrature  des  surfaces  cour- 
bes, il  faut,  pour  établir  l'équation  différentielle 
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générale,  concevoir  la  surface  [larlagée  en  élcinciis 
plans  inOnimcns  petits  dans  tous  les  sens,  par 
quatre  plans  perpendiculaires  deux  h  deux  aux 
axes  des  coordonnes  x  et  ?  .  Chacun  de  ces  élé- 
nieus,  situe  dans  le  plan  tangent  correspondant ^ 
aurait  évidtïmment  pour  projection  horizontale  , 
le  rectangle  formé  par  les  diflërcntieltes  des  deux 
coordonnées  horizontales,  et  dont  l'aire  serait 
dxdy.  Cette  aire  donnera  celle  de  l'élément  lui- 
inlîme, d'après  un  théorème  élémi'ntaire  fort  sim- 
ple ,  en  la  divisant  par  le  cosinus  de  l'angle  que- 
fait  le  plan  tangent  avec  le  plan  des  x ,  y.  On 
trouvera  ainsi  que  l'expression  de  cet  élément  est 
généralement  : 


C'est  donc  par  la  double  int^ration  do  cciie  for- 
mule différentielle  à  deux  variables  qu'on  connaî- 
tra ,  dans  chaque  cas  particulier,  l'aire  de  la  sur- 
face propo  ée ,  autant  que  pourra  le  permettre 
l'imperiection  actuelle  du  calcul  îulégral.  J^es 
limites  de  chaque  intégrale  successive  seront  dé- 
terminées par  la  nature  des  surfaces  dont  l'inter- 
section avec  celle  que  l'on  considère  devrai 
scrire  l'étendue  à  mesurer,  en  sorte  que,  dans 
l'applicaiiQQ  de  cette  méthode  générale ,  il  faudra 
apporter  uu  soin  particulier  à  k  manière  de  ûxar  ' 
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les  constantes  arbitraires  ou  les  fonctions  arbitrai- 
res introduites  par  Tint^ration. 

Relativement  à  la  cubature  des  volumes  termi- 
nes par  les  surfaces  courbes ,  le  système  de  plans 
à  Faide  duquel  nous  venons  de  diffërentier  Taire, 
peut  aussi  servir  immédiatement  à  décomposer  le 
volume  en  élémens  polyèdres.  U  est  clair^  en  effet, 
que  l'espace  infiniment  petit  du  second  ordre  com- 
pris entre  ces  quatre  plans,  doit  être  envisagé, 
suivant  Tesprit  de  la  méthode  infinitésimale, 
comme  ^al  au  parallélipipède  rectangle  ayant 
pour  hauteur  l'ordonnée  verticale  z  du  point  que 
l'on  considère  et  pour  base  le  rectangle  dxdj^ 
puisque  leur  différence  est  évidemment  un  infini- 
ment petit  du  troisième  ordre,  moindre  que 
dzdjdz  •  D'après  cela,  un  des  plus  simples  théo- 
rèmes de  la  géométrie  âémen taire  fournira  direc* 
tement,  pour  l'expression  différentielle  du  volume 
cherché  y  l'équation  générale 

d*  V  ^=1  zdxày; 

d'où  l'on  déduira,  par  une  double  int^ration,  dans 
chaque  cas  particulier,  la  valeur  effective  de  ce  vo- 
lume, en  ayant  le  même  égard  que  précédemment 
à  la  détermination  des  limites  de  chaque  int^rale, 
conformément  à  la  nature  des  surfaces  qui  devront 
circonscrire  latéralement  le  volume  proposé. 

Sans  entrer  ici  dans  aucun  détail  relatif  à  la  so- 
lution définitive  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces 
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deux  queslions  foodamenules  ^  il  peut  être  utile 
(le  remarquer,  d'après  les  équations  différentielles 
précédentes,  luie  analoj^ie  générale  et  singulière 
qui  existe  nécessairement  entre  elles,  et  qui  per- 
mettrait de  transformer  toute  recherche  relative 
à  la  quadrature  en  une  recherche  correspondante 
relative  à  la  cuhature.  On  voit ,  en  effet ,  que  les 
deux  équations  différentielles  ne  diffèrent  que  par 


■  le  changement  de  s  en  \/Ùi^—-Y-i  en  pas- 
sant de  la  seconde  à  la  première^  Ainsi  l'aire  d'une 
surface  courhe  quelconque  peut  être  regardi.'e 
comme  numériquement  égale  au  volume  d'un 
corps  terminé  par  une  surface  dont  l'oidonnée 
verticale  aurait  à  chaque  instant  pour  valeur  la 
sécante  de  l'angle  que  fait  avec  le  plan  horizontal 
le  plan  tangent  correspondant  à  ta  surface  primi- 
tive, les  limites  étant  d'ailleurs  supposées  respec- 
tivement les  mêmes. 

Pour  terminer  l'examen  philosophique  de  la 
géométrie  géuiralc  à  Iroisdimensions,  il  me  reste 
à  considérer  sommairement  la  belle  conception 
fondamentale  établie  par  Monge  relativement  à  la 
classification  analytique  des  surfaces  en  familles 
naturelles  ,  qui  doit  être  ri^ardée  comme  le  per- 
fectionnement le  plus  important  qu'ait  reçu  la 
science  géométrique  depuis  Pescartes   et   Leih- 
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Quand  on  se  propose  cl  ehidier,  sous  un  point  de 
vue  général  ;  les  propriétés  spéciales  des  diverses 
surfaces  y  la  première  difficulté  qui  se  présente 
consiste  dans  l'absence  d'une  bonne  classification, 
déterminée  par  les  caractères  géométriques  les 
plus  essentiels ,  et  d^ailleurs  suffisamment  simple. 
Dès  la  fondation  de  la  géométrie  analytique,  les 
géomètres  ont  été  involontairement  conduits  à 
classer  les  surfaces^  comme  les  courlics ,  par  la 
forme  et  le  degré  de  leurs  équations ,  seule  con- 
sidération qui  s'offrit  d'elle-même  à  Fesprit  pour 
servir  de  base  à  une  distinction  dont  Timportance 
n'avait  d'abord  été  nullement  sentie.  Mais  il  est 
aisé  de  voir  que  ce  pnnci|K'  de  classificitiou .  con- 
venablement applicable  aux  équations  du  premier 
et  du  second  degré,  ne  remplit  aucune  des  condi- 
tions principales  auxquels  doit  satisfaire*  uu  toi 
travail.  En  effet  ^  on  sait  que  ^îewton^en  discu- 
tant l'équation  générale  du  troisième  degré  à  deux 
variables,  pour  se  bornera  la  simple énumération 
dcsdivenses  courbes  planes  qu'elle  peut  représen- 
ter, a  reconnu  que  ,  bien  quelles  fussent  toutes 
nécessairement  indéfinies  en  tout  sens,  on  devait 
en  distinguer  74  espèces  particulières,  aussi  diffé- 
rentes les  unes  des  autres  que  le  sont  entre  elles 
les  trois  courbes  du  second  degré.  Quoique  |)er- 
sonne  n'ait  analysé  sous  le  même  point  de  vue  l'é- 
quation générale  du  quatrième  degré  h  deux  va- 
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riabics,  il  n'est  pas  douieux  qu'elle  ne  dût  faire 
naître  un  nombre  beaucoup  plus  considérable  en- 
core de  courbes  distinctes  ;  el  ce  nombre  devrait 
évidemment  augmenter  avec  une  prodigieuse  rapi- 
dité d'après  le  degré  de  l'équiitton.  Si  maintenant 
l'on  passe  aux  équations  à  trois  vnriables,  qui , 
vu  leur  plus  grande  complication  ,  présentent  né- 
cessairement bien  plus  de  variété,  i!  est  incontes- 
table que  le  nombre  des  surfaces  vraiment  distinc- 
tes qu'elles  peuvent  exprimer  doit  être  encore 
plus  multiplié,  et  croître  beaucoup  plus  rapide- 
ment d'après  le  degré.  Cette  miillipUcité  devient 
telle,  qu'on  s'est  toujours  borné  à  analyser  ainsi  les 
équations  des  deux  premiers  degrés  ,  aucun  géo- 
mâlre  n'ayant  tenté  pour  les  surfaces  du  troisième 
degré  ce  qu'a  exécuté  Newton  pour  les  courbes 
correspondantes.  Il  suit  donc  de  celte  considéra- 
lion  évidente  que,  quand  même  l'imperfection 
de  l'algèbre  ne  s'opposerait  pas  à  l'emploi  indé- 
fini d'un  procédé  semblable  ,  la  classification  gé- 
nérale des  surfaces  par  le  degré  et  la  forme  de 
leurs  équations  serait  entièrement  impraticable. 
Mais  ce  motif  n'est  pas  le  seul  qui  doive  faire  re- 
jeter une  telle  classification  ;  il  n'est  poiat  même 
le  plus  important.  En  effet»  celte  manière  de  dis- 
poser tes  surfaces,  outre  l'impossJbHité  de  la 
suivre,  se  trouve  directement  contraire  à  la  prin- 
cipale destination  de  toute  bonne  classification 
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quelconque  y  consistant  ù  rapprocher  le  plus  les 
uns  des  auti*es  les  objets  qui  offrent  les  relations 
les  plus  importantes,  et  à  éloigner  ceux  dont  les 
analogies  ont  peu  de  valeur.  L'identité  du  degré 
de  leurs  équations  est  j  pour  les  surfaces ,  un  ca- 
ractère d'une  valeur  géométrique  très-médiocre , 
qui  n'indique  pas  même  exactement  le  nombre 
des  points  nécessaires  à  l'entière  détermination  de 
chacune.  La  propriété  commune  la  plus  impor- 
toite  à  considérer  entre  des  surfaces  consiste  évi- 
demment dans  leur  mode  de  génération  ;  tontes 
celles  qui  sont  engendrées  de  la  même  manière  de-^ 
vaut  offrir  nécessairement  une  grande  analogie 
géométrique,  tandis  qu'elles  ne  sauraient  avoir 
que  de  très-faibles  ressemblances  si  elles  sont  en- 
gendrées d'après  des  modes  essentiellement  diffé- 
rens.  Ainsi ,  par  exemple,  toutes  les  surfaces  cy- 
lindriques ,  quelle  que  soit  la  forme  de  leur  base, 
constituent  une  même  famille  naturelle  ,  dont  les 
divers  individus  présentent  un  grand  nombre  de 
propriétés  communes  de  première  importance  :  il 
en  est  de  même  pour  toutes  les  surfaces  coniques, 
et  aussi  pour  toutes  les  surfaces  de  révolution,  etc. 
Or,  cet  ordre  naturel  se  trouve  complètement  dé- 
truit par  la  classification  fondée  sur  le  degré  des 
équations.  Car  des  surfaces  assujéties  à  un  même 
mode  de  génération  ,  les  surfaces  cylindriques  ., 
par  exemple^   peuvent  fournir  des  équations  de 
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lous  lus  dej^i'és  imaj^inablcs ,  à  raison  de  la  seule 
(liÉTëretice  secoudaire  de  leurs  bases  ;  tandis  ,  que 
d'un  autre  cùlé  ,  des  équations  d'un  même  dqjré 
quelconque  ex[irin3ent  souvent  des  surfaces  de 
nature  géométrique  opposée,  les  unes  cylindri- 
ques, les  antres  coniques,  ou  de  révolution,  etc. 
Une  telle  classiUcation  analytique  est  donc  radi- 
calement vicieuse,  comme  séparaiit  ce  qui  doit 
être  réuni,  et  rapprocliaiil  ce  qui  doit  être  distin- 
gué. Ceiieudant,  la  géométrie  générale  étant  en- 
tièrement fondée  sur  l'emploi  des  considérations 
cl  des  méthodes  analytiques ,  il  est  iudispensuble 
que  la  classification  puisse  prendre  aussi  un  carac- 
tère analytique. 

Tel  était  donc  Ictat  précis  de  ta  ditBculté 
Ibndameulale,  si  heureusement  vaincue  par  Mou^e: 
les  familles  naturelles  entre  les  surfaces  étant 
clairement  étalilies  sous  le  point  de  vue  géomé- 
trique d'a|irèsle  mode  dc(;énéralion,  il  fallait  dé- 
couvrir un  genre  de  relations  analytiques  destiné 
à  présenter  constamment  une  interprétation  abs- 
traite de  ce  caractère  concret.  Cette  découverte 
capitale  était  rigoureusement  indispensable  pour 
achever  de  constituer  la  théorie  générale  des 
surfaces. 

La  considération,  que  Monge  a  employée  pour 
y  parvenir,  consiste  dans  cette  observation  géné- 
rale, aussi  simple  que  directe  :  les  surfaces  àssu- 
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jétics  à  un  même  mode  de  gënëration  sont  ué- 
cessairement  caractërisees  par  une  certaine  pro- 
priété commune  de  leur  plan  tangent  en  un 
point  quelconque;  en  sorte  qu'en  exprimant 
analytiquement  cette  propriété  d'après  rëquatioii 
générale  du  plan  tangent  à  une  surface  quelcon- 
que,  on  formera  une' équation  différentielle  re- 
présentant à  la  fois  toutes  les  surfaces  de  cette 
famille. 

Ainsi  f  par  exemple,  toute  surface  cylindrique 
présente  ce  caractère  exclusif  :  que  le  plan 
tangent  en  un  point  quelconque  de  la  surface  est 
constamment  parallèle  à  la  droite  fixe  qui  indi- 
que la  direction  des  génératrices.  D'après  cela, 
il  est  aisé  de  voir  que  les  équations  de  cette 
droite  étant  supposées  être 

Tequation  générale  du  plan  tangent  établie  ci- 
dessus  donnera,  pour  l'équation  différentielle 
commune  à  toutes  les  surfaces  cylindriques, 

De  même,  relativement  aux  surfaces  coniques, 
elles  sont  toutes  caractérisées  sous  ce  point  de 
vue  par  la  propriété  nécessaire  que  leur  plan 
tangent  en  un  point  quelconque  passe  constam- 
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ment  par  le  sommel  du  cône.  Si  donc  « ,  C ,  y, 

'  désignent  les  coordonnées  de  ce  sommet,  on  trou- 
vera immédiatement 


pour  l'équation  différentielle  représentant  la  fa- 
mille entière  des  surfaces  coniques. 

Dans  les  surfaces  de  révolution^  le  plan  tan- 
gent en  un  point  quelconque  est  toujours  perpen- 
diculaire au  plan  méridien ,  c'est-à-dire  à  celui 
qui  passe  par  ce  point  et  par  l'axe  delà  surface. 
Afin  d'exprimer  analytiquement  cette  propriété 
d'une  manière  plus  simple ,  supposons  que  Taxe 
de  révolution  soit  pris  pour  celui  des  z  :  j'équa- 
tion  différentielle  conmiune  à  toute  cette  famille 
de  surfaces ,  sera 

^  dz  dz 

Il  serait  superflu  de  citer  ici  un  plus  grand 
nombre  d'exemples  pour  établir  clairement  >  en 
général  9  que,  quel  que  soit  le  mode  de  génération^ 
toutes  les  surfaces  d'une  même  famille  naturelle 
sont  susceptibles  d'être  représentées  analytique- 
ment par  une  même  équation  aux  différences  par- 
tielles contenant  des  constantes  arbitraires,  d'après 
une  propriété  commune  de  leur  plan  tangent. 

Afin  de  compléter  cette  correspondance  fon- 
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damentale  et   nécessaire  entre  le   point  de    vue 
géométrique  et  le  point  de  vue  analytique ,  Moiige 
a  considéré  en  outre  les  équations  fînies  qui  sont 
les  int^rales  de  ces  équations  différentielles,  et 
qu'on  peut  d'ailleurs  presque  toujours  facilement 
obtenir  aussi  par   des  recherches  directes.  Cha- 
cune de  ces  équations  finies  doit ,  comme  on  le 
sait  par  la  théorie  générale  de  l'int^ration^  con- 
tenir une  fonction  arbitraire ,  si  l'équation  diffé- 
rentielle est  seulement  du  premier  ordre;  ce  qui 
n'empêche  pas  que  de  telles  équations ,  quoique 
beaucoup  plus  générales  que  celles  dont  on  s'oc- 
cupe ordinairement ,  ne  présentent  un  sens  nette- 
ment déterminé;  soit  sous  le  rapport  géométrique, 
soit  sous  le  simple  rapport  analytique.  Cette  fonc- 
tion arbitraire  correspond  à  ce   qu'il   y  a  d'in- 
déterminé dans  la  génération  des  surfaces  pro- 
posées ,  à  la  base  ,  par  exemple ,  si  les  surfaces  sont 
cylindriques  ou  coniques,  à  la  courbe  méridienne, 
si  elles  sont  de  révolution,  etc.  (i).  Dans  certains 
cas  même  ^  l'équation  finie  d'une  famille  de  sur- 


(\)  On  trouve,  par  exemple,  soit  diaprés  les  considcratious  di- 
rectes de  géométrie  analytique ,  soit  en  résultat  des  méthodes 
d^întégration  ,  que  les  surfaces  cylindriques  et  les  surfaces  coni- 
ques ont  pour  équations  finies 

f  désignant  une  fonction  entièrement  arbitraire. 
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faces  contient  à  la  fois  deux  fonctions  arbitraires , 
affectées  à  des  combinaisons  distinctes  des  coor- 
données variables;  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  l'é- 
quation différentielle  correspondanle  doit  être  du 
second  ordre;  sous  le  point  de  vue  géométrique , 
cette  indétermination  plus  grande  indique  une 
famille  plus  générale,  et  néanmoins  caractérisée. 
Telle  est,  par  exemple ,  la  famille  des  surfaces 
développables^  qui  comprend ,  comme  subdivi- 
sions, toutes  les  surfaces  cylindriques,  toutes 
Jes  surfaces  coniques,  et  une  infinité  d'autre^ 
familles  analogues,  et  qui  peut  cependant  être 
nettement  définie,  dans  sa  plus  grande  généralité, 
comme  étant  Yenoeloppe  de  l'espace  parcouru 
par  un  plan  qui  se  meut  en  restant  toujours 
tangent  à  deux  surfaces  fixes  quelconques,  ou 
comme  le  lieu  géométrique  de  toutes  les  tangentes 
à  une  même  courbe  quelconque  à  double  cour- 
bure. Ce  gt'ouppe  naturel  de  surfaces  a,  pour 
équation  différentielle  invariable,  cette  équation 
très-simple ,  découverte  par  Euler ,  entre  les  trois 
dérivées  partielles  du  ^cond  ordre, 


( 


du  dy)  dx*  dy* 


l/équation  finie  contient  donc  nécessairement 
deux  fonctions  arbitraires  distinctes,  qui  corres- 
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pondent  géométriquement  aux  deux  surfaces  in- 
déterminées sur  lesquelles  doit  glisser  le  plan  gé- 
nérateur y  OU  aux  deux  équations  quelconques  d^ 
la  courbe  directrice. 

Quoiqu'il  soit  utile  de  considérer  les  équations 
finies  des  familles  naturelles  de  surfaces  ,  on  con- 
çoit néanmoins  que  r^ndéterraination  des  fonc- 
tiens  arbitraires  qu'elles  renferment  inévitable- 
ment f  doit  les  rendre  peu  propres  à  des  travaux 
analytiques  soutenus  ^  pour  lesquels  il  est  bien 
préférable  d'employer  les  équations  différentielles, 
où  il  n'entre  que  de  simples  constantes  arbitrai- 
res y  malgré  leur  nature  indirecte.  C'est  pai*  là 
que  l'étude  générale  et  régulière  des  propriétés 
des  diverses  surfaces  est  réellement  devenue  pos- 
sible ^  le  point  de  vue  commun  ayant  pu  ainsi  être 
saisi  et  sépare  par  1  analyse.  On  conçoit  qu'une  telle 
conception  ail  permis  de  découvrir  de^  résultats 
d'un  degré  de  généralité  et  d'intérêt  infiniment  su- 
{>érieurs  à  ceux  qu'on  [xjuvait  obtenir  auparavant. 
Pour  ne  citer  qu'un  seul  exemple  très-simple, 
(jui  est  fort  loin  d'être  le  plus  remarquable,  c'est 
par  une  semblable  méthode  de  géométrie  analy- 
tique qu'on  a  pu  reconnaître  cette  singulière  pro- 
|)riété  de  toute  équation  homogène  à  trois  varia- 
bles ,  de  représenter  nécessairement  une  surface 
conique  dont  le  sommet  est  situé  à  loriginc  des 
coordonnées  ;  de  même,  parmi  les  recherches  plus 
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difficiles  y  il  a  été  possible  de  déterminer,  à  l'aide 
du  calcul  des  .variations ,  le  plus  court  chemin 
d'un  point  à  un  autre  sur  une  surface  dévelop- 
pablc  quelconque  ,  sans  qu'il  fût  nécessaire  de  la 
particulariser 9  etc. 

J'ai  cru  devoir  ici  accorder  quelque  dévelop- 
pement à  l'exposition  philosophique  de  cette  belle 
conception  de  Monge  y  qui  constitue  f  sans  con- 
tredit y  son  premier  titre  à  la  gloire  y  et  dont  la 
haute  importance  ne  me  semble  point  avoir  en- 
core été  dignement  sentie ,  excepte  par  Lagrange, 
si  juste  appréciateur  de  tous  ses  émules.  Je  re- 
grette même  d'être  réduit ,  par  les  limites  na- 
turelles de  cet  ouvrage^  à  une  indication  aussi 
imparfaite^  où  je  n'ai  pu  seulement  signaler  l'heu- 
reuse réaction  nécessaire  de  cette  nouvelle  géomé- 
trie sur  le  perfectionnement  de  l'analyse^  quant  à 
la  théorie  générale  des  équations  différentielles  à 
plusieurs  variables. 

En  méditant  sur  cette  classification  philoso- 
phique des  sui*faces ,  essentiellement  analogue 
aux  méthodes  naturelles  que  les  physiologistes  ont 
tenté  d'établir  en  zoologie  et  en  botanique^  on  est 
conduit  à  se  demander  si  les  courbes  elles-mêmes 
ne  comportent  pas  une  opération  semblable.  Vu 
la  variété  infiniment  moindre  qui  existe  entre 
elles ,  un  tel  travail  est  à  la  fois  moins  important 
<u  plus  difficile»  les  caractères  qui  pourraient  ser- 
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vir  de  base  n'étant  point  alors  II  beaucoup  prés 
aussi  tranchés.  Il  a  donc  été  naturel  que  l'esprit 
humain  s'occupât  d'abord  de  classer  les  surfaces. 
Mais  on  doit  sans  doute  espérer  que  cet  ordre  de 
considérations  s'étendra  plus  tard  jusqu'aux  cour- 
bes. On  peut  même  apercevoir  déjà  entre  elles 
quelques  familles  vraiment  naturelles ,  comme 
celle  des  paraboles  quelconques,  et  celle  des  hy- 
perboles quelconques  ,  etc.  Néanmoins,  il  n'a  été 
encore  produit  aucune  conception  générale  di- 
rectement propre  à  déterminer  une  telle  classifi- 
cation. 

Ayant  ainsi  expose  aussi  nettement  qu'il  m'a 
été  possible  ,  dans  cette  leçon  et  dans  Tcnsemble 
des  quatre  précédentes,  le  véritable  caractère  phi- 
losophique de  la  section  la  plus  générale  et  la 
plus  simple  de  la  mathématique  concrète ,  je  dois 
maintenant  entreprendre  le  même  travail  relative- 
ment à  la  science  immense  et  plus  compliquécdc 
la  mécanique  rationnelle.  Ce  sera  1  objet  desquaU'c 
leçons  suivantes. 
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QUINZIEME    LEÇON. 


SOMUAinE.  Conaide'raliolu  philoiopliiquis  lur  les  principes 
fonda men taux  <le  la  mécanique  ralionnetle. 


Les  phénomènes  mécanuiues  sont,  par  leui' 
nature ,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué ,  à  la 
t'ois  plus  particuliers,  plus  compliqués  et  plus 
concrets  que  les  phcnomènesgéoméli-it|ues.  Aussi, 
conformément  à  l'ordre  encyclopédique  établi 
dans  cet  ouvrage  ,  plaçons-nous  la  mécanique  ra- 
tionnelle après  la  géométrie  dans  cettcexpositiou 
philosophique  de  la  mathématique  concrète, 
comme  étant  nécessairement  d'une  élude  plus 
difficile,  et  par  suite  moins  perfectionnée.  Les 
questions  géométriques  sont  toujours  complète- 
ment indépendantes  de  toute  considération  mé- 
canique ,  taudis  que  les  questions  mécaniques  se 
compliquent  constamment  des  considérations 
géométriques,  la  forme  des  corps  devant  influer 
inévitablement    sur    les   phénomôiics    du   mou- 
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vemcnt  ou  de  l'équilibre.  Cette  complication  est 
souvent  telle ,  que  le  plus  simple  changement 
dans  la  forme  d'un  corps  suffit  seul  pour  aug- 
menter extrêmement  les  difficultés  du  problème 
de  mécanique  dont  il  est  le  sujet ,  comme  on  peut 
s'en  faire  une  idée  en  considérant,  par  exemple, 
l'importante  détermination  de  la  gravitation  mu- 
tuelle de  deux  corps  en  résultat  de  celle  de  tou- 
tes leurs  molécules,  question  qui  n'est  encore 
complètement  résolue  qu'en  supposant  à  ces 
corps  une  forme  sphérique ,  et  où  ,  par  consé- 
quent^ 1c  principal  obstacle  vient  évidemmentdes 
circonstances  géométriques. 

Puisque  nous  avons  reconnu  dans  les  leçons 
précédentes  que  le  caractère  philosophique  de  la 
science  géométrique  était  encore  altéré  à  un  cer- 
tain degré  par  un  reste  d'influence  très-sensible 
de  l'esprit  métaphysique,  on  doit  s'attendre natu* 
rellement^  vu  cette  plus  grande  complication  né- 
cessaire delà  mécanique  rationnelle,  à  l'en  trouvei* 
bien  plus  profondément  affectée.  C'est  ce  qui 
n'est,  en  effet,  que  trop  facile  à  constater.  Le 
caractère  de  science  naturelle ,  encore  plus  évi- 
demment inhérent  à  la  mécanique  qu'à  la  géo- 
métrie, est  aujourd'hui  complètement  déguisé 
dans  presque  tous  les  esprits,  par  l'emploi  des 
considérations  ontologiques.  On  remarque,  dans 
toutes  les  notions  fondamentales  de  cette  sciencr. 
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une  confusion  profonde  et  continuelle  entre  le 
point  de  vue  abstrait  et  le  point  de  vue  concret, 
qui  empêche  de  distinguer  nettement  ce  qui  est 
réellement  physique  de  ce  qui  est  purement  Ib- 
gique ,  et  de  séparer  avec  exactitude  les  concep- 
tions artificielles  uniquement  destinées  à  faciliter 
l'établissement  des  lois  générales  de  l'équilibre 
ou  du  mouvement ,  des  Êdts  naturels  fournis  par 
l'observation  effective  du  monde  extérieur,  qui 
constituent  les  bases  réelles  delà  science.  On  peut 
même  reconnaître  que  l'immense  perfectionne- 
ment de  la  mécanique  rationnelle  depuis  un  siècle, 
soit  sous  le  rapport  de  l'extension  de  ses  théories, 
soit  quant  à  leur  coordination ,  a  fait  en  quel- 
que sorte  rétrograder  sous  ce  rapport  la  conception 
philosophique  de  la  science,  qui  est  communé- 
ment exposée  au  j  ourd'hui  d'une  manière  beaucoup 
moins  nette  que  Nev\rton  ne  l'avait  présentée.  Ce 
développement  ayant  été,  en  effet,  essentiellement 
obtenu  par  l'usage  de  plus  en  plus  exclusif  de  l'a- 
nalyse mathématique,  l'importance  prépondérante 
de  cet  admirable  instrument  a  fait  graduellement 
contracter  l'habitude  de  ne  voir  dans  la  méca- 
nique rationnelle  que  de  simples  questions  d'ana- 
lyse; et,  par  une  extension  abusive,  quoique 
Ircs-naturclIc,  d'une  telle  manière  de  procéder, 
on  a  tenté  d'établir,  (i  priori ,  d'apvès  des  con- 
sidérations   purement    analytiques,     jusqu'aux 

37. 
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principes  fondamentaux  de  la  science^  que  New- 
ton s'était  sagement  borné  à  présenter  comme  des 
résultats  de  la  seule  observation.  C'est  ainsi ,  par 
exemple,  que  Daniel  Bernouilli,   d'Alembert, 
et ,  de  nos  jours  ^  Laplace,  ont  essayé  de  prouver 
la  règle  élémentaire  de  la  composition  des  forces 
par  des  démonstrations  uniquement  analytiques  ^ 
dont  Lagrange  seul  a  bien  aperçu  l'insuffisance 
radicale  et  uécessaire.  Tel  est,  maintenant  en- 
core, l'esprit  qui  domine  plus  ou  moins  chez  tous 
les  géomètres.  Il  est  néanmoins  évident  en  thèse 
générale,    comme   nous   l'avons    plusieurs  fois 
remarqué,   que  l'analyse  mathématique,  quelle 
que    soit   son  extrême   importance  ,    dont  j'ai 
tâché  de  donner  une  juste  idée,  ne  saurait  être, 
par   sa   nature,  qu'un    puissant   moyen  de  dé- 
duction ,    qui ,  lorsqu'il   est  applicable ,  permet 
de  perfectionner  une  science  au  degré  le  plus  émi- 
nent,  après  que  les  fondemens  en  ont  été  posés, 
mais  qui  ne  peut  jamais  suffire  à  établir    ces 
bases  elles-mêmes.  S'il  était  possible  de  consti- 
tuer entièrement  la  science  de  la  mécanique  d'a- 
près desimpies  conceptions  analytiques,  on  ne 
pourrait  se  représenter  comment  une  telle  science 
deviendrait  jamais  vraiment  applicable  à  leludc 
effective  de  la  nature.  Ce  qui  établit  la  réalité  de 
la  mécanique  rationnelle,  c'est  précisément,  au 
contraire,  d'être  fondée  sur  quelques  faits  géiié- 
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rauz  y  immédiatement  fournis  pai*  Tobservation , 
et  que  tout  philosophe  vraiment  positif  doit  en* 
visager^  ce  me  semble  y  comme  n'ëtant  suscepti- 
bles d'aucune  explication  quelconque.  Il  est  donc 
certain  qu'on  a  abuse  en  mécanique  de  l'esprit 
analytique ,  beaucoup  plus  encore  qu'en  géomé- 
trie. L'objet  spécial  de  cette  leçon  est.  d'indiquer 
comment,  dans  l'état  actuel  de  la  science,  on  peut 
établir  nettement  son  vérilable  caractère  philoso- 
phique, et  la  dégager  définitivement  de  toute 
influence  métaphysique,  en  distinguant  constam- 
ment le  point  de  vue  abstrait  du  point  de  vue  con- 
cret, et  en  effectuant  une  séparation  exacte  entre 
la  partie  simplement  expérimentale  de  la  science, 
et  la  partie  purement  rationnelle.  D'après  le  but  de 
cet  ouvrage,  un  tel  travail  doit  nécessairement  pré- 
céder les  considérations  générales  sur  la  composi- 
tion effective  de  cette  science,  qui  seront  succes- 
sivement exposées  dans  les  trois  leçons  suivantes. 

Commençons  par  indiquer  avec  précision  l'ob- 
jet général  de  la  science. 

On  a  l'habitude  de  remarquer  d'abord,  et  avec 
beaucoup  de  raison ,  que  la  mécanique  ne  consi- 
dère point ,  non-seulement  les  causes  premières 
des  mouvemens,  qui  sont  en  dehors  de  toute 
philosophie  positive,  mais  même  les  circon- 
stances de  leur  production ,  lesquelles ,  quoique 
constituant  réellement  un  sujet  intéressant  de 
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i-echerches  posilÎ¥es dans  Jes  dÎTerses parties  delà 
physique^   ne  sont  nullement  du  ressort  de  la 
mécanique ,  qui  se  borne  a  enTÎsager  le  mouve- 
ment en  lui-même ,  sans  s'enquérir  de  quelle  ma- 
nière il  a  été  déterminé.  Ainsi  les  Jbrces  iie 
sont  autre  chose^  en  mécanique ,  que  les  moave- 
mens  produits  ou  tendant  à  se  produire;  et  deux 
forces  qui  impriment  à  un  même  corps  la  mémo 
vitesse  dans  la  même   direction  sont  regardées 
comme  identiques^  quelque  diverse  que  puisse 
être  leur  origine,  soit  que  le  mouvement  pro- 
vienne des  contractions  musculaires  d'un  animal , 
ou  de  la  pesanteur  vers  un  centre  attractif^  ou 
du  choc  d'un  corps  quel  conque ,  ou  de  la  dilata- 
tion d'un  fluide  élastique,  etc.  Mais,   quoique 
cette  manière  devoir  soit  heureusement  devenue 
aujourd'hui  tout-à-fait  familière,  il  reste  encore 
aux  géomètres  à  opérer ,  sinon  dans  la  concep- 
tion même,  du  moins  dans  le  langage  habituel^ 
une  reforme  essentielle  pour  écarter  entièrement 
l'ancienne  notion   métaphysique  des  Jbrces,  et 
indiquer  plus  nettement  qu'on  ne  le  fait  encore 
le  véritable  point  de  vue  de  la  mécanique  (i). 

(i)  11  importe  de  remarquer  aussi  que  le  nom  même  de  Li 
science  est  extrêmement  vicieux,  en  ce  qu'il  rappelle  seulement 
une  de  ses  applications  les  plus  secondaires ,  ce  qui  devient  habi- 
tuellement une  source  de  confusion,  qui  oblige  à  ajouter  fré- 
quemment Padjcctif  ra/fo^i^«//«.  dont  la  nfpctition,  quoiqu^in- 
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Cela  posé,  on  peut  caractériser  d'une  manière 
très-prëcise  le  problème  général  de  la  mécanique 
rationnelle.  Il  consiste  à  déterminer  Teffet  que 
produiront  sur  un  corps  donné  différentes  forces 
quelconques  agissant  simultanément ,  lorsqu'on 
connaît  le  mouvement  simple  qui  résulterait 
de  l'action  isolée  de  chacune  d'elles  ;  ou ,  en  pre- 
nant la  question  en  sens  inverse,  à  déterminer  les 
mouvemens  simples  dont  la  combinaison  donne- 
rait lieu  à  un  mouvement  composé  connu.  Cet 
énoncé  montre  exactement  quelles  sont  néces- 
sairement les  domiées  et  les  inconnues  de  toute 
ffUQstion  mécanique.  On  voit  que  l'étude  de  l'ac- 
tion d'une  force  unique  n'est  jamais,  àproprement 
parler,  du  domaine  delà  mécanique  rationnelle, 
où  elle  est  toujours  supposée  connue ,  car  le 
second  problème  général  n'est  susceptible  d'être 
résolu  que  comme  étant  l'inverse  du  premier. 
Toute  la  mécanique  porte  donc  essentiellement 
sur  la  combinaison  des  forces,  soit  que  de  leur 
concours  il  résulte  un  mouvement  dont  il  faut 
étudier  les  diverses  circonstances ,  soit  que  par 
leur  neutralisation  mutuelle  le  corps  se  trouve 


dispensablc ,  est  fastidieuse.  Les  philosophes  allemands  >  pour 
(fvitcr  cet  inconvénient,  ont  crée  la  dénomination  beaucoup  plus 
philosophique  de  phoronomie ,  employée  dans  le  traite  d^Her- 
mann ,  et  dont  l'adoption  générale  serait  très-désirable. 
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dans  un  état  d'équilibre  dont  il  s  agit  de  fixer  les 
conditions  caractéristiques. 

Les  deux  problèmes  généraux ,  Tun  direct^ 
l'autre  inverse,  dans  la  solution  desquels  consiste 
la  science  de  la  mécanique ,  ont,  sous  le  rapport 
des  applications,  une  importance  ^ale ;  car,  tan- 
tôt les  mouvemens  simples  peuvent  être  immédia- 
tement  étudiés  par  Tobservation ,  tandis  que  la 
connaissance  du  mouvement  qui  résultera  de  leur 
combinaison  ne  saurait  être  obtenue  que  par  la 
théorie;  et  tantôt,  au  contraire,  le  mouvement 
composé  peut  seul  être  elTectivement  observé, 
tandis  que  les  mouvemens  simples ,  dont  on  le 
r^rdera  comme  le  produit,  ne  sont  susceptibles 
d'être  déterminés  que  rationnellement.  Ainsi,  par 
exemple,  dans  le  cas  de  la  chute  oblique  des 
corps  pesans  à  la  surface  de  la  terre,  on  connaît 
les  deux  mouvemens  simples  que  prendrait  le 
corps  par  l'action  isolée  de  chacune  des  forces 
dont  il  est  animé,  savoir ,  la  direction  et  la  vitesse 
du  mouvement  uniforme  que  produirait  la  seule 
impulsion,  et  la  loi  d'accélération  du  mouvement 
vertical  varié,  qui  résulterait  de  la  seule  pesan- 
teur; dès-lors,  on  se  propose  de  découvrir  les 
diverses  circonstances  du  mouvement  composé 
produit  par  l'action  combinée  de  ces  deux  forces^ 
c'est-à-dire    de  déterminer    la  trajectoire  que 
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décrira  le  mobile,  sa  direction  ei  sa  vitesse 
acquiseàchaque  instant,  le  temps  qu'il  emploiera 
àparvenir  à  unecertaine  position,  etc.;  on  pourra, 
pour  plus  de  généralité,  joindre  aux  deus  forces 
données  la  résistance  du  milieu  ambiant,  pourvu 
que  la  loi  en  soit  également  connue.  La  mécani- 
que céleste  présente  un  exemple  capital  de  la 
question  inverse,  dans  la  détermination  des  ior- 
ces  qui  produisent  le  mouvement  des  planètes 
autour  du  soleil,  ou  des  satcllit^^s  autour  des  pla- 
nètes. On  ne  peut  alors  connaître  immédiatement 
que  le  mouvement  composé ,  et  c'est  d'après  les 
circonstances  caractéristiques  de  ce  mouvement, 
telles  que  les  lois  de  Kepler  les  ont  résumées, 
qu'il  faut  remonter  aux  forces  élémentaires  dont 
les  astres  doivent  être  conçus  animés  pour  corres- 
pondre aux  mouvemens  effectifs;  ces  forces  uue 
fois  connues,  les  géomètres  peuvent  utilement 
reprendre  la  question  sous  le  point  de  vneopposé, 
qu'il  eût  été  impossible  de  suivre  primitivemeot. 
La  véritable  destination  générale  de  lamécanî- 
queratlonnelle  étant  ainsi  nettement  conçue,  con- 
sidérons maintenant  les  principes  fondamentaux 
sur  lesquels  elle  repose,  et  d'abord  examinons  un 
artifîeephilosophiquedela  plus  haute  importjmcc 
relativement  à  la  manière  dont  les  corps  doivent 
être  envisagés  en  mécanique,  dette  conception 
mérite  d'autant  plus  notre  attention  qu'elle  est 


I 
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encore  habituellement  entourée  d'un  ëpaîs  nuage 
métaphysique  y  qui  en  fait  méconnaître  la  vraie 
nature. 

Il  serait  entièrement  impossible  d'établir  au- 
cune proposition  générale  sur  les  lois  abstraites 
de  l'^uilibi*e  ou  du  mouvement^  si  on  ne  com- 
mençait par  regarderies  corps  comme  absolument 
inertes  y  c'est-à-dire   comme  tout-À-fait  incapa- 
bles de  modifier  spontanément  l'action  des  for- 
ces qui  leur  sont  appliquées.  Mais  la  manière 
dont  cette  conception  fondamentale  est  ordinai- 
rement  présentée  me  semble  radicalement  vi- 
cieuse. D'abord  cette  notion  abstraite ,  qui  n'est 
qu'un  simple  artifice  logique  imaginé  par  l'es- 
prit humain  pour  faciliter  la  formation  de  la  mé- 
canique rationnelle  y  ou  plutôt  pour   la  rendre 
possible ,  est  souvent  confondue  avec  ce  qu'on 
appelle  fort  improprement  la  loi  cTinerUe ,   qui 
doit  être  regardée,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus 
bas  y  comme  un  résultat  général  de  l'observation. 
En  second  lieu  y   le   caractère  de  cette  idée  est 
d'ordinaire  tellement  indécis^  qu'on  ne  sait  point 
exactement  si  ccl  état  passif  des  corps  est  pure- 
ment hypothétique,  ou  s'il  représente  la  réalité  des 
phénomènes  naturels.  Enfin  y  il  résulte  fréquem- 
ment de  cette  indétermination,  que  l'esprit  est 
involontairement  porté  à  regarder  les  lois  généra- 
les de  la  mécanique  rationnelle  comme  étant  par 
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< Jlc$-mémes  exclusivement  applicables  à  ce  que 
nous  appelons  les  corps  bruts  y  tandis  qu'elles  se 
vérifient  nécessairement,  au  contraire,  tout  aussi 
bien  dans  les  corps  organisés,  quoique  leur  appli- 
cation pr^ise  y  rencontre  de  bien  plus  grandes 
difficultés.  Il  importe  beaucoup  de  rectifier  sous 
ces  divers  rapports  les  notions  habituelles. 

Nous  devons  nettement  reconnaître  avant  tout 
(|ue  cet  état  passif  des  corps  est  une  pure  abstrac- 
tion ,  directement  contraire  à  leur  véritable  con- 
stitution. 

Dans  la  manière  de  philosopher  primitivement 
employée  par  l'esprit  humain ,  on  concevait ,  en 
effet  y  la  matière  comme  étant  réellement  par  sa 
nature  essentiellement  inerte  ou  passive ,  toute 
activité  lui  venant  nécessairement  du  dehors , 
sous  l'influence  de  certainsétres  surnaturels  ou  de 
certaines  entités  métaphysiques.  Mais  depuis  que 
la  philosophie  positive  a  commencé  à  prévaloir , 
et  que  l'esprit  humain  s'est  borné  à  étudier  le 
véritable  état  des  choses,  sans  s'enquérir  des  cau- 
ses premières  el  génératrices,  il  est  devenu  évi- 
dent pour  tout  olxservaleur  que  les  divers  corps 
naturels  nous  manifestent  tous  une  activité  spon- 
tanée plus  ou  moins  étendue.  Il  n'y  a  sous  ce  rap- 
()orl,  entre  les  corps  bruts  et  ceux  que  nous  nom- 
mons par  excellence  animes ,  qixede  simpl  es 
différences  de  degrés.  D'abord,  les  progrès  de  la 


55o  PHILOSOPHIE   POSITIVE. 

philosophie  naturelle  ont  pleinement  démontré, 
comme  nous  le  constaterons  spécialement  plus 
tard,  qu'il  n'existe  point  de  matière  vivante  pro- 
prement dite  siu  genet'is  ^  puisqu'on  retrouve 
dans  les  corps  animés  des  élémens  exactement 
identiques  à  ceux  que  présentent  les  corps  ina- 
nimés. De  plus,  il  est  aisé  de  reconnaître  dans 
ces  derniers  une  activité  spontanée  exactement 
analc^e  à  celle  des  corps  vivans,  mais  seulement 
moins  variée.  N'y  eût-il  dans  toutes  les  molécules 
matérielles  d'autre  propriété  que  la  pesanteur, 
cela  suffirait  pour  interdire  à  tout  physicien  de 
les  regarder  comme  essentiellement  passives.  Ce 
serait  vainement  qu'on  voudrait  présenter  les 
corps  sous  un  point  de  vue  entièrement  inerte 
dans  l'acte  de  la  pesanteur,  en  disant  qu'ils  ne 
font  alors  qu'obéir  à  l'attraction  du  globe  terrestre. 
Cette  considération  fût-elle  exacte,  on  n'aurait 
fait  évidemment  que  déplacer  la  difficulté^  en 
transportant  à  la  masse  totale  de  la  terre  l'activité 
refusée  aux  molécules  isolées.  Alais,  de  plus,  on 
voit  clairement  que,  dans  sa  chute  vers  le  centre 
de  notre  globe ,  uu  corps  pesant  est  tout  aussi 
actif  que  la  terre  elle-même ,  puisqu'il  est  prouvé 
que  chaque  molécule  de  ce  corps  attire  une  par- 
tie équivalente  de  la  terre  tout  autant  qu  elle  en 
est  attirée,  quoique  cette  dernière  attraction  pro- 
duise seule  un  eifet  sensible,  à  raison  de  l'immense 
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inëgalilé  des  deux  masses.  Enfin ,  dans  une  foule 
d'autres  phénomènes  également  universels,  ther- 
mologiques,  électriques ,  ou  chimiques ,  la  ma* 
tièrc  nous  présente  évidemment  une  activité 
spontanée  très- variée ,  dont  nous  ne  saurions 
plus  la  concevoir  entièrement  privée.  Les  corps 
vivans  ne  nous  offrent  réellement  à  cet  ^ard 
d'autre  caractère  particulier  que  de  manifester, 
outre  tous  ces  divers  genres  d'activité ,  quelques- 
uns  qui  leur  sont  propres ,  et  que  les  physiolo- 
gistes tendent  d'ailleurs  de  plus  en  plus  à  envi- 
sager comme  une  simple  modification  des  précé- 
dens.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  incontestable  que 
l'état  purement  passif,  dans  lequel  les  corps  sont 
considérés  en  mécanique  rationnelle,  présente, 
sous  le  point  de  vue  physique,  une  véritable  ab- 
surdité. 

Examinons  maintenant  comment  il  est  possible 
qu'une  telle  supposition  soit  employée  sans  aucun 
inconvénient  dans  l'établissement  des  lois  ab- 
straites de  l'équilibre  et'du  mouvement,  qui  n'en 
seront  pas  moins  susceptibles  ensuite  d'être  con- 
venablement appliquées  aux  corps  réels.  Il  suffit  ^ 
pour  cela,  d'avoir  égard  à  l'importante  remarque 
préliminaire  rappelée  ci-dessus ,  que  les  mouve- 
mens  sont  simplement  considérés  en  eux-mêmes 
dans  la  mécanique  rationnelle ,  sans  aucun  ^ard 
ati  mode  quelconque  de  leur  production.  De  là 


55a  PHILOSOPHIE   POSITIVE. 

résulie  évidemment,  pour  me  conformer  au  lan- 
gage adopté,  la  faculté  de  remplacer  à  voloulé 
tonte  force  par  une  autre  d'une  nature  quelcon- 
que, pourvu  qu'elle  soit  capable  d'imprimer  au 
corps  exactement  le  même  mouvement.  D'après 
cette  considération  évidente,  on  conçoit  qu'il  est 
possible  de  faire  abstraction  des  diverses  forces 
qui  sont  réellement  inhérentes  aux  corps  ,  et  do 
regarder  ceux-ci  comme  seulement  sollicités  par 
des  forces  extérieures,  puisqu'on  pourra  substi- 
tuer à  ces  forces  intérieures  des  forces  extérieures 
mécaniquement  équivalentes.  Ainsi,  par  exemple, 
quoique  tout  corps  soit  nécessairement  pesant, 
et  que  nous  ne  puissions  même  concevoir  réelle- 
ment un  corps  qui  ne  le  serait  pas ,  les  géomètres 
considèrent,  dans  la  mécanique  abstraite,  les 
corps  comme  élant  d'abord  entièrement  dépouil- 
lés de  cette  propriété,  qui  est  implicitement 
comprise  au  nombre  des  forces  extérieures,  si 
l'on  a  envisagé,  comme  il  convient ,  un  système 
de  forces  tout-à-fait  quelconque.  Que  le  corps, 
dans  sa  chute,  soit  mû  par  une  attraction  in- 
terne ,  ou  qu'il  obéisse  à  une  simple  impulsion 
extérieure ,  cela  est  indifférent  pour  la  mécani- 
que ratiomielle ,  si  le  mouvement  effectif  se  trouve 
tihe  exactement  identique,  ei  l'on  pourra  par  con- 
séquent adopter  de  préférence  la  dernière  concep- 
tion. Il  en  est  nécessairement  ainsi  relativement 
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à  toute  autre  propriété  naturelle  ,  qu'il  sera 
toujours  possible  de  remplacer  par  la  supposition 
d'une  action  externe^  consti*uitede  manière  à  pro- 
duire le  même  mouvement,  ce  qui  permettra  de 
se  représenter  le  corps  comme  purement  passif; 
seulement  y  à  mesure  que  Tobservation  ou  Tex- 
périence  feront  connaître  avec  plus  de  précision 
les  lois  de  ces  forces  intérieures ,  il  faudra  tou- 
jours modifier  en  conséquence  le  système  des 
forces  extérieures  qu'on  leur  substitue  hypothé- 
tiquement,  ce  qui  conduira  souvent  à  une  très- 
grande  complication.  Ainsi ,  par  exemple,  l'ob- 
servation ayant  appris  que  le  mouvement  vertical 
d'un  corps  en  vertu  de  sa  pesanteur  n'est  point 
uniforme,  mais  continuellement  accéléré,  on  ne 
pourra  point  l'assimiler  à  celui  qu'imprimerait  au 
cor[)S  une  impulsion  unique  dont  l'action  ne  se 
renouvellerait  plus,  puisqu'il  en  résulterait  évi- 
demment une  vitesse  constante:  on  sera  donc 
obligé  de  concevoir  le  corps  comme  ayant  reçu 
successivement,  a  des  intervalles  de  temps  infini- 
ment petits,  une  série  infinie  de  chocs  infiniment 
{)otits^  tels  que,  la  vitesse  produite  par  chacun 
s'ajoutant  d'une  manière  continue  à  celle  qui 
résulte  de  l'ensemble  des  précédens,  le  mouve- 
ment effectif  soit  indéfiniment  varié;  et  si  l'ex pé- 
rience prouve  que  l'accélération  du  mouvement 
<*st  uniforme ,  on  supposera   tous  ces  chocs  suc- 
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cessiis  constamment  égaux  entre  eux  :  dans  tout 
autre  cas,  il  faudra  leur  supposer,  soit  pour  la 
direction^  soit  pour  l'intensité,  une  relation 
exactement  conforme  à  la  loi  réelle  de  la  varia- 
tion du  mouvement i  mais,  h  ces  conditions,  il 
est  clair  que  la  substitution  sera  toujours  pos- 
sible. 

U  serait  inutile  (finsister  beaucoup  pour  faire 
sentir  l'indispensable  nécessité  de  supposer  les 
corps  dans  cet  état  complètement  passif,  où  l'on 
n'a  plus  à  considérer  que  les  forces  extérieures 
qui  leur  sont  appliquées,  aBn  d'établir  les  lois 
abstraites  de  l'équilibre  et  du  mouvement.  On 
conçoit  que  s'il  fallait  d'abord  tenir  compte  de  la 
modification  quelconque  que  le  corps  peut  impri- 
mer, en  vertu  de  ses  forces  naturelles,  à  l'actioa 
de  chacune  de  ces  puissances  extérieures,  on  ne 
pourrait  établir,  en  mécauique  rationnelle,  la 
moindre  proposition  générale,  d'autant  plus  que 
cette  modiGcatton  est  loin,  dans  la  plupart  des  cas  , 
d'être  exactement  connue.  Ce  n'est  donc  qu'en 
commençant  par  en  faire  totalement  abstraction, 
pour  ue  penser  qu'à  la  réaction  des  forces  les  unes 
sur  les  autres,  qu'il  devient  possible  de  fonder 
une  mécanique  abstraite,  de  laquelle  on  passera 
ensuiteàla  mécanique  concrète,  en  restituant  aux 
corps  leurs  propriétés  actives  naturelles ,  primi- 
tivement écartées.  Celte  restitution  constitue,  en 
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effet,  la  principale  ililficullë  qu'on  éprouve  pour 
opérer  la  transition  de  l'abstiait  au  concret  en 
naccauique,  difTicullc  ijai  limite  singulièrement 
dans  la  réalité  les  applications  importautes  de 
cette  science,  dont  le  domaiue  Uiéorique est ,  en 
lui-même,  nécessairement  indéfini.  Afin  de  don- 
ner Une  idée  de  la  portée  de  cet  obstacle  fonda- 
mental ,  on  peut  dire  que,  dans  l'état  actuel  de 
lascience  mathématique,  il  n'ya  vraiment  qu'une 
seule  propriété  naturelle  et  générale  des  corps 
dont  nous  sachions  tenir  compte  d'une  manière 
convenable,  c'est  la  pesanteur,  soit  terrestre,  soit 
universelle;  et  encore  faut-il  supposer,  dans  ce 
dernier  cas,, que  la  forme  des  corps  est  suffisam- 
ment simple.  Mais  si  cette  propriété  se  complique 
de  quelques  autres  circonstances  physiques, 
comme  la  résisiauce  des  milieuic ,  les  frotte- 
mens,  etc.,  si  même  les  corps  sont  seulement  sup- 
posés it  l'élat  fluide ,  ce  n'est  encore  que  fort  im- 
parfaitement  qu'on  est  parvenu  jusqu'ici  à  en 
apprécier  l'influence  dans  les  phénomènes  méca- 
niques. Â  plus  forte  raison  nous  est-il  impossible 
de  prendre  en  considération  les  propriétés  élec- 
triques ou  chimiques ,  et ,  bien  moins  encore ,  les 
propriétés  physiologiques.  Âiisai  les  grandes  ap- 
plications de  la  mécanique  rationndli!  aont-elles 
réellement  bornées  jusqu'ici  aux  seuls  phénomâ- 
nes  célestes,  et  même  i  ceux  df-  notre  système 
TOMi;  I.  38 
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solaire ,  où  il  suffit  d'avoir  uniquement  égard  à 
une  gravitation  générale,  dont  la  loi  est  simple  et 
bien  déterminée,  et  qui  pi*ésente  néanmoins 
des  difficultés  qu'on  ne  sait  point  encore  sur- 
monter complètement,  lorsqu'on  veut  tenir  un 
compte  exact  de  toutes  les  relations  secondaires 
susceptibles  d'effets  appréciables.  On  conçoit  par 
là  à  quel  degré  les  questions  doivent  se  com- 
pliquer quand  on  passe  à  la  mécanique  terrestre, 
dont  la  plupart  des  phénomènes ,  même  les  plus 
simples,  ne  comporteront  probablement  jamais, 
vu  la  faiblesse  de  nos  moyens  réels,  une  étude 
purement  rationnelle  et  pourtant  exacte  d'après 
les  lois  générales  de  la  mécanique  abstraite ,  quoi* 
que  la  connaissance  de  ces  lois,  d'ailleurs  évi- 
demment indispensable ,  puisse  souvent  conduire 
à  des,indications  importantes. 

Après  avoir  expliqué  la  véritable  nature  de  la 
conception  fondamentale  relative  à  l'état  dans 
lequel  les  corps  doivent  être  supposés  en  méca- 
nique rationnelle ,  il  nous  reste  à  considérer  les 
faits  généraux  ou  les  lois  physiques  du  moupefnent 
qui  peuvent  fournir  une  base  réelle  aux  théories 
dont  la  science  se  compose.  Celte  importante  ex- 
position est  d'autant  plus  indispensable ,  que , 
comme  je  l'ai  indiqué  ci-dessus,  depuis  quon 
s'est  écarté  de  la  route  suivie  par  Newton,  on  a 
complètement  méconnu  le  vrai  caractère  de  ces 
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lois ,  dont  la  notion  ordinaire  est  encore  essentiel- 
lement métaphysique. 

Les  luis  fondamentales  du  mouvement  me  sem- 
blent pouvoir  être  réduites  à  trois,  qui  doivent 
être  envisagées  comme  de  simples  résultats  de 
l'observation,  dont  il  estabsurdede  vouloir  établir 
a  priori  la  réalité ,  bien  qu'on  l'ail  tenté  fréquem- 
ment. 

La  première  loi  est  celle  qu'on  désigne  fort  mal 
à  propos  sous  le  nom  de  loi  d'inertie.  Elle  a  été 
découverte  par  Kepler.  Elle  consiste  propre- 
ment en  ce  que  tout  mouvement  est  naturelle- 
ment rectiligne  et  uniforme  ,  c'est-à-dire  que  tout 
corps  soumis  à  l'action  d'une  force  unique  quel- 
conque ,  qui  agit  sur  lui  instantanément,  se  meut 
constamment  en  ligne  droite  et  avec  une  vitesse  in- 
variable- L'influence  de  l'esprit  métaphysique  se 
manifeste  particulièrement  dans  la  manière  dont 
cette  toi  est  communément  présentée.  Au  lieu  de 
se  borner  à  la  regarder  comme  un  fait  observé ,  on 
a  prétendu  la  démontrer  absti'aitement,  par  une 
application  du  principe  de  la  i-aison  suffisante  , 
qui  n'a  pas  la  moindre  solidité.  En  effet,  pour  ex- 
pliquer ,  par  exemple,  la  nécessité  du  mouvement 
rectiligne,  on  dit  que  le  corps  devait  suivre  la 
ligne  droite  ,  parce  qu'il  n'y  a  pas  de  raison  pour 
qu'il  s'écane  d'un  côté  plutôt  que  d'un  autre  de 
sa  direction  primitive.  Il  est  aisé  de  constater  l'iu- 
38. 
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validité  radicale  cl  même  rinsigniftance  complète 
d'une  telle  argumentation.   Dahottl,    comment 
pourrions-nous  être  assurés  yaV/zi^T"  a  pas  de  rai- 
son pour  que  le  corps  se  dévie?  que  pouvons-nous 
savoir  à  cet  égard,  autrementquepar  Texpérience? 
I^iCs  considérations  a  priori  fondées  sur  la  nature 
des  choses  ne  nous  sont-elles  pas  complètement 
et  nécessairement  interdites  en  philosophie  posi-» 
tive  ?  D  ailleurs  un  tel  principe ,  même  quand  on 
ladmettraity  ne  comporte  par  lui-même  qu'une 
application  vague  et  arbitraire.  Car,  à   lorigine 
du  mouvement ,  c'csl-à-dire  à  l'instant  même  où 
l'argument  devrait  être  employé,  il  est  clair  que 
1;î  trajectoire  du  corps  n'a  point  encore  de  carac- 
tère géométrique  déterminé  ,  et  que  c'est  seule- 
ment après  que  le  corps  a  parcouru  un  certain 
espace  qu'on  peut  constater  quelle  ligne  il  décrit. 
Il  est  évident,  par  la  géométrie,  que  le  mouve- 
ment initial ,  au  lieu  d'être  regardé  comme  rec- 
tiligne,  pourrait  être  indifféremment  supposé 
circulaire,  parabolique,  ou  suivant  toute  autre 
ligne  tangente  à  la  trajectoire  effective ,  en  sorte 
que  la  même  argumentation  répétée  pour  cha- 
cune de  ces  lignes ,  ce  qui  serait  tout  aussi  légi- 
time,  conduirait  à  une  conclusion  absohiment 
indéterminée.  Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  un 
tel  raisonnement,  on  ne  tardera  pas  à  reconnaître 
que,  comme  toutes  les  prétendues  explications 


métaphysiques  9  il  se  réduit  f ëell,eq^ent  à  répéter 
en  termes  abstraits  le  fait  lui-même ,  et  h  dire 
que  les  corps  ont  une  tendance  naturelle  à  'se 
mouvoir  en  ligne  droite ,  ce  qui  était  précisément 
la  proposition  à  établir.  L'insignifiance  de  ces 
considérations  v<igues  et  arbitraires  finira  par  de- 
venir palpable  si  l'on  remarque  que,  par  suite 
de  semblables  argumens,  les  philosophes  de  lan- 
tiquité,  et  particulièrement  Âristote,  avaient, 
au  contriure,  regardé  le  mouvement  circul^re 
comme  naturel  aux  astres  ,  en  ce  qu'il  est  le  plus 
parfait  de  tous  y  conception  qui  n'est  paiement 
que  renonciation  abstraite  d'un  phénomène  mal 
analysé. 

Je  me  suis  borné  à  indiquer  la  critique  des 
raisonnemens  ordinaires  relativement  à  la  pre- 
mière partie  de  la  loi  d'inertie.  On  peut  faire  des 
remarques  parfaitement  analogues  au  sujet  de  la 
seconde  partie ,  qui  concerne  l'invariabilité  de  la 
vitesse ,  et  qu'on  prétend  aussi  pouvoir  démon- 
trer abstraitement ,  en  se  bornant  à  dire  qu'il  n'y 
a  pas  de  raison  pour  que  le  corps  se  meuve  jamais 
plus  lentement  ou  plus  rapidement  qu'à  l'origine 
du  mouvement. 

Ce  n'est  donc  point  sur  de  telles  considérations 
qu'on  peut  solidement  établir  une  loi  aussi  im- 
portintc  9  qui  est  un  des  fondemens  nécessaires 
de  toute  la  mécanique  rationnelle.  Elle  nesaurait 
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avoir  de  réalité  qu'autant  qu'on  la  conçoit  comme 
basée  sur  l'observation.  Mais,  sous  ce  point  de 
vue,  l'exactitude  en  est  évidente  d'après  les  faits  les 
plus  communs.  Noos  avons  continuellement  oc- 
casion de  reconnaître  qu'un  corps  animé  d'une 
force  unique  se  meut  constamment  en  ligne  droite  ; 
et  9  s'il  se  dévie ,  nous  pouvons  aisément  consta- 
ter que  cette  modification  tient  à  l'action  simul- 
tanée de  quelque  autre  force,  active  ou  passive  : 
enfin  les  mouvemens  curvilignes  eux-mêmes  nous 
montrent  clairement ,  par  les  phénomènes  variés 
dus  à  ce  qu'on  appelle  la  Jbrce  centrifuge^  que 
les  corps  conservent  constamment  leur  tendance 
naturelle  à  se  mouvoir  eu  ligne  droite.  Il  n'y  a 
pour  ainsi  dire  aucun  phénomène  dans  la  nature 
qui  ne  puisse  nous  fournir  une  vérification  sensible 
de  cette  loi,  sur  laquelle  est]en  partie  fondée  toute 
l'économie  de  1  univers.  Il  en  est  de  même  relati- 
vement à  l'uniformité  du  mouvement.  Tous  les 
faits  nous  prouvent  que,  si  le  mouvement  primi- 
tivement imprimé  se  ralentit  toujours  graduelle- 
ment et  finit  par  s'éteindre  entièrement,  cela  pro- 
vient des  résistances  que  les  corps  rencontrent 
sans  cesse ,  et  sans  lesquelles  l'expérience  nous 
porte  à  penser  que  la  vitesse  demeurerait  indéfi- 
niment constante,  puisque  nous  voyons  augmen- 
ter sensiblement  la  durée  de  ce  mouvement  à 
mesure  que  nous  diminuons  l'intensité  de  ces  obs- 
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tacics.  On  sait  que  le  simple  mouvemenl  d'un 
pendule  ccarléde  la  verticale,  qui ,  dans  les  cir- 
constances ordinaires,  se  maintient  i  peine  pen- 
dant quelques  minutes  ,  a  pu  se  prolooger  jus- 
qu'à plus  de  trente  heures  ,  en  diminuant  autant 
que  possible  le  frottement  au  point  de  la  suspen- 
sion, et  faisant  osciller  le  corps  dans  un  vide  très- 
approché,  lors  des  espérieiices  de  Borda  à 
l'Observatoire  de  Paris  pour  déterminer  la  lon- 
gueur du  pendule  à  secondes  par  rapport  aumétre. 
Lesgéomètrescitentaussiavcc  beaucoup  déraison, 
comme  une  preuve  manifeste  de  la  tendance  na- 
turelle des  corps  à  conserver  indéfiniment  leur 
vitesse  acquise,  l'invariabilité  rigoureuse  qu'on 
remarque  si  clairement  dans  les  mouvemens  cé- 
lestes, qui,  s'exécutantdansun  milieu  d'tinerarelé 
extrême  ,  se  trouvent  dans  les  circonstances  les 
plus  favorables  à  une  parfaite  observation  de  la 
lui  d'inertie  ,  et  qui,  en  effet,  depuis  vingt  siè- 
cles qu'on  les  étudie  avec  quelque  exactitude,  ne 
nous  présentent  point  encore  la  moindre  altéra- 
tion certaine ,  quant  A  la  durée  des  rotations ,  ou 
à  celle  des  révolutions,  quoique  la  suite  des  temps 
et  le  perfectionnement  de  nosmoyens  d'apprécia- 
tion doivent  probablement  nousdévoîler  un  jour 
quelques  variations  encore  inconnues. 

Nous  devons  donc  regarder  comme  une  grande 
loi  de  la  nature  celte  tendance  spontanée  de  tous 
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Ie8  corps  à  se  mouvoir  en  ligne  droite  et  avec  une 
vitesse  constante.  Vu  la  confusion  extrême  des 
idées  communes  relativement  à  ce  premier  prin- 
cipe fondamental  ;  il  peut  être  utile  de  remarquer 
expressément  ici  que  cette  loi  naturelle  est  tout 
aussi  applicable  aux  corps  vivans  qu'aux  corps 
inertes  pour  lesquels  on  la  croit  souvent  exclusive- 
ment établie.  Quelle  que  soit  l'origine  de  l'im- 
pulsion qu'il  a  reçue^  un  corps  vivant  tend  à  per- 
sister ,  comme  un  corps  inerte ,  dans  la  direction 
de  son  mouvement  ^  et  à  conserver  sa  vitesse  ac- 
quise :  seulement  il  peut  se  développer  en  lui  des 
forces  susceptibles  de  modifier  ou  de  supprimer 
ce  mouvement,  tandis  que,  pour  les  autres  corps, 
ces  modifications  sont  exclusivement  dues  à  des 
agens  extérieurs.  Mais ,  dans  ce  cas  même ,  nous 
pouvons  acquérir  une  preuve  directe  et  person- 
nelle de  l'imiversalité  de  la  loi  d'inertie ,  en  con- 
sidérant l'effort  très-sensible  que  nous  sommes 
obligés  de  faire  pour  changer  la  direction  ou  la 
vitesse   de    notre    mouvement  effectif,   à    tel 
point,  que  lorsque  ce  mouvement  est  très-rapide, 
il  nous  est  impossible  de  le  modifier   ou  de  le 
suspendre  c\  l'instant  précis  où  nous  le  désire- 
rions. 

La  seconde  loi  fondamentale  du  mouvement 
est  due  à  Newton.  £lle  consiste  dans  le  principe 
de  réalité  constante  et  nécessaire  entre  l'action 
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et  la  réaction  ;  c'estrà-dire  y  que  toutes  les  fois 
qu^un  corps  est  mû  par  un  autre  d'une  manière 
quelconque ,  il  exerce  sur  lui ,  en  sens  inverse^ 
une  réaction  telle,  que  le  second  perd,  en  raison  des 
masses ,  une  quantité  de  mouvement  exactement 
^le  à  celle  que  le  premier  a  reçue.  On  a  essayé 
quelquefois  d'établir  aussi  a  prier î y  ce  théorème 
général  de  philosophie  naturelle,  qui  n'en  est  pas 
plus  susceptible  que  le  précédent.  Mais  il  a  été 
beaucoup  moins  le  sujet  de  considératioqs  so- 
phistiques ,  et  presque  tous  les  géomètres  s'accor-^ 
dent  maintenant  à  le  regarder  d  après  Newton 
comme  un  simple  résultat  de  l'observation  f 
ce  qui  me  dispense  ici  de  toute  discussion  ana** 
logue  à  celle  de  la  loi  d'inertie.  Cette  égalité 
dans  l'action  réciproque  des  corps  se  manifeste 
dans  tous  les  phénomènes  naturels^  soit  que  les 
corps  agissent  les  uns  sur  les  autres  par  impulsion, 
soit  qu'ils  agissent  par  attraction  ;  il  serait  superflu 
d'en  citer  ici  des  exemples.  Nous  avons  même 
tellement  occasion  de  constater  cette  mutualité 
dans  nos  observations  les  plus  communes ,  que 
nous  ne  saurions  plus  concevoir  un  corps  agissant 
sur  un  autre ,  sans  que  celui-<n  réagisse  sur  lui. 

Je  crois  devoir  seulement  indiquer,  dès  ce  mo- 
ment, au  sujet  de  cette  seconde  loi  du  mouve-* 
ment  ^  une  remarque  qui  me  semble  importante  > 
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et  qui  d'ailleurs  sera  convenablement  développée 
dans  la  dix-septième  leçon.  Ellle  consiste  cm  ce  que 
le  câébre  principe  de  d'ÂleDal)ert  >  d'après  lequel 
on  parvient  à  transformer  si  heureusement  toutes 
les  questions  de  dynamique  en  simples  questions 
de  statique ,  n'est  vraiment  autre  chose  que  la  gé- 
néralisation complète  de  la  loi  de  Newton ,  éten- 
due à  un  système  quelconque  de  forces.  Ce  prin- 
cipe en  effet  coïncide  évidemment  avec  celui 
de  réalité  entre  l'action  et  la  réaction ,  lorsqu'on 
ne  considère  que  deux  forces.  Une  telle  corréla- 
tion permet  de  concevoir  désormais  la  proposi- 
tion générale  de  d'Âlembert  comme  ayant  une 
base  expérimentale  y  tandis  qu  elle  n'est  commu- 
nément établie  jusqu'ici  que  sur  des  considéra- 
tions abstraites  peu  satisfaisantes. 

La  troisième  loi  fondamentale  du  mouvement 
me  paraît  consister  dans  ce  que  je  propose  d'ap- 
peler le  principe  de  l'indépendance  ou  de  la 
coexistence  des  mouvemcns ,  qui  conduit  immé- 
diatement à  ce  qu'on  appelle  vulgairement  la  com- 
position des  forces.  Galilée  est,  à  proprement  par- 
ler, le  véritable  inventeur  de  cette  loi ,  quoiqu'il 
ne  l'ait  point  conçue  précisément  sous  la  ibrme 
que  je  crois  devoir  préférer  ici.  Considérée  sous 
le  point  de  vue  le  plus  simple  y  elle  se  réduit  à  ce 
fait  général,  que  tout  mouvement  exactement 
commun  à  tous  les  corps  d'un  système  quelcon- 
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que  n'altère  point  les  mouvemens  particuliers  de 
ces  diâërens  corps  les  uns  à  l'égard  des  autres, 
mouvemens  qui  continuent  à  s'exécuter  comme 
si  l'ensemble  du  système  ëtait  immobile.  Pour 
énoncer  cet  important  principe  avec  une  préci- 
sion rigoureuse,  qui  n'exige  plus  aucune  restric- 
tion ,  il  faut  concevoir  que  tous  les  points  du  sys- 
tème décrivent  à  la  fois  des  droites  parallèles  et 
^ales,  et  considérer  que  ce  mouvement  général , 
avec  quelque  vitesse  et  dans  quelque  direction 
qu'il  puisse  avoir  lieu,  n'affectera  nullement  les 
mouvemens  relatifs. 

Ce  serait  vainement  qu'on  tenterait  d'établir 
par  aucune  idée  a  priori  cette  grande  loi  fonda- 
mentale, qui  n'en  est  pas  plus  susceptible  que 
lesdeux  précédentes.  On  pourrait,  tout  au  plus, 
concevoir  que  si  les  coips  du  système  sont  entre 
cui  à  l'état  de  repos,  ce  déplacement  commun,  qui 
ne  change  évidemment  ni  leurs  distances  ni  leurs 
situations  respectives,  ne  saurait  altérer  cette  im- 
mobilité relative  :  encore  même,  l'ignorance  abso- 
lue où  nous  sommes  nécessairement  de  la  nature 
intime  des  corps  et  des  pbéuomèncs,  ne  nous 
permet  poiutd'affirmer  rationnellement,  avec  une 
sécurité  parfaite,  que  l'introduction  de  cette  cir- 
constance nouvelle  ne  modi6ci-a  pas  d'une  ma- 
nière inconnue  les  conditions  primitives  du  sys- 
tème. Mais  l'insuffisance  d'une  telle  argumentation 


566  PHlLOSOPlilS    POSITIVE. 

devient  surtout  sensible  quand  on  essaie  de 
l'appliquer  au  cas  le  plus  étendu  et  le  plus  impor- 
tant y  à  cdlui  où  les  difierens  oorps  du  système 
sont  eu  mouvement  les  uns  à  l'^rd  des  autres. 
En  s  attachant  à  faire  abstraction^  aussi  comjdë- 
tement  que  possible  >  des  observations  si  connues 
ot  si  variées  qui  nous  font  reconnaître  alors 
l'exactitude  physique  de  ce  principe ,  il  sera  facile 
de  constater  qu'aucune  considération  rationnelle 
ne  nous  donne  le  droit  de  conclure  a  priori  que 
le  mouvement  général  ne  fera  naître  aucun  chan- 
gement dans  les  mouvemens  particuliers.  Gela  est 
teUemcnt  vrai^  que  lorsque  Galilée  a  exposé  pour 
la  première  fois  cette  grande  loi  de  la  nature ,  il 
s'est  élevé  de  toutes  parts  une  foule  d'objections 
a  priori  tendant  à  prouver  l'impossibilité  ra- 
tionnelle d'une  telle  proposition ,  qui  n'a  été  una- 
nimement admise  y  que  lorsqu'on  a  abandonné  le 
point  de  vue  logique  pour  se  placer  au  point  de 
vue  physique. 

G'cst  donc  seulement  comme  un  simple  résultat 
général  de  l'observation  et  de  l'expérience  que 
cette  loi  peut  être  eu  effet  solidement  établie. 
Mais,  ainsi  considérée,  il  est  évident  qu'aucune 
proposition  de  philosophie  naturelle  n'est  fondée 
sur  des  observations  aussi  simples ,  aussi  diverses, 
aiissi  multipliées,  aussi' faciles  à  vérifier.  Il  ne 
s'opère  point  dans  le  monde  réel  un  seul  phéno- 
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mène  dynamique  qui  n'en  puisse  offrir  une  preuve 
xeiisiblc;  et  toute  l'économie  de  l'univers  serait 
évidemment  bouleversée  de  fond  en  comble,  si 
on  supposait  que  celte  loi  n'existât  plus.  C'est 
aiusi .  par  exemple ,  que  dans  le  mouvemeut  gé- 
néral d'un  vaisseau ,  quelque  rapide  qu'il  puisse 
être  et  suivant  quelque  direction  qu'il  ait  lieu, 
les  mouvemeos  relatifs  continuent  à  s'exécuter, 
sauf  les  altératîous  provenant  du  roulis  et  du  tan- 
f^age,  exactement  comme  si  le  vaisseau  était  im- 
mobile ,  ea  se  composantaveclc  mouvement  total 
pour  un  observateur  qui  n'y  participerait  pas.  De 
même ,  nous  voyons  continuellement  le  déplace- 
ment généra)  d'un  foyer  chimique ,  ou  d'un  corps 
vivant,  n'affecter  en  aucune  manière  les  mouve- 
mens  intnnesqui  s'y  exe'catent.  C'est  ainsi  sur- 
tout, poui'citer  l'exemple  le  plus  important,  que 
le  mouvement  du  globe  terrestre  ne  trouble  nul- 
lement les  phcnomànes  mécaniques  qui  s'opèi-cnt 
à  sa  surface  ou  dans  son  intérieur.  On  sait  que 
l'ignorance  de  celte  troisi^e  loi  du  mouvement 
a  été  précisément  leprincipal  obstacle  scientifique 
qui  s'est  opposé  pendant  si  long-temps  à  l'établis- 
sement delà  tbéoi'ic  de  Copernic,  contie  laquelle 
nue  telle  considération  préscnlait  alors,  en  effet, 
des  objuctioUs  insuraionlabtes,  dont  les  coper- 
uiciens  n'avaient  essayé  de  se  dégager  que  par  de 
vaincs  subtilités  métaphysiques  avant  la  dëcou- 
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verte  de  Galil^.  Mais,  depuis  que  le  mouyement 
de  la  terre  a  été  universellement  reconnu ,  les 
géomètres  l'ont  présenté ,  avec  raison ,  comme  of- 
frant lui-même  une  confirmation  essentielle  de 
la  réalité  de  cette  loi.  Laplace  a  proposé  à  ce  sujet 
une  considération  indirecte  fort  ingénieuse,  que 
je  crois  ulile  d'indiquer  ici^  parce  qu'elle  nous 
montre  le  principe  de  l'indépendance  des  mou- 
vemens  sous  la  vérification  d'une  expérience  con- 
tinuelle et  très-sensible.  Elle  consiste  à  remar- 
quer que  »  si  le  mouvement  général  de  la  terre 
pouvait  altérer  en  aucune  manière  lesmouvemens 
particuliers  qui  s'exécutent  à  sa  surface ,  cette 
altération  ne  saurait  évidemment  être  la  même 
pour  tous  ces  mouvemens  quelle  que  fût  leur  di- 
rection y  et  qu'ils  en  seraient  nécessairement 
diversement  affectés  suivant  l'angle  plus  ou  moins 
grand  que  ferait  cette  direction  avec  celle  du 
mouvement  du  globe.  Ainsi ,  par  exemple ,  le  mou- 
vement oscillatoire  d'un  pendule  devrait  alors 
nous  présenter  des  différences  très-considérables 
selon  1  azimuth  du  plan  vertical  dans  lequel  il 
s'exécute^  et  qui  lui  donne  une  direction  tantôt 
conforme,  tantôt  contraire,  et  fort  in^alement 
contraire ,  à  celle  du  mouvement  de  la  terre; 
tandis  que  l'expérience  ne  nous  manifeste  jamais^ 
à  cet  ^ard,  la  moindre  variation,  même  en  me- 
siu^nt  le  phénomène  avec  l'extrême  précision  que 
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i;omporte .  sous  ce  rapport ,   l'état  actuel  de  nos 
moyens  d'observation. 

Afin  de  prévenir  toute  interprétation  inexacte 
et  toute  applicaliou  vicieuse  de  la  troisième  loi 
du  mouvement ,  il  importe  de  remarquer  que  , 
par  sa  nature",  elle  n'est  relative  qu'aux  mouve- 
mens  de  translation,  et  qu'on  ne  doit  jamais  !*ë- 
lendre  à  aucun  mouvement  de  rotation.  Les  mou- 
vemens  de  translation  sont  évidemment ,  en  ef- 
fet, les  seuls  qui  puissent  être  rigoureusement 
communs,  pour  le  degré  aussi  bien  que  pour  la 
■  lirection,  à  toutes  les  diverses  parties  d'un  sys- 
tème quelconque.  Cette  exacte  parité  ne  saurait 
jamais  avoir  lieu  quand  il  s'agit  d'un  mouve- 
ment de  rotation  ,  qui  présente  toujours  néces- 
sairement des  inégalités  entre  les  diverses  parties 
du  système,  suivant  qu'elles  sont  plus  ou  moins 
éloignées  du  centre  de  la  rolalion.  C'est  pour- 
quoi tout  mouvement  de  ce  genre  tend  constam- 
ment à  altérer  l'état  du  système,  et  l'altère  en 
effet  si  les  conditions  de  liaison  entre  les  diverses 
parties  ne  constituent  pas  une  résistance  suffi- 
sante. Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  d'un  vais- 
seau ,  ce  n'est  pas  le  mouvement  général  de 
progression  qui  peut  troubler  les  mouvemens 
particuliers  ;  le  dérangement  n'est  dû  qu'aux  ef- 
fets secondaires  du  roulis  et  du  tangage  ,  qui  sont 
des  mouvemens  de  rotation.  Qu'une  montre  soit 
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simplement  transportée  dans  mie  direction  quel- 
conque avec  autant  de  rs^idité  qu'où  Tondni, 
mais  sans  tourner  nullement ,  elle  n  en  sera  ja- 
mais affectée;  tandis  qu'un  médiocre  mouvement 
de  rotation  suffira  seul  pour  déranger  prompte- 
ment  sa  marche  •  La  différence  entre  ces  deuxeffets 
deviendrait  surtout  sensible ,  en  répétant  l'expé- 
rience sur  un  corps  vivant.  Enfin  ,  c'est  par  suite 
d'une  telle  distinction,  que  nous  ne  saurions  avoir 
aucun  moyen  de  constater,  par  des  phénomènes 
purement  terrestres  y  la  réalité  du  mouvement  de 
translation  de  la  terre ,  qui  n'a  pu  être  décou- 
vert que  par  des  observations  célestes  ;  tandis  que, 
relativement  à  son  mouvement  de  rotation,  il  dé- 
termine nécessairement  h  la  surface  de  la  terre , 
vu  l'in^alité  de  force  centrifuge  entre  les  diffé- 
rons points  du  globe ,  des  phénomènes  très-sen- 
sibles, quoique  peu  considérables  9  dont  l'analyse 
pourrait   suffire   pour     démontrer,     indépen- 
damment de  toute  considération  astronomique, 
l'existence  de  cette  rotation. 

Le  principe  de  l'indépendance  ou  de  la  coexis- 
tence des  mouvemcns  étant  une  fois  établi ,  il 
est  facile  de  concevoir  qu'il  conduit  immédiate- 
ment h  la  règle  élémentaire  ordinairement  usitée 
pour  ce  qu'on  appelle  la  composition  desjbrces, 
qui  n'est  vraiment  autre  chose  qu'une  nouvelle 
manière  de  considérer  et  d'énoncer  la  troisième 
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loi  du  mouvement.  En  effet,  la  proposition  àa  pa- 
rallélogramme lies  forces,  envisagée  sous  le  point 
de  vue  le  plus  positif ,  consiste  proprement  en  ce 
que,  lorsqu'un  corps  est  animé  à  la  fois  de  deux 
mouvcmens  uniformes  dans  des  directions  quel- 
conques, il  décrit ,  en  vertu  de  leur  combinaison, 
la  diagonale  du  p;»rallélogramme  dont  il  eût  dans 
le  même  temps  décrit  séparément  les  côtés  en 
vertu  de  chaque  mouvement  isolé.  Or  n'est-ce 
pas  là  évidemment  une  simple  application  directe 
du  priucijjc  de  l'indépendauce  des  mouvemens, 
d'après  lequel  le  mouvement  particulier  du  corps 
le  long  d'une  certaine  droite  n'est  nullement  trou- 
blé par  le  mouvement  général  qui  entraîne  paral- 
lèlement à  elle-même  la  totalité  de  cette  droite 
le  long  d'une  autre  droite  quelconque?  Cette  con- 
sidération conduit  sur-le-champà  la  construction 
géométrique  énoncée  par  la  règle  du  parallélo- 
gramme des  Ibrces.  C'est  ainsi  que  ce  théorème 
fondamental  de  ta  mécanique  rationnelle  mepa:- 
raît  être  présenté  directement  comme  une  loi  na- 
turelle, ou  du  moins  comme  une  application 
immédiate  d'une  des  plus  grandes  lois  de  la  na- 
ture. Telle  est,  à  mon  gré,  la  seule  manière 
vraiment  pliilosophiqued'élahlir  solidement  celle 
importante  proposition,  pour  écarter  définitive- 
ment tous  les  nuages  métaphysiques  dont  elle  est 
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encore  ciivirounëe  et  la  mettre  complëtenicnt  à 
l'abri  de  toute  objection  réelle.  Toutes  les  pré- 
tendues démonstrations  analytiques  qu'on  a  suc- 
cessivement essayé  d'en  donner  d'après  des  con- 
sidérations purement  abstraites,    outre  qu'elles 
reposent  ordinairement  sur  luie  interprétation  vi- 
cieuse et  sur  une  fausse  application  du  principe 
analytique  de  l'homogénéité  y  supposent  d'ailleurs 
que  la  proposition  est  éifidente  par  elle-même 
dans  certains  cas   particuliers  j  quand  les  deux 
forces,  par  exemple,  agissent  suivant  une  même 
droite,  évidence  qui  ne  peut  résulter  alors  que  de 
l'observation  cfl'ective  de  la  loi  naturelle  de  l'in- 
dépendance des  mouvemcns  y  dont  l'indispensabi- 
litése  trouve  ainsi  irrécusablement  manifestée.  Il 
serait  étrange ,  en  effet ,  pour  quiconque  envisage 
directement  la  question  sous  un  point  de  vue  phi- 
losophique, que,  par  de  simples  combinaisons  lo- 
giques, l'esprit  humain  pût  ainsi  découvrir  une  loi 
réelle  de  la  nature ,  sans  consulter  aucunement  le 
monde  extérieur. 

Celte  notion  éiantdc  la  plus  haute  importance 
quant  à  la  manière  de  concevoir  la  mécanique  ra- 
tionnelle ,  et  s  écartant  beaucoup  de  la  marche 
habituellement  adoptée  aujourd'hui ,  je  crois  de- 
voir la  présenter  encore  sous  un  dernier  point  de 
vue  qui  achèvera  de  Téolaircir^  en  montrant  que, 
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iDulgré  tous  les  ctforts  des  i^ëométrcs  pour  éluder 
à  cet  égard  l'emploi  des  considérations  cxpérimen- 
lales,  la  loi  physique  derindépendaDccdesmou- 
veinens  reste  implicitement,  même  de  leur  aveu 
unanime,  une  des  bases  essentielles  de  la  méca- 
nique ,  quoique  présentée  sous  uuc  forme  dtfTé- 
rente  et  à  une  autre  époque  de  l'exposition. 

Il  suffit ,  pour  cela ,  de  reconnaître  que  cette 
loi  ,  au  lieu  d'être  exposée  directement  dans  l'é- 
tude des  prolégomènes  de  la  science  ,  se  retrouve 
plus  tard  admise  par  tous  1rs  géomètres,  comme 
établissant  le  principe  de  la  proportionnalité  des 
vitesses  aux  forces ,  base  nécessaire  de  ta  dyna- 
mique ordinaire. 

Afin  de  saisir  convonablcnieut  le  viai  caractère 
de  cette  question  ,  il  faut  reniarquci-  que  les  rap- 
ports des  forces  peuvent  être  déterminés  de  deux 
manières  différentes,  soit  par  le  procédé  statique, 
soit  par  le  procédé  dynamique.  En  effet,  nous  ne 
jugeons  |)ns  toujours  du  rajipurt  de  deux  forces 
d'après  l'intensité  plus  ou  moins  grande  des  mou- 
venieus  qu'elles  peuvent  imprimer  ù  un  même 
corps.  îîous  l'apprécions  fréquemment  aussi  d'a- 
près de  simples  considératio:is  d'équilibre  mu- 
tuel, en  regardant  comme  wjalcs  les  forces  qui , 
appliquées  eu  sens  contraire,  suivant  une  même 
droite  ,  se  détruisent  réciproquement ,  cl  ensuite 
romnic double,  triple,  etc.  d'une  autre,  la  force 

■':)■ 


674  PHILOSOPHIE    POSITIVE. 

qui  ferait  équilibre  à  deux,  trois,  etc.  ,  forces 
égales  à  celle-<u ,  et  toutes  directement  opposées 
à  la  seconde.  Ce  nouveau  moyen  de  mesure  est , 
en  réalité,  tout  aussi  usité  que  le  précédent.  Cela 
posé ,  la  question  consiste  essentiellement  à  savoir 
si  les  deux  moyens  sont  toujours  et  nécessaire- 
ment équivalcns  ,  c'est-a-dire  si ,  les  rapports  des 
forces  étint  d  abord  seulement  définis  par  lacon* 
sidéralion  statique  ,  il  s'ensuivra  ,  sous  le  pointde 
vue  dynamique,  quelles  imprimeront  à  une  même 
masse  des  vitesses  qui  leur  soient  exactement  pro- 
portionnelles. Celte  corrélation  n'est  nullement 
évidente  par  elle-même;  tout  au  pluspeut-on  con- 
cevoir //  /ri'ori  que  les  plus  grandes  forces  doivent 
nécc'ssairoment  donner  les  plus  grandes  vitesses. 
Mais  l'observation  seule  peut  décider  si  c'est  à  la 
première  puissance  delà  force  ou  à  toute  autrefonc- 
tion  croissante  que  la  vitesse  est  proportionnelle. 
C'est  pour  déterminer  quelle  est,  à  cet  (%ard) 
lavérilablc  loi  delà  nature,  que,  de  laveu  de  tous 
les  géoinctrc^s  et  particulièrement  de  Laplace  ,  il 
faut  considérer  le  fait  général  de  l'indépendance 
ou  de  la  coexistence  des  mouvemens.  Il  est  facile 
de  voir,  d'après  le  raisonnement  de  Laplace,  que 
la  tliéorie  de  la  proportionnalité  des  vitesses  aux 
forces  est  une  conséquence  nécessaire  et  immé- 
diate de  ce  fait  général,  appliqué  à  deux  forces 
qui  agissent  dans  la  même  direction.  Car,  si  un 
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corps ,  en  vertu  d'une  certaine  force ,  a  parcouru 
un  espace  déterminé  suivant  une  certaine  droite, 
et  qu'on  vienne  à  ajouter ,  selon  la  njéme  direc- 
tion, une  seconde  force  (%iilc  à  la  premiérej  d'a- 
près la  loi  de  l'indépendance  des  mouvemens , 
cette  nouvelle  force  ne  fera  que  déplacer  la  tota- 
lité de  la  droite  d'application  d'une  égale  quantité 
dans  le  même  temps^  sans  altérer  le  mouvement 
du  corps  le  long  de  cette  droite ,  en  sorte  que . 
par  la  composition  des  deux  mouvemens  ,  ce  corps 
aura  efiectivcment  parcouru  un  espace  double  de 
celui  qui  correspondait  à  la  force  primitive.  Telle 
est  la  seule  manière  dont  on  puisse  réellement 
constaterlaproportionualité  générale  des  vitesses 
aux  forces,  que  je  dois  ainsi  me  dispenser  de  re- 
garder comme  une  quatrième  loi  fondamentale 
du  mouvement,  puisqu'elle  rentre  dans  la  troi- 
sième. 

Il  est  donc  évident  que ,  quand  on  a  cru  pou- 
voir se  dispenser  en  mécanique  du  fait  géné- 
ral de  l'indépendance  des  mouvemens  pour  étaMir 
la  loi  fondamentale  de  la  composition  des  forces, 
la  nécessité  de  regarder  cette  proposition  de  plii- 
losopbie  naturelle  comme  une  desbases  indispen- 
sables de  la  science  s'est  i-eproduite  inévitablement 
pour  démontrer  la  loi  non  moins  importante  des 
forces  proportionnelles  aux  vitesses  ,  ce  qui  met 
cette  nécessite  hors  de  loulc  contesta  lion.  Ainsi 
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quel  a  été  le  résultat  réc]  de  tous  les  efforts  intel- 
lectuels qui  ont  été  tentés  pour  éviter  d'introduire 
directement ,  dans  les  prol^omènes  de  la  méca- 
nique^ cette  observation  fondamentale?  seulement 
de  paraître  s'en  dispenser  en  statique  ,  et  de  ne 
la  prendre  évidemment  en  considération  qu  aussi- 
tôt qu'on  passe  à  la  dynamique.  Tout  se  réduit 
donc  effectivement  à  une  simple  transposition.  II 
est  clair  qu'un  résultat  aussi  peu  important  n'est 
nullement  proportionné  à  la  complication  des  pro- 
cédés indirects  qui  ont  été  employés  pour  y  par- 
venir ,  quand  méine  ces  procédés  seraient  logi- 
quement irréprochables ,  et  nous  avons  expressé- 
ment reconnu  le  contraire.  Il  est  donc  ,  sous  tous 
les  rapports ,  beaucoup  plus  satisfaisant  de  se 
conformer  franchement  et  directement  à  la  néces- 
sité philosophique  de  la  science  y  et  y  puisqu'elle 
ne  saurait  se  passer  d'une  base  expérimentale^  de 
reconnaître  nettement  cette  base  dès  l'origine. 
Aucune  autre  marche  ne  peut  rendre  complète- 
ment positive  une  science  qui ,  sans  de  telsfondc- 
mens ,  conserverait  encore  un  certain  caractère 
métaphysique. 

Telles  sont  donc  les  trois  lois  physiques  dumou- 
vement  qui  fournissent  à  la  mécanique  rationnelle 
une  base  expérimentale  suffisante^  sur  laquelle 
l'esprit  humaiu  ,  par  de  simples  opérations  lexi- 
ques, et  sans  consulter  davantage  le  monde  ex  lé- 
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rieur  ,  peut  solidement  titablir  l'tf  i6ce  syslëma- 
tique  de  la  science.  Quoique  ces  trois  lois  me 
semblent  pouvoir  suffire ,  \c  ne  vois  à  priori  au- 
cune raison  de  n'en  point  augmenter  le  nombre , 
si  on  parvenait  effectivement  à  constater  qu'elles 
ne  sont  pas  strictement  complètes.  Cette  augmen- 
tation me  paraîtrait  un  fort  l^er  inconvénient 
pour  la  p^eotion  rationnelle  de  la  sciencQ,  puis- 
que ces  lois  ne  sauraient  jamais  évidemment  être 
très-multiplîées  ;  je  regarderais  comme  préféra- 
ble, en  thèse  générale  ,  d'en  établir  une  ou  deux 
de  plus ,  si ,  pour  l'éviter ,  il  fallait  recourir  à  des 
considérations  trop  détournées ,  qui  fussent  de 
nature  à  altérer  le  caractère  positif  de  la  science. 
Mais  l'ensemble  des  trois  lois  ci-dessus  exposées 
remplit  convenablement ,  à  mes  yeux  ,  toutes  les 
conditions  essentielles  réellement  imposées  par  la 
nature  des  théories  de  la  mécanique  rationnelle. 
Eu  effet ,  la  première ,  celle  de  Kepler  ,  dé- 
termine complètement  l'effet  produit  par  une 
force  unique  agissant  instantanément  :  la  seconde, 
celle  de  INewton  ,  établit  la  règle  fondamentale 
pour  la  communication  du  mouvement  par  l'ac 
tion  des  corps  les  uns  sur  les  autres  ;  enfin  la  troi- 
sième ,  celle  de  Galilée,  conduit  immédiatement 
au  théorème  général  relatif  h  la  composition  des 
mouvcmens.  On  conçoit,  d'après  cela  ,  que  toute 
la  mécanique  des  mouvemens  unjformes  ou  des 
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forces  instantanées  peut  être  entièrement  traitée 
comme  une  conséquence  directe  de  la  combinai- 
son de  ces  trois  lois,  qui,  étant  de  leur  nature  ex- 
trêmement précises,  sont  évidemment  susceptibles 
d'être  aussitôt  exprimées  par  des  équations  analy- 
tiques faciles  à  obtenir.  Quant  à  ]a  partie  la  plus 
étendue  et  la  plus  importante  de  la  mécanique  y 
celle  qui  enconstitueessentiellement  la  difiiculte, 
c'est-à-dire  la  mécanique  des  mouvemens  variés 
ou  des  forces  continues ,  on  peut  concevoir,  d'une 
manière  générale ,  la  possibilité  de  la  ramener  à 
la  mécanique  élémentaire  dont  nous  venons  d'in- 
diquer le  caractère  ,  par  l'application  de  la  mé* 
thode  infinitésimale,  qui  permettra  de  substituer, 
pour  chaque  instant  infiniment  petit,  un  mouve- 
ment uniforme  au  mouvement  varié  ,  d'où  résul- 
teront immédiatement  les  équations  différentielles 
relatives  à  cette  dernière  espèce  de  mouvemens. 
Il  sera  sans  doute  fort  important  d'établir  directe- 
ment et  avec  précision,  dans  les  leçons  suivantes, 
la  manière  générale  d'employer  une  telle  méthode 
pour  résoudre  les  deux  problèmes  essentiels  de  la 
mécanique  rationnelle,  et  de  considérer  soigneuse- 
ment les  principaux  résultats  que  les  géomètres 
ont  ainsi  obtenus  relativement  auxlois  abstraites  de 
l'équilibre  et  du  mouvement.  Mais  il  est ,  dès  ce 
moment,  évident  que  la  science  se  trouve  réelle- 
ment fondée  \^2iv  l'ensemble  des  trois  lois  physi- 
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ques  établies  ci-dessus ,  et  que  tout  le  travail  de- 
vient désormais  purement  rationuel  ,  devant 
consister  seulement  dans  l'usage  h  faire  de 
ces  lois  pour  la  solution  des  diHereatcs  ques- 
tions générales.  En  un  mot,  la  sépaiation  entre 
la  partie  néccssaireoient  physique  et  la  partie 
«impleDieut  logique  de  la  science  me  semble 
pouvoir  être  ainsi  nettement  cfTectuéc  d'une  ma- 
nière exacte  ci  définitive. 

Pour  terminer  cet  aperçu  général  du  carac- 
tère philosophique  de  la  mécanique  rationnelle,  îl 
ne  nous  reste  plus  maintenant  qu'à  considérer 
sommairement  les  divisions  principales  de  cette 
science ,  les  divisions  .secondaires  devaut  être  en- 
visagées dans  les  leçons  suivantes. 

La  première  et  la  plus  importante  division  na- 
turelle de  la  mécanique  consiste  h  distinguer 
deux  ordres  de  questions,  suivaut  qu'on  se  pro- 
pose la  recherche  des  conditions  de  l'équilibre, 
ou  l'étude  des  lois  du  mouvement,  d'où  la  sta- 
tique ,  et  la  djnamique.  Il  siifHt  d'indiquer  une 
telle  division  ,  pour  en  faire  compiendie directe- 
ment la  nécessité  générale.  Outre  la  différence 
effective  qui  existe  évidemment  entre  ces  deux 
classes  fondamentales  de  problèmes,  il  est  aisé  de 
concevoir  a  ^/ïon'  qne  les  questions  de  statique 
doivent  être,  en  général ,  par  leur  nature,  bien 
plus  faciles  à  traiter  que  les  questions  de   dvna- 
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inique.  Gela  résulte  essentiellement  de  ce  que, 
dans  les  premières  y  on  fait^  comme  on  l'a  dit  avec 
raison,  abstraction  du  temps j  c^esl-h'-diTe  que, 
le  phénomène  à  étudier  étant  nécessairement 
instantané,  on  na  pas  besoin  d avoir  ^rd  aux 
variations  que  les  forces  du  système  peuvent 
éprouver  dans  les  divers  instans  successifs.  Cette 
considération  qu'il  faut,  au  contraire ,  introduire 
dans  toute  question  de  dynamique,  y  constitue 
un  élément  fondamental  de  plus,  qui  en  fait  la 
principale  difficulté.  Il  suit,  en  thèse  générale, 
de  cette  diiTcrence  radicale,  que  la  statique 
tout  entière,  quand  on  la  traite  comme  un  cas 
particulier  de  la  dynamique,  correspond  seule- 
ment à  la  partie  de  beaucoup  la  plus  simple  de  la 
dynamique ,  à  celle  qui  concerne  la  théorie  des 
mouvemens  uniformes ,  comme  nous  l'établirons 
spécialement  dans  la  leçon  suivante. 

L'importance  de  cette  division  est  bien  claire- 
ment vérifiée  par  l'histoire  générale  du  dévelop- 
pement effectif  de  l'esprit  humain.  Nous  voyons , 
en  effet ,  que  les  anciens  avaient  acquis  quelques 
connaissances  fondamentales  très-essentielles  re- 
lativement à  l'équilibre ,  soit  des  solides,  soit  des 
fluides,  comnie  on  le  voit  surtout  par  les  belles 
l'echerches  d'Arcbimède  ,  quoiqu'ils  fussent 
encore  fort  éloignés  de  posséder  une  statique 
rationnelle  vraiment  complète.  Au  contraire,  ils 
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ignoraient  entidrement  la  dynamique ,  même  la 
plus  ëlémentaire  ;  la  première  création  de  cette 
science  toute  moderne  est  due  à  Galilée 

Après  cette  division  fondamentale ,  la  distinc- 
tion la  plus  importante  h  établir  en  mécanique 
consiste  h  séparer^  soit  dans  la  statique ,  soit  dans 
la  dynamique,  l'étude  des  solides  et  celle  des 
fluides.  Quelque  essentielle  que  soit  cette  di- 
vision, je  ne  la  place  qu'en  seconde  ligne^  et  su- 
bordonnée à  la  précédente,  suivant  la  méthode 
établie  par  Lagrange ,  car  c'est,  ce  me  sem- 
ble ,  s'exagérer  son  influence  que  de  la  constituer 
division  principale ,  comme  on  le  fait  encore 
dans  les  traités  ordinaires  de  mécanique.  Les 
principes  essentiels  de  statique  ou  de  dynamique 
sont,  en  effet ,  nécessairement  les  mêmes  pour  les 
fluides  que  pour  les  solides;  seulement  les  fluides 
exigent  d'ajouter  aux  conditions  caractéristiques 
du  système  une  considération  de  plus ,  celle  re- 
lative à  la  variabilité  de  forme,  qui  définit  géné- 
ralement leur  constitution  mécanique  propre. 
Mais,  tout  en  plaçant  cette  distinction  au  rang 
convenable,  il  est  facile  de  concevoir  à  priori  son 
extrême  importance,  et  de  sentir,  en  général, 
combien  elle  doit  augmenter  la  difficulté  fonda- 
mentale des  questions,  soit  dans  la  statique,  soit 
surtout  dans  la  dynamique.  Car  cette  parfaite 
indépendance  réciproque  des  molécules,  qui 
caractérise  les  fluides,  oblige  de  considérer  sépa- 
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rement  chaque  molécule ,  et,  par  conséquent^ 
d'envisager  toujours  i  même  dans  le  cas  le  plus 
simple^  un  système  composé  dune  infinité  de 
forces  distinctes.  Il  en  résulte ,  pour  la  statique, 
^i^troduction  d'un  nouvel  ordre  de  recherches, 
relativement  à  la  figure  du  système  dans  l'état 
d'équi)ihre ,  question  très-diificile  par  sa  nature , 
et  dont  la  solution  générale  est  encore  peu  avancée, 
même  pour  le  seul  cas  de  la  pesanteur  univer- 
selle. Mais  la  difificulté  est  encore  plus  sensible 
dans laxlynamique.  En  effet,  l'obligation  où  l'on 
se  trouve  alors  strictement  déconsidérera  part  le 
mouvement  propre  de  chaque  molécule,  pour 
faire  une  étude  vraiment  complète  du  phénomène^ 
introduit  dans  la  question,  envisagée  sous  le 
point  de  vue  analytique ,  une  complication  jusqu'à 
présent  inextricable  en  général ,  et  qu'on  n'est 
encore  parvenu  à  surmonter,  même  dans  le  cas 
très-simple  d'un  fluide  uniquement  mû  pai*  sa 
pesanteur  terrestre ,  qu'à  l'aide  d'hypothèses  fort 
précaires ,  comme  celle  de  Daniel  Bernouilli  sur 
le  parallélisme  des  tranches ,  qui  altèrent  d'une 
manière  notable  la  réalité  des  phénomènes*  On 
conçoit  donc ,  en  thèse  générale ,  la  plus  grande 
difficulté  nécessaire  de  l'hydrostatique,  et  sur- 
tout de  l'hydrodynamique ,  par  rapport  à  la 
statique  et  à  la  dynamique  proprement  dites , 
qui  sont  en  effet  bien  plus  avancées. 

Il  faut  ajouter  à  ce  qui  précède,  pour  se  l'aire 
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une  juste  idée  générale  de  cette  différence  fonda-^ 
mentale ,  que  la  définition  caractéristique  par  la- 
quelle les  géomètres  distinguent  les  solides  et  les 
fluides  en  mécanique  rationnelle ,  n'est  véritable* 
ment ,  à  Tégard  des  uns  comme  à  l'^rd  des  au- 
tres, qu'une  représentation  exagérée,  et>  par 
conséquent ,  strictement  infidèle  de  la  réalité.  En 
effet,  qtiant  aux  fluides  principalement,  il  est 
clair  que  leurs  molécules  ne  sont  point  réellement 
dans  cet  état  rigoureux  d'indépendance  mutuelle 
où  nous  sommes  obligés  de  les  supposer  en  më^ 
canique  ,  en  les  assujétissant  seulement  à  con^ 
server  entre  elles  uni  volume  constant  s'il  s'agit 
d'un  liquide,  ou,  s'il  s'agit  d'un  gaz,  un  vo- 
lume variable  suivant  une  fonction  donnée  de 
la  pression,  par  exemple,  en  raison  inverse  de 
cette  pression,  d'après  la  loi  de  Mariette.  Un  grand 
nombre  de  phénomènes  naturels  sont,  au  coO'* 
traire,  essentiellement  dus  à  l'adhérence  mu* 
tuclle  des  molécules  d'un  fluide,  liaison  qui  est 
seulement  beaucoup  moindre  que  dans  les  solidesw 
Cette  adhésion,  dont  on  fait  abstraction  pour 
les  fluides  mathématiques ,  et  qu'il  semble ,  en 
effet,  presqu'impossible  de  prendre  convenable- 
ment en  considération,  détermine,  comme  on 
sait ,  des  différences  très-sensibles  entre  les  phéno- 
mènes effectifs  et  ceux  qui  résultent  de  la  théo- 
rie, soit  pour  la  statique,  soit  surtout,  pour  la 
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dynamique,  par  exemple  relativement  à  Iccoule- 
luent  d'un  liquide  pesant  par  un  orifice  déter- 
miné, où  L'observation  s  écarte  notablement  de 
la  théorie  quant  à  la  dépense  de  liquide  en  un 
temps  donné. 

Quoique  la  définition  mathématique  des  sol  ides 
se;  trouve  représenter  beaucoup  plus  exactement 
leur  état  réel ,  on  a  dépendant  plusieurs  occasions 
de  reconnaître  la  nécessité  de   tenir  compte  en    . 
certains  cas  de  la  possibilité  de  séparation  mu- 
tuelle qui  existe  toujours   entre  les  molécules 
d'un  solide,  si  les  forces  qui  leur  sont  appliquées , 
acquièrent  une   intensité  sufilsaute  ,   et  dont  on 
fait  complètement  abstraction  en  mécanique  ra- 
tionnelle. C'est  ce  qu'on  peut  aisément  constater 
sprlout  dans  la  théorie  de  la  rupture  des  solides  , 
qjui,  à  peine  él>auphéc  par  Galilée,  par  Huyghens, 
et  parLeïbnitz,  se  trouve  aujourdhui  dans  un 
élat  fort  imparfait  et  même  très-précaire,  mal- 
gré les  travaux  de  [)lusicurs  autres  géomètres,  et 
qui  néanmoins  sex^ait  importante  pour  éclairer 
plusieurs  questions  de  mécanique  terrestre,  prin- 
cipalement de  mécanique  industrielle.  On  doit 
pourtant  remarquer,  à  ce  sujet,  que  cette  imper- 
fection est  à  la  fois  beaucoup  moins  sensible  et 
bien  moins  importante  que  celle  ci-dessus  notée, 
relativement  à  la  mécanique  des  fluides.  Car  elle 
se  trouve  ne  pouvoir  nullement  influer  sur  les 
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questions  de  mécanique  céleste,  qui  constituent 
réellement,  comme  nous  avoos  eu  plusieurs  occa- 
sions de  le  recomiaitre,  la  principiile  application , 
et  probablement  la  seule  qui  puisse  être  jamais 
vraiment  complète,  de  la  mécanique  rationnelle. 
.  £ntin  nous  devons  encore  signaler,  en  thèse 
générale,  dans  la  mécanique  actuelle,  une  la- 
cune, secondaire  il  est  vrai,  mitis  qui  n'est  pas 
sans  importance,  relativement  à  la  théorie  d'une 
classe  de  corps  qui  sont  dans  uu  état  intermé- 
diaire entre  la  solidité  et  la  fluidité  rigoureuses, 
et  qu'on  pourrait  appeler  senti-fluides ,  ou  semi- 
solides:  tels  sont,  par  exemple,  d'une  part,  les 
sables,  et,  d'une  autre  part,  tes  fluides  à  J'état 
gélatineux.  Il  a  été  présenté  quelques  considéra- 
tions rationnelles  au  sujet  de  ces  corps ,  sous  le 
nom  de Jlm'des  imparfaits,  surtout  relativement 
à  leurs  surfaces  d'équilibre.  Mais  leur  théorie 
propre  n'a  jamais  été  réellement  établie  d'une 
manière  générale  et  directe. 

Tels  sont  les  principaux  aperçus  généraux  que 
j'ai  cru  devoir  indiquer  sommairement  pour 
Caire  apprécier  le  caractère  philosophique  qui 
distingue  la  mécanique  rationnelle ,  envisîigée 
dans  son  ensemble.  Il  s'agit  maintcnam,  en  consi- 
dérant sous  le  même  point  de  vue  philosophique 
la  composition  effective  de  la  science,  d'apprécier 
comment,  par  les   irnportans  travaux  successifs 
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des  plus  grands  géomètres,  cette  seconde  section 
générale  si  étendue,  si  essentielle ,  et  si  difficile 
de  la  mathématique  concrète ,  a  pu  être  élevée  à 
cet  éminent  degré  de  perfection  théorique  cju'elle 
a  atteint  de  nos  jours  dans  Tadmirable  traité  de 
Lagrange ,  et  qui  nous  présente  toutes  les  ques- 
tions abstraites  qu'elle  est  susceptible  d'offrir,  ra- 
menées^ d'après  un  principe  unique,  à  ne  plus 
dépendre  que  de  recherches  purement  analyti- 
ques ,  comme  nous  l'avons  déjà  reconnu  pour  les 
problèmes  géométriques.  Ce  sera  l'objet  des  trois 
leçons  suivantes;  la  première  consacrée  à  la  sta^ 
ti(fU€f  la  seconde  à  la  dynamique,  et  la  troi- 
sième ,  à  l'examen  des  théorèmes  généraux  de  la 
mécanique  rationnelle. 
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SoMHAïKi.  Vue  gtnitth  de  k  tbtiquc. 

L'ensemble  de  la  mécanique  rationnelle  peut 
être  traité  d'après  deux  méthodes  géuérales  es- 
sentiellement distinctes  et  tnégalcmeat  parfaites , 
suivant  que  la  stutique  est  conçue  d'une  manière 
directe ,  ou  qu'elle  est  considérée  comme  un  cas 
particulier  de  la  dynamique.  Par  la  première 
méthode ,  on  s'occupe  immédiatement  de  décou- 
vrir un  principe  d'équilihre  suffisamment  géné- 
ral ,  qu'on  applique  ensuite  à  la  détermination  des 
conditions  d'équilibre  de  tous  les  systèmes  de  for- 
ces possibles.  Par  la  seconde,  au  contraire,  on 
cherche  d'abord  quel  serait  le  mouvement  résul- 
tant de  l'action  simulunée  des  diverses  forces 
quelconques  proposées ,  et  on  en  déduit  les  rela- 
tions qui  doivent  exister  entre  ces  forces  pour  que 
oe  mouvement  soit  nul. 

TOHK  I.  4o 
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La  statique  étant  nécessairement  d*une  nature 
plus  simple  que  la  dynamique ,  la  première  mé- 
thode a  pu  seule  âtre  employée  à  l'origine  de  ia 
mécanique  rationnelle.  C'est ,  en  effet ,  la  seule 
qui  fût  connue  des  anciens ,  entièrement  étran- 
gers à  toute  idée  de  dynamique ,  même  la  plus 
élémentaire.  Archîmède ,  vrai  fondateur   de  la 
statique,  et  auquel  sont  dues  toutes  les  notions 
essentielles  que  l'antiquité  possédait  à  cet  ^ard  , 
commence  à  établir  la  condition  d'équilibre  de 
deux  {K)ids  suspendus  aux  deux  extrémités  d'un 
levier  droit,  c'est-à-dire  la  nécessité  que  ces  poids 
soient  en  raison  inverse  de  leurs  distances  au  point 
d'appui  du  levier  ;  et  il  s'efforce  ensuite  de  rame- 
ner autant  que  possible  à  ce  principe  unique 
la  recherche  des  relations  d'équilibre  propres  à 
d'autres  systèmes  de  forces.  Pareillement,  quant 
à  la  statique  des  fluides ,  il  pose  d'abord  son  cé- 
lèbre principe ,  consistant  en  ce  que  tout  corps 
plongé  dans  un  fluide  perd  une  partie  de  son  poids 
^ale  au  poids  du  fluide  déplacé  ;  et  ensuite  il  en 
déduit ,  dans  un  grand  nombre  de  cas ,  la  théorie 
de  la  stabilité  des  corps  flottans.  Mais  le  principe 
du  levier  n'avait  point  par  lui-même  une  assez 
grande  généralité  pour  qu'il  fût  possible  de  l'ap- 
pliquer réellement  à  la  détermination  des  condi- 
tions d'équilibre  de  tous  les  systèmes  de  forces. 
Par  quelques  ingénieux  artifices  qu'on  ait  succès- 
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sivement  essayé  d'en  étendre  l'usage ,  on  n'a  pu 
effectivement  y  ramener  que  les  systèmes  com- 
posés de  forces  parallèles.  Quant  aux  forces  dont 
les  directions  concourent,  ou  a  d'abord  essayé 
de  suivre  une  marche  analo^juc,  en  imaginant 
de  nouveaux  principes  directs  d'équilibre  spécia- 
lement propres  à  ce  cas  plus  général ,  et  parmi 
lesquels  il  faut  surtout  remarquer  l'heureuse  idée 
de  Stevin,  relative  à  l'équilibre  du  système  de 
deux  poids  posés  sur  deux  plans  inclinés  adossés. 
Cette  nouvelle  idée-mère  eiit  peut-élre  suffi 
strictement  pour  combler  la  lacune  que  laissait 
dans  la  statique  le  principed'Archimède,  puisque 
Stévin  était  parvenu  à  en  déduire  les  rapports 
d'équilibre  entre  trois  forces  appliquées  eu  un 
même  point,  dans  le  cas  du  moins  oiî  deux  de  ces 
forces  sont  à  angles  droits;  et  il  avait  même  re- 
marqué que  les  trois  forces  sont  alors  entre  elles 
comme  les  trois  côtés  d'un  triangle  dont  les  an- 
gles seraient  qjaux  i  ceux  formés  par  ces  trois 
forces.  Mais,  la  dynamique  ayant  été  fondée  dans 
le  même  temps  par  Galilée,  les  géomètres  cessè- 
rent de  suivre  l'ancienne  marche  statique  directe, 
préférant  procéder  à  la  recherche  des  conditions 
d'équilibre  d'après  les  lois  dés  lors  connues  de 
la  composition  des  forces.  C'est  par  cette  dernière 
méthode  que  Yarignon  découvrit  la  véritable 
théorie  générale  de  l'équilibre  d'un  système  de 
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forces  appliquées  en  un  méine  point,  et  que  plus 
tard  d'Alembert  établit  enfin ,  pour  la  première 
fois,  les  équations  d équilibre  d'un  système  quel- 
conque de  forces  appliquées  aux  différons  points 
d'un  corps  solide  de  forme  invariable.  Celte  mé- 
thode est  encore  aujourd'hui  la  plus  universelle- 
ment employée. 

Au  premier  abord,  elle  semble  peu  ration- 
nelle ,  puisque ,  la  dynamique  étant  plus  com- 
.  pliquée  que  la  statique ,  il  ne  parait  nullement 
convenable  de  faire  dépendre  celle-ci  de  lautre. 
Il  serait,  en  effet,  plus  philosophique  de  rame- 
ner au  contraire,  s'il  est  possible,  la  dynamique 
à  la  statique,  comme  on  y  est  parvenu  depuis. 
Mais  on  doit  néanmoins  reconnaître  que ,  pour 
traiter  complètement  la  statique  comme  un  cas 
particulier  de  la  dynamique,  il  suffit  d  avoir  formé 
seulement  la  partie  la  plus  élémentaire  de  celle- 
ci  ,  la  théorie  des  mouvemens  uniformes ,  sans 
avoir  aucun  besoin  de  la  théorie  des  mouvemens 
variés.  Il  importe  d'expliquer  avec  précision  celle 
distinction  fondamenUile. 

A  cet  effet ,  observons  d'abord  qu'il  existe,  en 
général,  deux  sortes  de  forces  :  i"  les  forces  que 
j'appelle  instantanées ^  comme  les  impulsions, 
qui  n'ag^isscnt  sur  un  corps  qu'à  l'origine  du  mou- 
vement, en  l'abandonnant  à  lui-même  aussitôt 
qu'il  est  en  marche;   2®  les  forces  qu'on  appelle 
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assez  improprement  accélératrices,  et  que  je  prà 
fèrc  nommer  continues,  comme  les  attractions  j 
(|ui  agissent  sans  cesse  sur  le  mobile  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement.  Celte  distinction 
équivaut  évidemment  à  celle  des  mouvemeus  uni- 
formes et  des  mouvemens  variés  j  car  il  est  clair, 
en  vertu  de  la  première  des  trois  lois  fondamen- 
tales du  mouvement  exposées  dans  la  leçon  pré- 
cédente, que  toute  lorce  instantanée  doit  néces- 
sairement produire  un  mouvement  uniforme  , 
tandis  que  toute  force  continue  doit,  au  con- 
traire,  par  sa  nature,  iuiiirimer  au  mobile  un 
mouvement  indcSniment  varié.  Cela  posé,  on 
conçoit  fort  aisément,  a  priori,  comme  je  l'ai 
dcj^  indiqué  plusieurs  fois,  que  la  partie  de  la 
dynamique  relative  aux  forces  instantanées  ou  aux 
mouvemens  uniformes  doit  être  ,  sans  aucune 
comparaison ,  infiniment  plus  simple  que  celle 
qui  concerne  les  forces  continues  ou  les  mouve- 
mens variés ,  et  dans  laquelle  consiste  essentielle- 
ment toute  ta  difûcullé  de  la  dynamique.  La 
première  partie  présente  une  telle  facilité ,  qu'elle 
peut  être  traitée  dans  son  ensemble  comme  une 
conséquence  immédiate  des  trois  lois  fondamen- 
tales du  mouvement,  ainsi  que  je  l'ai  expressé- 
ment remarqué  à  la  fin  de  la  leçon  précédente. 
Or  il  est  maintenant  aise  de  concevoir ,  en  thèse 
générale,  que  c'est  seulement  de  cette  première 
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partie  de  la  dynamique  qu'on  a  besoin  pour  coo' 
stituer  la  statique  comme  un  cas  particulier  de 
la  dynamique. 

En  effet ,  le  phénomène  d'équilibre ,  dont  il 
s'agit  alors  de  découvrir  les  lois,  est  évidemment, 
par  sa  nature  j  un  phénomène  instantané ,  qui 
doit  être  étudié  sans  aucun  ^ard  au  temps.  La 
considération  du  temps  ne  s'introduit  que  dans 
les  recherches  relatives  à  ce  qu'on  appelle  la  sia- 
bilité  de  l'équilibre  ;  mais  ces  recherches  ne  font 
plus,  à  proprement  parler,  partie  de  la  statique, 
et  rentrent  essentiellement  dans  la  dynamique. 
En  un  mot ,  suivant  Taphorisme  ordinaire  déjà 
cité,  on  fait  toujours ,  en  statique,  abstraction  du 
temps.  lieu  résulte  qu'on  y  peutr^arder  conune 
instantanées  toutes  les  forces  que  l'on  considère  , 
sans  que  les  théories  cessent  pour  cela  d'avoir 
toute  la  généralité  nécessaire.  Car  ,  à  chaque 
époque  de  son  action ,  une  force  continue  peut 
toujours  évidemment  être  remplacée  par  une 
force  instantanée  mécaniquement  équivalente  , 
c'est-à-dire  susceptible  d'imprimer  au  mobile  une 
vitesse  égale  à  celle  que  lui  donne  effectivement 
en  cet  instant  la  force  proposée.  A  la  vérité  y  il 
faudra ,  dans  le  moment  infiniment  petit  suivant, 
substituer  à  cette  force  instantanée  une  nouvelle 
force  de  même  nature,  pour  représenter  le  chan- 
gement effectif  de  la  vitesse ,  de  telle  sorte  que , 
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en  dynamique,  où  l'on  doit  considérer  l'ctat  du 
mobile  dans  les  divers  instans  successifs,  on  re- 
trouvera nécessairement  par  la  variation  de  ces 
forces  instantanées  la  difficulté  fondamentale 
inhérente  à  la  nature  des  forces  continues,  et 
(jui  n'aura  fait  que  changer  de  forme-  Mais,  en 
statique  ,  où  il  ne  s'agit  d^envisager  les  forces  que 
dans  un  instant  unique,  on  n'aura  pointa  tenir 
compte  de  ces  variations,  et  les  lois  générales  de 
l'équilibre,  ainsi  établie»  en  considérant  toutes 
les  forces  comme  instantanées ,  n'en  seront  pas 
moins  applicables  h  des  forces  continues  ,  pourvu 
qu'on  ait  soin  ,  dans  cette  appHcation  ,  de  sub- 
stituer à  chaque  force  continue  la  force  instan- 
tanée qui  lui  correspond  en  ce  moment. 

Ou  conçoit  donc  nettement  par  \h  comment  la 
statique  abstraite  peut  élre  traitée  avec  facilité 
comme  une  simple  application  de  la  partie  la  plus 
élémentaire  de  la  dynamique,  celle  qui  se  rap- 
porte aux  mouvcmcns  uniformes.  La  manière  la 
plus  convenable  d'effectuer  celte  application  con- 
siste à  remarquer  que  ,  lorsque  des  forces  quel* 
conques  sont  en  équilibre,  chacune  d'entreelles, 
considérée  isolément ,  peut  être  regardée  comme 
détruisant  l'effet  de  l'ensemble  de  toutes  les  au- 
tres Ainsi  la  recliercbe  des  conditions  de  lé- 
quilibre  se  réduit,  en  général  ,  i  exprimer  que 
l'une  iiuclconque  des  forces  du  système,  est  ^ale 
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el  directement  opposée  à  la  résultante  de  toutes 
les  autres.  La  difficulté  ne  consiste  donc ,  dans 
cette  méthode  1  qu  a  déterminer  cette  résultante , 
c'est-à-dire  à  composer  entre  elles  les  forces  pro- 
posées. Celte  composition  s'effectue  inunédiate- 
ment  pour  le  cas  de  deux  forces  d'après  la  troi- 
sième loi  fondamentale  du  mouvement ,  et  l'on 
en  déduit  ensuite  la  composition  d'un  nombre 
quelconqpie  de  forces.  La  question  élémentaire 
présente  ;  comme  on  sait,  deux  cas  essentielle- 
ment distincts  y  suivant  que  les  deux  forces  à 
composer  agissent  dans  des  directions  conver- 
gentes ou  dans  des  directions  parallèles.  Chacim 
de  ces  deux  cas  peut  être  traité  comme  dérivant 
de  l'autre,  d'où  résulte  parmi  les  géomètres  une 
certaine  divergence  dans  la  manière  d'établir  les 
lois  élémentaires  de  la  composition  des  forces , 
suivant  le  cas  que  l'on  choisit  pour  point  de  dé- 
part. Mais  9  sans  contester  la  possibilité  rigou- 
reuse de  procéder  autrement ,  il  me  semble  plus 
rationnel ,  plus  philosophique  et  plus  strictement 
conforme  à  lespril  de  cette  manière  de  traiter  la 
statique,  de  commencer  par  la  composition  des 
forces  qui  concourent ,  d'où  l'on  déduit  naturel- 
lement  celle  des   forces    parallèles  comme  cas 
particulier,  tandis  que  la  déduction  inverse  ne 
peut  se  faire  qu'à  l'aide  de  considérations  indi- 
rectes;  qui,  quelque  ingénieuses  qu'elles  puissent 
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être  y  présentent  nëcessairement  quelque  chose  de 
forcd. 

Après  avoir  établi  les  lois  élémentaires  de  la 
composition  des  forces^  les  géomètres  ,  ayant  de 
les  appliquer  à  la  recherche  des  conditions  de 
l'équilibre  ,   leur   font  éprouver  ordinairement 
une  importante  transformation  ,  qui,  sans  être 
complètement  indispensable,  présente  néanmoins, 
sous  le  rapport  analytique ,  la  plus  haute  utilité  , 
par  l'extrême  simplification  qu'elle  introduit  dans 
l'expression  algébrique  des  conditions  d'équilibre. 
Cette  transformation  consiste  dans  ce  qu'on  ap- 
pelle la  théorie  des  momens  y  dont  la  propriété 
essentielle  est  de  réduire  analytiquement  toutes 
les  lois  de  la  composition  des  forces  à  de  simples 
additions  et  soustractions.   La  dénomination  de 
momens ,  entièrement  détournée  aujourd'hui  de 
sa  signification  première,  ne  désigne  plus  mainte- 
nant que  la  considération  abstraite  du  produit 
d'une  force  par  une  distance.  Il  faut  distinguer  y 
comme  on  sait ,  deux  sortes  de  momens  y  les  mo- 
mens par  rapport  à  un  point ,  qui  indiquent  le 
produit  d'une  force  par  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  ce  point  sur  sa  direction ,  et  les  momens 
par  rapport  à  un  plan ,  qui  désignent  le  produit 
de  la  force  par  la  distance  de  son  point  d'appli- 
cation à  ce  plan.  Les  premiers  ne  dépendent  évi- 
demment que  de  la  direction  de  la  force ,  et  nul- 
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lement  de  son  point  d'application;  ils  sont 
spécialement  appropries  par  leur  nature  à  la 
théorie  des  forces  non  parallèles  :  les  seconds  au 
contraire ,  ne  dépendent  qae  du  point  d'applica- 
tion de  la  force ,  et  nullement  de  sa  direction  ; 
ils  sont  donc  essentiellement  destinés  à  la  théorie 
des  forces  parallèles.  Nous  aurons  occasion  d'in- 
diquer plus  bas  par  quelle  heureuse  idée  fon- 
damentale M*.  Poinsot  est  parvenu  à  attribuer  gé- 
néralement ,  et  de  la  manière  la  plus  naturelle  , 
une  signification  concrète  directe  à  l'un  et  à 
l'autre  genre  de  momens ,  qui  n'avaient  réelle- 
ment avant  lui  qu'une  valeur  abstraite. 

La  notion  des  momens  une  fois  établie^  leur 
théorie  élémentaire  consiste  essentiellement  dans 
ces  deux  propriétés  générales  très-remarquables , 
qu'on  déduit  aisément  de  la  composition  des  forces: 
i^  si  Ton  considère  un  système  de  forces  toutes 
situées  dans  un  même  plan,,  et  disposées  d'ailleurs 
d'une  manière  quelconque,  le  moment  de  leur 
résultante,  par  rapport  à  un  point  quelconque  de 
ce  plan ,  est  é{^aH  à  la  somme  algébrique  des  mo- 
mens de  toutes  les  composantes  par  rapport  k  ce 
même  point,  eu  attribuant  à  ces  divers  momens 
le  signe  convenable,  d'après  le  sens  suivant  le- 
quel chaque  force  tendrait  à  faire  tourner  son 
bras  de  levier  autour  de  l'orig^ine  des.  momens 
supposée  fixe;  2<>  en  considérant  xin  système  de 
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forces  parallèles  disposées  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace,  le  moment  de  leur  résul- 
tanle  par  rapport  à  un  plan  quelconque  est  égal 
à  la  somme  algébrique  des  raomens  de  toutes  les 
composantes  jiar  rapport  à  ce  même  plan  ,  le  siijne 
de  chaque  moment  étant  alors  naturellement  dé- 
terminé ,  conformément  aux  règles  oïdinaircs , 
d'après  le  signe  propre  à  chacun  des  facteurs 
dont  il  se  compose.  Le  premier  de  ces  deux  théo- 
rèmes fondamentaux  a  été  découvert  par  un  géo- 
mètre auquel  la  mécanique  rationnelle  doit  beau- 
coup j  et  dont  la  mémoire  a  été  dignement  relevée 
par  Lagrange  d'un  injuste  oubli,  Variguon.  La 
manière  dont  Varignon  établit  ce  théorème  dans 
le  cas  de  deux  composantes,  d'où  résulte  immé- 
diatement le  cas  général,  est  même  spécialement 
remarquable.  En  effet,  regardant  le  moment  de 
chaque  force  par  rapport  à  un  point  comme  évi- 
demment pr0|)ortionnel  à  l'aire  du  triangle  qui 
aurait  ce  point  pour  sommet  et  pour  base  la 
droite  qui  représente  la  force,  Varignon ,  d'après 
la  loi  du  parallélogramme  des  forces,  présente 
d'abord  le  théorème  des  momens  sous  une  forme 
géométrique  très-simple,  en  démontrant  que  si , 
dans  le  plan  d'un  parallélogramme ,  on  prend  un 
point  quelconque,  et  que  l'on  considère  les  trois 
triangles  ayant  ce  point  pour  sommet  commun , 
et  pour  hases  les  deux  côtés  coniigus  du  parallé- 


SgS  PHILOSOPHIE  positive. 

lograinme  et  la  diagonale  correspondante ,  le  trian* 
gle  construit  sur  la  diagonale  sera  constamment 
équivalent  à  la  somme  où  à  la  différence  des  trian* 
gles  construits  sur  les  deux  côtés;  ce  qui  est  en 
soi  y  comme  l'observe  avec  raison  Lagrange ,  un 
beau  tbéoréme  de  géométrie ,  indépendamment  de 
son  utilité  en  mécanique. 

A  laide  de  cette  théorie  des  momens  j  on  par- 
vient à  exprimer  aisément  les  relations  analytiques 
qui  doivent  exister  entre  les  forces  dans  l'état 
d'équilibre,  en  considérant  d'abord^  pour  plus 
de  facilité,  les  deux  cas  particuliers  d'un  sys- 
tème de  forces  toutes  situées  d'une  manière  quel- 
conque dans  un  même  plan,  et  dun  système 
quelconcpie  de  forces  parallèles.  Chacun  de  ces 
deux  systèmes  exige,  en  général ,  trois  équations 
d'équilibre,  qui  consistent  :  i^  pour  le  premier, 
en  ce  que  la  somme  algébrique  des  produits  de 
chaque  force,  soit  par  le  cosinus,  soit  par  le  si- 
nus de  laiigle  qu'elle  fait  avec  une  droite  fixe  prise 
arbitrairement  dans  le  plan  soit  séparément  nulle, 
ainsi  que  la  somme  algébrique  des  momens  de 
toutes  les  forces  par  rapport  à  un  point  quel- 
conque de  ce  plan  ;  2®  pour  le  second ,  en  ce  que 
la  somme  algébrique  de  toutes  les  forces  propo- 
sées soit  nulle ,  ainsi  que  la  somme  algébrique  de 
leurs  momens  pris  séparément  par  rapport  à  deux 
plans  différens  parallèles    à  la  direction  com- 
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mune  de  ces  forces.  Après  avoir  Uaile  ces  deux 
cas  préliminaires  ,  il  est  facile  d'ca  deiluire  celui 
d'un  système  de  forces  lout-Ji-fait  i|ii  cl  conque.  Il 
suffit ,  pour  cela  ,  de  concevoir  chaque  force  du 
système  décomposée  en  deux,  l'une  située  dans 
un  plan  fixe  quelconque .  laulre  perpeudicutnîrc 
à  ce  plan.  Le  sytènie  proposé  se  trouvera  dès  lors 
remplacé  par  l'ensemble  de  deux  systèmes  secon- 
daires plus  simples,  l'un  compose  de  forces  ilici- 
{■ces  toutes  dans  un  mi^me  plan ,  l'aulre  de  forces 
toutes  perpendiculaires  i  ce  pinu  et  conséquem- 
mcnt  piirallètcs  entre  elles.  Commcces  deus  syslè- 
nies  partiels  ue  sauraient  évidemment  se  faire  équi- 
libre l'un  ii  l'autre,  il  faudra  donc,  pour  que 
l'équilibre  puisse  avoir  lieu  daus  le  systîime  gé- 
néral primitif ,  qu'il  existe  danschncun  d'eux  en 
particulier,  ce  qui  ramène  la  question  aux  deux 
questions  prélimiuairesdéii  traitées.  Telle  est  du 
moins  la  inanièri;  la  plus  simple  de  concevoir, 
en  uattanl  la  statique  par  la  méthode  dynamique, 
la  recherche  générale  des  conditions  anah  tiques 
de  l'équilibre  pour  uu  système  quelconque  de 
forces;  quoiqu'il  fût  d'ailleurs  possible  évidem- 
ment, en  compliquant  la  solution,  de  résoudre 
directement  le  problème  dans  son  entière  géné- 
ralité ,  de  façon  à  y  faire  rentrer  au  contraire, 
comme  une  simple  application,  les  doux  cas 
préliminaires.  Quelque  m.irche  qu'on  juge  à  pro- 
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pos  dadopter^  on  trouve  pour  Féquilibre  dW 
système  quelconque  de  forces,  les  six  équations 
suivantes  : 

SPcosxzzzoj    SPcosC=zoj    S  Pcosy  ^  o, 

SPiyCOtOL XCOS^)^0^    S  P(^t  cas  a-^^%COSy')s=:  o^ 

s  P  (y  vos  y  —  t  cos  6)  =  o; 

en  désignant  par  P  l'intensité  de  l'une  quel- 
conque des  forces  du  système ,  par  oc  j  Q,  y.  les 
angles  que  forme  sa  direction  avec  trois  axes  fixes 
rectangulaires  choisis  arbitrairement,  et  par  x, 
jTfZyles  coordonnées  de  son  point  d'application 
relativement  à  ces  trois  axes.  J'emploie  ici  la  ca- 
ractéristique S  pour  désigner  la  somme  des  pro- 
duits semblables,  propres  à  toutes  les  forces  du 
système  P,  P',  P" ,  etc. 

Telle  est ,  en  substance,  la  manière  de  procé- 
der à  la  détermination  des  conditions  générales 
de  l'équilibre,  en  concevant  la  statique  comme 
un  cas  particulier  de  la  dynamique  élémentaire. 
Mais ,  quelque  simple  que  soit  en  effet  cette  mé- 
thode, il  serait  évidemment  plus  rationnel  et  plus 
satisfaisant  de  revenir,  s'il  est  possible,  à  la  mé<- 
thode  des  anciens ,  en  dégageant  la  statique  de 
toute  considération  dynamique,  pour  procéder 
directement  à  la  recherche  des  lois  de  l'équilibre 
envisagé  en  lui-même ,  à  l'aide  d'un  principe  d'é- 
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quilibre  sufHsamincnt  général,  éta])li  immédiate- 
ment. C'est  effectivement  ce  que  les  géomètres 
ont  tenté ,  quand  une  fois  les  équations  générales 
de  l'équilibre  ont  été  découvertes  par  la  méthode 
dynamique.  Mais  ils  ont  surtout  été  déterminés  h 
établie  une  méthode  statique  directe,  par  un  mo- 
tif philosophique  dVin  ordre  plus  élevé  et  en 
même  temps  plus  pressant  que  le  besoin  de  pré- 
senter la  statique  sous  un  point  de  vue  logique 
plus  parfait.  C'est  maintenant  ce  qu'il  nous  im- 
porte éminemment  d'expliquer,  puisque  telle  est 
la  marche  qui  a  conduit  Lagrange  à  imprimer  à 
l'ensemble  de  la  mécanique  rationnelle  cette  haute 
perfection  pliîiosophique  qui  la  caractérise  dé- 
sormais. 

Ce  motif  fondamental  résulte  de  la  nécessité 
où  l'on  se  trouve  pour  traiter,  en  général,  les 
questions  les  plus  difliciles  et  les  plus  importantes 
de  la  dynamique,  de  les  faire  rentrer  dans  de 
simples  questions  de  statique.  Nous  examinerons 
spécialement,  dans  la  leçon  suivante,  le  célèbre 
principe  général  de  dynamique  découvert  par 
d'Alembert,  et  à  l'aide  duquel  toute  recherche 
relative  au  mouvement  d'un  corps  ou  d'un  système 
quelconque,  peut  être  convertie  immédiatement 
en  un  problème  d'équilibre.  Ce  principe,  qui,  sous 
le  point  de  vue  philosophique ,  n'est  vraiment , 
commeje  l'ai  déjà   indiqué  dans  la  leçon  précé- 
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dente  y  que  la  plus  grande  généralisation  possible 
de  la  seconde  loi  fondamentale  du  mouvement, 
sert  depuis  près  d'un  siècle  de  base  permanente  à 
la  solution  de  tous  les  grands  problèmes  de  dyna- 
mique ,  et  doit  évidemment  désormais  recevoir 
de  plus  en  plus  une  telle  destination ,  vu  l'admi- 
rable simplification  qu'il  apporte  dans  les  recber- 
cbes  les  plus   difiiciles.  Or  il  est  clair  qu'une 
semblable  manière  de  procéder  oblige  nécessai- 
rement à  traiter  u  son  tour  la  statique  par  une 
métbodc  directe ,  sans  la  déduire  de  la  dynami- 
que ^  qui  ainsi  est,  au  contraire,    entièrement 
fondée  sur  elle.  Ce  n'est  pas  qu'il  y  ait,  a  pro- 
prement parler,  aucun  véritable  cercle  vicieux 
à   persister    encore   dans  la    marcbc"  ordinaire 
exposée    ci -dessus,  puisque  la  partie  élémen- 
taire de   la  dynamique,  sur  laquelle  seule  on 
a  fait  reposer  la  statique,  se  trouve,  en  réalité, 
être  complètement  distincte    de  celle  qu'on  ne 
peut   traiter  qu'en  la  réduisant   h   la   statique. 
JVlais  il  n'en  est  pas  moins  évident  que  l'ensemble 
de  la  mécanique  rationnelle  ne  présente  alors, 
en  procédant  ainsi ,  qu'un  caractère  philosophi- 
que peu  satisfaisant ,  à  cause  de  l'alternative  fré- 
quente entre  le  point  de  vue  statique  et  le  point 
de  vue  dynamique.  En  un  mot,  la  science,  mal 
coordonnée ,  se  trouve ,   par  là  ,  manquer  essen- 
liellcmcnt  d'unilé. 
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L'adoption  détinitivc  el  l'usage  universel  du 
principe  de  d'Alembert  rendaient  donc  indispen- 
sable aux  progrès  futurs  de  l'esprit  bumain  une 
refonte  radicale  du  système  entier  de  la  mécani- 
que rationnelle,  où,  la  statique  éuut  traitée  di- 
rectement d'après  une  loi  primitive  d'équilibre 
suffisamment  générale ,  et  la  dynamique  rappelée  â 
la  statique,  l'ensemble  de  la  science  pût  acquérir 
un  caractère  d'unité  désormais  irrévocable.  Telle 
est  la  révolution  éminemment  philosophique  exé- 
cutée par  Lagrange  dans  sou  admirable  traité 
de  mécanique  analytique ,  dont  la  conception 
fondamentale  servira  toujours  de  base  à  tous  les 
^  travaux  ultérieurs  des  géomètres  sur  les  lois  de 
l'équilibre  el  du  mouvement,  comme  nous  avons 
.vulagraudeidée  mère  de  Descartes  devoir  diriger 
indéfiniment  toutes  lesspéculaiionsgéométriques. 
£a  examinant  les  recherches  des  géomètres 
antérieurs  sur  les  propriétés  de  l'équilibre,  pour 
y  puiser  un  principe  direct  de  statique  qui  pût 
offrir  toute  la  généralilé  nécessaire ,  Lagrange  s'est 
arrêté  à  choisi  r  le  pnncipe  des  vitesses  virtuelles, 
devenu  désormais  si  célèbre  par  l'usage  immense 
etcapilal  qu'il  en  a  fait.  Ce  principe,  découvert 
primitivement  par  Galilée  dans  le  cas  de  deux 
forces,  comme  une  propriété  générale  que  ma- 
nifestait l'équilibre  de  toutes  les  machines,  avait 
été,   plus   tard,   étendu   par   Jean   Bcrnouilll   à 
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un  nombre  quelconque  de  forces  i  constituant  un 
système  quelconque;  et  Yarignon  avait  ensuite 
remarque  expressément  l'emploi  universel  qu'il 
était  possible  d'en  faire  en  statique*  La  combi- 
naison de  ce  principe  avec  celui  de  d^Alcmbert  a 
conduitLagrange  à  concevoir  et  à  traiter  la  méca- 
nique rationnelle  tout  entière  comme  déduite  d'un 
seul  tliéorème  fondamental  i  et  à  lui  donner  ainsi 
le  plus  haut  degré  de  perfection  qu'une  science 
puisse  acquérir  sous  le  rapport  philosophique , 
une  rigoureuse  unité. 

Pour  concevoir  nettement  avec  plus  de  facilité 
le  principe  général  des  vitesses  virtuelles ,  il  est  en- 
core utile  de  le  considérer  d'abord  dans  Icsi  rapiéças 
de  dcuxforces;  comme  l'avait  fait  Galilée.  Il  con- 
siste alors  en  ce  que,  deux  forces  se  faisant  équilibre 
à  Taide  d'une  machine  quelconque»  elles  sont 
entre  elles  en  raison  inverse  des  espaces  que  par- 
couraient dans  le  sens  de  leurs  directions  leurs 
points  d'application  y  si  on  supposait .  que  le  sys- 
tème vîqt  à  prendre  un  mouvement  infiniment 
petit:  ces  espaces  portent  le  nom  de  vitesses  vîr- 
tuelles  y  afin  de  les  distinguer  des  vitesses  réelles 
qui  auraient  efTectivement  lieu  si  l'équilibre  n'exis- 
tait pas.  Dans  cet  état  primitif ,  ce  principe, 
qu'on  peut  très-aisément  vérifier  relativement  i\ 
toutes  les  machines  connues^  présente  déjà  une 
grande  utilité  pratique,  vu  l'extrême  facilité  avei^ 


KATHlàMATIQinSS.  6o5 

laquelle  il  permet  d'obtenir  effectiTement  la  con- 
dition mathématique  d'équilibre  d'une  machme 
quelconque,  dont  la  constitution  serait  même  en- 
tièrement inconnue.  En  appelant  moment  virtuel 
ou  simplement  moment^  suivant  l'acception  primi- 
tive de  ce  terme  parmi  les  géomètres,  le  produit  de 
chaque  forcepar  sa  vitesse  virtuelle j  produit  qui, 
eu  effets  mesure  alors  TefTort  de  la  force  pour  mou- 
voir la  machine,  on  peut  simplifier  beaucoup  l'é- 
noncé du  principe  en  se  bornant  à  dire  que ,  dans  ce 
cas,  les  momens  des  deux  forces  doivent  être  ^ux 
et  de  signe  contrairepour  qu'il  y  ait  équilibre;  le 
signe  positif  ou  négatif  de  chaque  moment  est 
déterminé  d'après  celui  de  la  vitesse  virtuelle, 
qu'on  estimera,  conformément  à  l'esprit  ordi- 
naire de  la  théorie  mathématique  des  signes , 
positive  ou  n^ative  selon  que,  par  le  mouve- 
ment fictif  que  Ton  imagine ,  la  projection  du 
point  d'application  se  trouverait  tomber  sur  la 
direction  même  de  la  force  ou  sur  son  prolonge- 
ment. Cette  expression  abrégée  du  principe  des 
vitesses  virtuelles  est  surtout  utile  pour  énoncer 
ce  principe  d'une  manière  générale,  relativement 
ïk  un  système  de  forces  tout-à-fait  quelconque.  Il 
consiste  alors  en  ce  que  la  somme  algébrique  des 
momens  virtuels  de  toutes  les  forces ,  estimés  sui- 
vant la  règle  précédente ,  doit  être  nulle  pour 
qu'il  y  ait  équilibre  ;  et  cette  condition  doit  avoir 
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lieu  distinctemeul  par  rapport  à  tous  les  mouye- 
mens  ëlémentaires  que  le  système  pourrait  pren- 
dre en  vertu  des  forces  dont  il  est  animé.  En  ap- 
pelant PjP\  P\  etc.,  les  forces  proposées ,  et, 
suivant  la  notation  ordinaire  de  Lagrange,  ip^ 
^P  9  ^p"  7  etc.,  les  vitesses  virtuelles  correspon- 
dantes, ce  principe  se  trouve  immédiatementexpri- 
më  par  l'équation 

P  âf.+P  dV  +  P"  (?;/  +ctc.  =  o, 

ou ,  plus  brièvement^ 


o. 


dans  laquelle,  par  les  travaux  de  Lagrange,  la 
mécanique  rationnelle  tout  entière  peut  être  re^ 
gardée  comme  implicitement  renfermée.  Quant 
à  la  statique,  la  difficulté  fondamentale  de  dé- 
velopper  convenablement  cette  équation  générale 
se  réduira  essentiellement^  lorsque  toutes  les 
forces  dont  il  faut  tenir  compte  seront  bien  con- 
nues, à  une  difficulté  purement  analytique,  qui 
consistera  à  rapporter,  dans  chaque  cas  ,  d'après 
les  conditions  de  liaison  caractéristiques  du 
système  considéré,  toutes  les  variations  infini- 
ment petites  <r^,  à  p\  etc.,  au  plus  petit  nombre 
possible  de  variations  réellement  indépend  ri  nies . 
afin  d^1unuler  séparément  les  divers  groupes  de 
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termes  relatifs  à  uhacune  de  ces  dernières  va- 
riations, ce  qui  fournit,  pour  réquilil)re,  anlant 
d'équations  distinctes  qu'il  pourrait  exister  de 
mouvemens  élémentaires  vraiment  différens  par 
la  nature  du  système  proposé.  En  supposant  que 
les  forces  soient  entièrement  quelconques,  et 
qu'elles  soient  appliquées  aux  divers  points  d'un 
corps  solide,  qui  ne  soit  d'ailleurs  assujetti  à 
aucune  coudition  particulière,  on  parvient  aussi 
immédiatement  et  de  la  manière  la  plus  simple 
aux  six  équations  générales  de  l'équilibre  rap- 
portées ci-dessus  d'après  la  méthode  dynamitpie. 
Si  le  solide ,  au  lien  d'être  complètement  libre  , 
doit  être  plus  ou  moins  géaé,  il  suffit  d'introduire 
au  nombre  des  forces  du  système  les  résistances 
qui  en  résultent  après  les  avoir  convenablement 
défmies,  ce  qui  ne  fpra  qu'ajouter  quelques  nou- 
veaux termes  à  l'équation  fondamentale.  11  en  est 
de  même  quand  la  forme  du  solide  n'est  point 
supposée  rigoureusement  invariable,  et  qu'on 
vient,  par  exemple,  à  considérer  son  élasticité. 
De  semblables  modifications  n'ont  d'autreeffel, 
sous  le  point  de  vue  logique ,  que  de  compliquer 
plus  ou  moins  lequalion  des  vitesses  virtuelles, 
qui  ne  cesse  point  pour  cela  de  conserver  né- 
cessairemetil  son  enlière  généralité  ,  quoique 
ces  conditions  secondauos  puissent  quelquefois 
rendre  picsqu'inextricables  tes  diHicullés  pure- 
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nAsnt  analytiques  que  présente  la  solution 
de  la  question  propos 

Tant  que  le  Lhéorèmc  des  vitesses  virtuelles 
n'avait  été  conçu  que  comme  une  propriété  gëoé^ 
raie  de  l'équilibre,  on  avait  pu  se  borner  à  le  vé- 
rifier par  sa  conformité  constante  avec  les  lois 
ordinaires  de  l'équilibre  déjà  obtenues  autrement, 
et  dont  il  présentait  ainsi  un  résumé  très -utile 
par  sa  simplicité  et  son  uniformité.  Mais ,  pour 
faire  de  ce  théorème  fondamental  la  base  effec- 
tive de  toute  la  mécanique  rationnelle,  en  un 
mot  y  pour  la  convertir  en  un  véritable  principe, 
il  était  indispensaiib'.  de  l'établir  directement  sans 
le  déduire  d'aucun  autre  >  ou  du  moins  en  ne 
supposant  que  des  propositions  préliminaires  sus- 
ceptibles par  leur  extrême  simplicité  d'être  pré- 
sentées comme  immédiates.  C'est  ce  qu'a  si  lieu* 
reuseiiient  exécuté  Lâgrange  par  son  ingénieuse 
démonstration  fondée  sur  leprincipedesmouffles 
et  dans  laquelle  il  parvient  à  prouver  générale- 
ment le  théorème  des  vitesses  virtuelles  avec  une 
extrême  facilité ,  en  ima«j;inant  un  poids  unique, 
qui,  à  l'aide  de  mouffles  convenablement  con- 
struites, se  trouve  remplacer  simultanément  toutes 
les  forces  du  système.  On  a  successivement  pro- 
posé depuis  quelques  autres  démonstrations  direc- 
tes et  générales  du  principe  des  vitesses  virtuelles, 
mais  qui ,  beaucoup  plus  compliquées  que  celle 
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de  Lagnnge ,  ne  lui  sont ,  en  ràiitté  ,  nnllement 
supérienres  quant  à  la  rigueur  l<^iquc.  Pour  nous, 
sous  le  point  de  vue  philosophique ,  nous  devons 
Tarder  ce  thëorâme  général  comme  une  cons<f  - 
quence  nécessaire  des  lois  fondamentales  du  mou- 
vement ,  d'où  elle  peut  être  déduite  de  diverses 
manières,  et  qui  devient  ensuite  le  point  de 
départ  effectif  de  la  mécanique  rationnelle  tout 
entière. 

L'emploi  d'un  tel  principe  ramenant  l'cnsem- 
ble  de  la  science  à  une  parfaite  unité,  il  de- 
vient évidemment  fort  peu  intéressant  désormais 
de  connaître  d'autres  principes  plus  gci\éraux  en- 
core ,  en  supposant  qu'on  puisse  en  obtenir.  On 
peut  donc  regarder  comme  essentiellement  oi* 
.seuscs  par  leur  naliire  les  tenlatives  qui  pourraient 
être  projetées  pour  substituer  quelque  nouveau 
principe  à  celui  des  vitesses  virtuelles.  Un  tel  tra- 
vail ïïf.  saurait  plus  perfectionner  nullement  lo 
caractère  philosophique  fondamental  de  la  méca- 
nique rationnelle,  qui,  dans  le  traité  de  Lagrange, 
est  aussi  fortement  coordonnée  qu'elle  puisse  ja- 
mais l'être.  On  n'y  pourrait  réellement  avoir  en 
vue  d'autre  utilité  effective  que  de  simplifier 
considérablement  les  recherches  analytiques 
auxquelles  la  science  est  maintenant  réduite  ,  ce 
quidoitparaitre  presque  impossible  quand  on  en- 
visage avec  quelle  admirable  liieilité  le  principe^ 
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des  vitesses  virtuelles  a  été  adapté  par  Lagrangç  à 
lapplicatioa  uaiforme  de  1  analyse  mathématique* 
Telle  est  donc  la  manière  incomparablement 
la  plus  parfaite  de  concevoir  et  de  traiter  la  sta- 
tique ,  et  par  suite  Tenscmble  de  la  mécanique 
rationnelle.  Dans  un  ouvrage  tel  que  celui-ci 
surtout^  nous  ne  pouvions  hésiter  un  seul  mo- 
ment à  accorder  à  cette  méthode  une  préférence 
éclatante  sur  tout  autre  ^  puisque  son  principal 
avantage  caractéristique  est  de  perfectionner  au 
plus  haut  degré  la  philosophie  de  cette  science. 
Cette  considération  doit  avoir  à  nos  yeux  bien 
plus  d'importance  que  nous  ne  pouvons  en  attri- 
buer en  sens  inverse  aux  difficultés  propres 
qu'elle  présente  encore  fréquemment  dans  les 
applications,  et  qui  consistent  essentiellement  dans 
l'extrême  contention  intellectuelle  qu'elle  exige 
souvent,  ce  qui  peut  être  regardé  comme  étant 
jusqu'à  un  certain  point  inhérent  à  toute  méthode 
très-générale  où  les  questions  quelconques  sont 
constamment  ramenées  i\  un  principe  unique. 
Néanmoins  ces  difficultés  sont  assez  grandes 
jusqu'ici  pour  qu'on  ne  puisse  point  encore  re- 
garder la  méthode  de  Ijagraiige  comme  vraiment 
élémentaire,  de  manière  à  pouvoir  dispenser  en- 
tièrement d'en  considérer  aucune  autre  dans  un 
enseignement  dogmatique.  C'est  ce  qui  m'a  déter- 
miné à  caractériser  d'abord  avec  quelques  déve- 
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loppemem  la  méthode  dynamique  proprement 
dite,  la  seule  encore  généralement  usitée.  Mais  ces 
considératioDS  ne  peuvent  être  évidemment  que 
proTÏsoires;  les  principaux  embarras  qu'occasione 
l'emploi  de  la  concepliou  de  I^grange  n'ayant  réel- 
lement d'autre  cause  essentielle  que  sa  nouveauté* 
Une  telle  méthode  n'est  point  indéfiniment  des- 
tinée sans  doute  à  l'usage  exclusif  d'un  très  -  petit 
nombre  de  géomètres,  qui  en  ont  seuls  encore 
une  connaissance  assez  familière  pour  utiliser 
convenablement  les  admiraUes  propriétés  qui  la 
caractérisent  :  elle  doit  certainement  devenir 
plus  tard  aussi  populaire  dans  le  monde  mathé- 
matique que  la  grande  conception  géométrique 
de  Descaries ,  et  ce  progrès  général  serait  vraisem- 
blablement déjà  presqu'et'fectué  si  les  notions 
fondamentales  de  l'analyse  transcendante  étaient 
plus  universellement  répandues. 

Je  ne  croirais  pas  avoir  convenablement  carac- 
térisé toutesles  notions  philosophiques  essentielles 
relatives  à  la  statique  rationnelle ,  si  je  ne  faisais 
maintenant  une  mention  distincte  d'une  nou- 
velle conception  fort  importante,  introduite  dans 
la  science  par  M.  Poinsot,  et  qi^c  je  regarde 
comme  le  plus  grand  periectioniienient  qu'ait 
éprouvé  ,  sous  le  point  de  vue  philosophique  ,  le 
système  général  de  la  mécanique^  depuis  la  r^c- 
nératioii  opérée  par  Lagrangc,  quoiqu'elle  ne  suit 
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pas  ezactanent  dans  la  même  direction.  Il  s'agit, 
comme  ou  voit  j  de  l'ingénieuse  et  lumineuse 
théorie  des  couples ,  que  M.  Poiusot  a  si  heureu- 
sement creéi^  pour  perfectionner  directement  dans 
ses  conceptions  fondamentales  la  mécanique  ra- 
tionnelle y  et  dont  la  portée  ne  me  paraît  point 
avoir  été  encore  suffisamment  appréciée  par  la 
plupart  des  géomètres.  On  sait  que  ces  couples, 
ou  systèmes  de  forces  parallèles  ^ales  et  con- 
traires,  avaient  k  peine   été  remarqués    avant 
M.  Poinsot  comme  une  sorte  de  paradoxe  en  sta- 
tique ,  et  qu'il  s'est  emparé  de  celte  notion  isolée 
pour  en  faire  immé.liatement  Icsujet  d'une  théorie 
fort  étendue  et  entièrement  originale  relative  à  la 
transformation  ,  h  la  composition  et  h  1*nsagc  de 
cesgrouijes  singuliers  ,  qu'il  a  montrés  doués  de 
propriétés  si  remarquables  par  leur  généralité  et 
leur  simplicité.   Ces   propriétés   fondamentales 
consistent  essentiellement  :  i^  sous  le  rapport 
de  la  direction ,  en  ce  que  rcfict  d'un  couple 
dépend  seulement  de  la  direction  de  son  plan 
ou  de  son  axe ,   et  nullement   de  la   position 
de  ce  plan,  ni  de  celle  du  couple  dans  le  plan  ; 
2^  quant  h  l'intensité  »  en   ce  que  l'effet  d'un 
couple  ne  dépend  proprement  ni  de  la  valeur  do 
chacune  des  forces  égales  qui  le  composent ,  ni 
du  hras  de  levier  sur  lequel  elles  agissent  y  mais 
uniquement  du  produit  de  cette  force  par  cette 
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diitance ,  auquel  M.  Poinsot  a  donné  avec  raiscm 
le  nom  de  moment  du  couple. 

En  adoptant  la  méthode  dynamique  propre- 
ment dite  pour  procéder  à  la  recherche  des  con-* 
ditions  générales  de  l'équilibre ,  M.  Poinsot  l'a 
pi*éâentce  sous  un  point  de  vue  complètement 
neuf  à  laide  de  sa  conception  des  couples ,  qui 
Ta  considérablement  simplifiée  et  éclaircie.  Poui* 
caractériser  ici  sommairement  cette  variété  de  la 
méthode  dynamique ,  il  suffira  de  concevoir  que» 
en  ajoutant  en  un  point  quelconque  du  système 
deux  forces  égales  à  chacune  de  celles  que-  Ton 
considère  et  qui  agissent ,  en  sens  contraire  Tune 
de  1  autre ,  suivant  une  droite  parallèle  à  sa  direc- 
tion^ on  pourra  ainsi ,  sans  jamais  altérer  évidem- 
ment l'état  du  système  proposé,  le  regarder  comme 
remplacé  :  i^  par  un  système  de  forces  égales  aux 
forces  primitives  transportées  toutes  parai  .élément 
à  leurs  directions  au  point  unique  que  l'on  aura 
choisi ,  et  qui  y  en  conséquence ,  seront  générale- 
ment réductibles  en  une  seule  ;  2^  par  un  sys* 
tème  de  couples  ayant  pour  mesure  de  leur  inten- 
sité les  momens  des  forces  proposées  relativement 
à  ce  même  point,  et  dont  les  plans,  passant  tous 
en  ce  même  point,  les  rendront  aussi  réducti- 
bles généralement  à  un  couple  unique.  On  voit, 
d'après  cela ,  avec  quelle  facilité  on  pourra  pro- 
céder ainsi  h    la    détermination   des   relations 
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d'équilibre ,  puisqu'il  suffira  de  trouver ,  par  les 
lois  connues  de  la  composition  des  forces  conver- 
gentes,  cette  résultante  unique^  afin 'd*exprimer 
qu'elle  eat  nulle  ;  et  ensuite ,  par  les  lois  qpe 
M.  Poinsot  a  établies  pour  la  composition  des 
couples ,  obtenir  également  ce  couple  résultant , 
et  lannuler  aussi  séparément;  car  il  est  clair 
que  y  la  force  et  le  couple  ne  pouvant  se  détruire 
mutuellement^  l'équilibre  ne  saurait  exister 
qu'en  les  supposant  individuellement  nuls. 

n  faut  y  sans  doute ,  reconnaître  que  cette  nou- 
velle manière  de  procéder  n'est  point  indispen- 
sable pour  appliquer  la  méthode  dynamique  à  la 
détermiuation  des  conditions  générales  de  l'équi- 
libre. Mais,  outre  l'extrême  simplification  qu'elle 
introduit  dans  une  telle  recherche,  nous  devons 
surtout  apprécier ,  quant  aux  progrès  généraux 
de  la  science,  la  clarté  inattendue  qu'elle  y  ap- 
porte, c'est-à-dire  l'aspect  éminemment  lucide 
sous  lequel  elle  présente  une  partie  essentielle  de 
ces  conditions  d'équilibre,  toutes  celles  qui  sont 
relatives  aux  momens  des  forces  proposées,  et 
qui  constituent  la  plus  importante  moitié  des 
équations  statiques.  Ces  momens  ^  qui  n'indi- 
quaient jusqu'alors  qu'une  considération  pure- 
ment abstraite ,  artificiellement  introduite  dans 
la  statique  pour  faciliter  l'expression  algébrique 
des  lois  de  l'équilibre,  ont  pris  désormais  une 


MATHÉMATIQUES.  6l5 

sigaiGcation  concrète  parfaitement  distincte,  et 
sont  entres  aussi  naturellement  que  les  forces 
elles-mêmes  dans  les  spéculations  statiques , 
comme  étant  la  mesure  directe  des  couples  aux- 
quels ces  forces  donnent  immédiatement  nais- 
sance. On  conçoit  aisément  à  priori  quelle  faci- 
lité cette  interprétation  générale  et  élémentaire 
doit  nécessairement  procurer  pour  la  combinai- 
son de  tontes  les  idées  relatives  à  la  théorie  des 
moniens,  comme  onen  voit  déjà  d'ailleurs lapreuve 
effective  dans  l'extension  et  le  perfectionnement 
de  celte  importante  théorie,  par  les  travaux  de 
M.  Poinsol  lui-même. 

Quelles  que  soient ,  en  réalité,  les  qualités  fon- 
damentales de  la  conception  de  M.  Poiosot  par 
rapport  à  la  statique,  on  doit  néanmoins  recon- 
naître) ce  me  semble ,  qtie  c'est  surtout  au  per- 
fectionnement de  la  dynamique  qu'elle  se  trouve, 
par  sa  nature,  essentiellement  destinée;  et  je  crois 
pouvoir  assurer,  à  cet  ^ard,  que  cette  concep- 
tion n'a  point  encore  exercé  jusqu'ici  son  in- 
fluence la  plus  capitale.  Il  faut  la  regarder,  en 
effet ,  comme  directement  propre  à  perfectionner 
sous  un  rapport  très- important  les  élémens  mêmes 
de  la  dynamique  générale,  en  rendant  la  notion 
des  mouvemeiis  de  rotation  aussi  naturelle ,  aussi 
familière,  et  presqu'aussi  simple  que  celle  des 
mouvemeiM  de  translation.   Car  le  couple  peut 
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^tre  eiivisagë  coiuaic  rélément  naturel  du  niou- 
yement  de  rotation ,  aussi  bien  que  la  force  1  est 
du  mouvemeut  de  translation.  Ce  n'est  pas  ici  le 
lieu  d'indiquer  plus  distinctement  cette  considé- 
ration ,  qui  sera  convenablement  i^eproduile  dans 
les  leçons  suivantes.  Nous  devons  seulement  con- 
cevoir, en  thèse  générale,  qu'un  usage  bien  en- 
tendu de  la  théorie  des  couples  établit  la  possi- 
bilité de  rendre  l'étude  des  mouveniens  de  rota- 
tion^ qui  constitue  jus({u'ici  la  partie  la  plus 
compliquée  et  la  plus  obscure  de  la  dynamique , 
aussi  élémentaire  et  aussi  nette  que  l'étude  des 
mouvemens  de  translation.  Nous  aurons  occasion 
de  constater  efiectivcment  plus  tard  à  quel  degré 
de  simplicité  et  de  clarté  M.  Poinsot  est  parvenu 
â  réduire  ainsi  diverses  propositions  essentielles, 
relatives  aux  mouvemens  de  rotation,  et  qui  n'é- 
taient établies  avant  lui  que  de  la  manière  la  plus 
pénible  et  la  plus  indirecte,  principalement  en 
ce  qui  concerne  les  propriétés  des  aù'es ,  dont  il 
a  même  sensiblement  augmenté  Téieudue  et  ré* 
gularisé  l'application  sous  divers  rapports  impor- 
tans,  surtout,  en  dernier  lieu,  quant  à  la  dclermi- 
nation  de  ce  qu'on  appelle  le  plan  invofiable» 

Pour  compléter  ces  considérations  philosophi- 
ques sur  l'ensemble  de  la  statique,  )e  crois  devoir 
ajouter  ici  Tindication  sommaire  d'une  dernière 
notion  générale,  qu'il  me  parait  utile  d'introduire 
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dans  la  tiiéorie  de  1  equdibre ,  de  quelque  manière 
qu'on  ait  d'ailleurs  jugé  convenable  de  I  c[ab)ir. 

Quand  on  veut  se  faire  une  jnslc  idée  de  U 
nature  des  diverses  équations  qui  expriment  les 
conditions  de  l'équilibre  d'un  système  quelcon- 
que de  forces,  il  est,  ce  me  semble,  insuffisantde 
se  borner  à  constalcr  que  l'ensemble  de  ces  équa- 
tions est  indispensable  pour  l'équilibre,  et  l'éta- 
blit inévilablenieut.  II  faut,  de  plus,  pouvoir 
assigner  nettement  la  signification  statique  dis- 
tinctement propre  à  chacune  de  ces  équations 
euvisa{;ée  isolément ,  c'est-à-dire  déterminer  avec 
précision  en  quoi  chacune  contribue  séparément 
ii  la  production  de  réi[uilihre ,  analyse  à  laquelle 
on  ne  s'attache  point  ordinairement,  quoiqu'elle 
soit,  sans  doute,  importante.  Par  quelque  mé- 
thode qu'on  procède  à  l'établissement  des  équa- 
tions statiques ,  il  est  clair  à  priori  que  l'équil  ibre 
ne  peut  résulter  que  de  la  destiuctiou  de  tons  les 
mouveniens  élémentaires  que  le  corps  pourrait 
prendre  en  vertu  des  forces  dont  il  est  animé,  si 
ces  forces  n'avaient  point  entr'ctles  les  relations 
nécessaires  pour  se  contrebalancer  exactement. 
Ainsi  chaque  équation  prise  à  part  doit  néces- 
sairemeut  anéaatir  un  de  ces  mouvemens,  en 
sorte  que  l'ensemble  de  ces  équations  produise 
l'équilibre,  par  l'impossibililé  où  se  trouve  dès- 
lors  le  corps  de  se  mouvoir  d'aucune  manière. 
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Examinons  maintenant  sommairement  le  principe 
général  d  après  lec[uel  une  telle  analyse  me  semble 
pouvoir  s  opérer  dans  un  cas  quelconque. 

Elii  considérant  te  mouvement  sous  le  point  de 
vye  le  plus  positif,  comme  le  simple  transport  d'un 
corps  d'un  lieu  dans  un  autre ,  indépendamment 
du  mode  quelconque  suivant  lequel  il  peut  être 
produit^  il  est  évident  que  tout  mouvement  doit 
être  envisagé,  dans  le  ca^  le  plus  général ,  conune 
nécessairement  composé  à  la  fois  de  translation  et 
de  rotation»  Ce  n'est  pas,  sans  doute,  qu'il  ne 
puisse  réellement  exister  de  translation  sans  ro- 
tation ,  ou  de  rotation  sans  translation  ;  mais  on 
doit  regarder  l'un  et  l'autre  cas  comme  étant 
d'exception,  le  cas  normal  consistant  eu  effet 
dans  la  coexistence  de  ces  deux  sortes  de  mouve- 
mens^  qui  s'accompagnent  constamment  à  moins 
de  conditions  particulières  très-précises,  et  par 
suite  fort  rares,  relativement  aux  circonstances  du 
phénomène.  Cela  est  tellement  vrai ,  que  la  seule 
vérification  de  l'un  de  ces  mouvemens  est  habi- 
tuellement regardée  avec  raison  parles  géomètres, 
qui  connaissent  toute  la  portée  de  cette  observa- 
tion élémentaire,  comme  un  puissant  motif,  non 
d'affirmer ,  mais  de  présumer  très-vraisemblable- 
ment l'existence  de  l'autre.  Ainsi ,  par  exemple , 
la  seule  connaissance  du  mouvement  de  rotation 
du  soleil  sur  son  axe,  parfaitement  constaté  de- 
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une  preuve  presque  certaine  d'un  mouvement  de 
translation  de  cet  astre  accompagné  de  toutes  ses 
planètes ,  qunnd  même  les  astronomes  uVuiaient 
point  commence  déjà  à  reconnaître  effectivement) 
par  des  observations  directes,  la  réalité  de  ce 
transport ,  dans  un  sens  encore  peu  déterminé. 
Pareillemeni,  c'est  d'après  une  semblable  consi- 
dération qu'on  admet  communément,  avec  rai- 
son, outre  le  motif  d'analogie,  l'existence  d'un 
mouvement  de  rotation  dans  les  planètes  même 
à  l'égard  desquelles  on  n'a  point  encore  pu  le 
constater  direclemenl,  par  cela  seul  qu'elles  ont 
un  mouvement  de  translation  bien  connu  autour 
du  soleil . 

Il  résulte  de  celte  première  analyse  que  les 
équations  qui  expriment  les  conditions  d'équi- 
libre d'un  corps,  sollicité  par  des  forces  quelcon- 
ques, doivent  avoir  pour  objet,  Jes  unes  de  dé- 
truire tout  mouvement  de  translation  ,  les  autres 
d'anéantir  tout  mouvement  de  rotation.  Voyons 
maintenant,  d'après  le  même  point  de  vue,  afin 
de  compléter  cet  aperçu  {général,  quel  doit  être 
a  priori  le  nombre  des  équations  de  chaque  es- 
pèce. 

Quanta  la  translation,  il  suffit  de  considérer 

que,  pour  empêcher  un  corps  de  marcher  dans 
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un  sona  quelconque,  il  faut  évidemment  Teu  em- 
pédier  selon  trois  axes  principaux  situes  clans  des 
plans  difierens,  et  qu'on  suppose  d*ordinaire  |)er- 
pemliculaires  ëntr'eux.  En  effets  quelle  progres- 
sion serait  possible ,  par  exemple.,  dans  un  corps 
qui  ne  pourrait  avancer  ni  de  1  est  à  l'ouest  ou  de 
Touest  à  lest ,  ni  du  nord  au  sud  ou  du  sud  aa 
nord,  ni  enfin  du  haut  en  bas  pu  du  bas  en 
'  haut?  Toute  progression  «laus  un  autre  sens  quel- 
conque, pouvant  évidemment  se  concevoir  comme 
composée  de  progressions, partielles  correspon- 
dantes dans  ces  trois  sens  principaux ,  serait  des 
lors  devenue  nécessairement  impossible.  I3'ui)  au- 
tre côté,  il  est  clair  qu'on  ne  doit  pas  considérer 
moins  de  trois  mouvcmens  élémentaires  indépen- 
dans,  car  le  corps  pourrait  se  mouvoir  dans  le 
sens  d'un  des  axes .  sans  avoir  aucune  translation 
dans  le  sens  d'aucun  des  deux  autres.  On  conçoit 
ainsi  que ^  en  général^  trois  équations  de  condi- 
tion seront  nécessaires  et  suffisantes  pour  établir, 
dans  un  système  quelconque,  l'équilibre  de  trans- 
lation; et  chacune  d'elles  sera  spécialement  des- 
tinée à  détruire  un  des  trois  mouvemeus  de  trans- 
lation élémentaires  que  le  corps  pourrait  prendre. 
On  peut  présenter  une  considération  exacte- 
ment analogue  relativement  à  la  rotation  :  il  n'y 
a  de  nouvelle  difficulté  que  celle  d'apercevoir 
distinctement  une  image  mécanique  plus  compli- 
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tjDcr.  La  rotation  d'un  corps  dans  un  plaa  ou  au- 
tour d'un  axe  quelconque,  pouvant  toujours  se 
concevoir  décomposée  en  trois  rotations  ëlémen- 
taircsdansles  trois  plans  coordonnés  ouautourdes 
trois  axes  ,  il  est  clair  que, pour ciiipécher toute 
rotation  dans  un  corps,  il  faut  aussi  l'ompécher  de 
tourner  séparément  par  rapport  à  cbacun  de  ces 
trois  plans  ou  de  ces  trois  axes.  Trois  équations 
sontdouc ,  pareillement ,  nécessaires  et  sulBsautes 
pouréLaLilirlejuilibrc  de  rotation;  et  l'on  aperçoit, 
avec  la  même  facilité  que  dans  le  cas  précédent, 
la  destination  mécanique  propre  à  chacune  d'elles. 
En  appliquant  l'analyse  précédente  à  l'ensem- 
ble des  six  équations  générales  rapportées  au  com- 
mencement de  cette  leçon  ,  pour  l'équilibre  d'un 
corps  solide  animé  de  forces  quelconqui»,  il  €«t 
aisé  de  reconnaître  que  les  trois  premières  sont 
relatives  ,\  l'équilibre  de  translation,  et  les  trois 
autres  à  l'équilibrft  de  rotation.  Dans  le  premier 
groupe,  la  première  étjualion  emp^cbe  la  trans- 
lation suivant  l'axe  des  a:,  la  seconde  suivanl  l'axe 
des^-,  et  la  troisième  suivant  l'aie  des  a.  Dans  le 
second  groupe,  la  première  équation  empécbe 
le  corps  de  tourner  suivant  le  plan  des  a: ,  /  ,  la 
seconde  suivant  le  plan  des  j-,  2  ,  et  la  troisième 
suivant  le  plan  des  y ,  z.  Ou  conçoit  nettement 
par  là  comment  la  coexistence  de  toutes  ces 
équations  établit  nécessairement  l'équilibre. 
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Cette  décomposition  serait  encore  utile  ponr 
i^uirc  y  dans  chaque  cas  y  les  équations  d  équi- 
libre, au  nombre  strictement  nécessaire,    quand 
on  vient  à  particulariser  plus  ou  moins  le  sys- 
tème de  forces  considéré,  au  lieu  de  le  supposer 
entièrement  quelconque.  Sans  entrer  ici  dans  au- 
cun détail  spécial  à  ce  sujet,  il  suffira  de  dire, 
conformément  au  point  de  vue  précédent^  que, 
la  particularisation  du  système  proposé  restrei* 
gnant  plus  ou  moins  les  mouvemens  possibles , 
soit  quaiit  h.  la  translation  j  soit  quant  à- la  rota- 
tion, après  avoir  d'abord  exactement  déterminé 
dans  chaque  cas,  ce  qui  sera  toujours  facile,  en 
quoi  consiste  ce(tc  restriction,  il  faudra  suppri- 
mer, comme  superflues  ,  les  équations  d'équilibre 
relatives  aux  translations  ou  aux  rotations  qui  ne 
peuvent  avoir  lieu,  et  conserver  seulement  celles 
qui  se  rapportent  aux  mouvemens  restés  possibles. 
C'est  ainsi  que,  suivant  la  limitation  plus    ou 
moins  grande  du  système  de  forces  particulier 
que  l'on  considère,  il  peut^  au  lieu  de  sis  équa- 
tions nécessaires  en  général  pour  l'équilibre^  n'en 
plus  subsister  que  trois ,  ou  deux ,  ou  même  une 
seule,  qu'il  sera  par  là  facile  d'obtenir  dans  cha^ 
que  cas. 

On  doit  faire  des  remarques  parfaitement  ana- 
logues quant  aux  restrictions  de  mouvemens  qui 
résulteraient ,  non  de  la  constitution  spéciale  du 
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sysièiue  des  forces ,  mais  des  gènes  plus  ou  moins 
étroites  ausquclles  le,  corps  pourrait  être  asst^ 
jetti  dans  certains  cas,  et  qui  produiraient  des 
clfets  semblables.  Il  suffirait  égak-nicnt  alors  de 
voir  nettement  quels  mouvemens  sont  rendus  im- 
possibles parla  naturelles  conditions  imposées,  el 
de  supprimer  les  équations  d'équilibre  qui  s'y 
rapportent,  en  conservant  celles  relatives  aux 
mouvcmens  restés  libres.  C'est  ainsi  ^  par  exemple, 
que ,  dans  le  cas  d'un  système  quelconque  de  for- 
ces, ou  ti"ouverait  que  Jes  trois  dernières  équa- 
tions suffisent  pour  l'équilibre,  si  le  corps  est 
retenu  jiar  un  point  fixe  autour  duquel  il  peut 
tourner  librement  en  tout  sens  ,  tout  mouve- 
ment de  translation  étant  alors  devenu  impossible; 
de  même  on  verrait  les  équations  d'équilibre 
être  au  nombre  dir  deux ,  ou  même  se  réduire  à 
une  seule,  s'il  y  avait  à  la  fois  deux  points  Cxes, 
suivant  que  le  corps  pourrait  ou  non  glisser  le 
long  de  l'axe  qui  les  joint;  et  enfin  on  arriverait 
à  reconnaître  quel'éfjuilibre  existe  nécessairement 
sans  aucunecondition,  quelles  que  soient  Icsforces 
du  système,  si  le  corps  solide  présente  trois  points 
fixes  non  en  ligne  droite.  Enfin  on  pourrait  en- 
core employer  le  même  ordre  de  considérations 
lorsque  les  points,  au  lieu  d'être  rigoureusement 
fixes,  seraient  seulement  astreints  à  demeurer  sut) 
des  courbes  ou  des  surfaces  domiées. 
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L'écrit  de  l'analyse  que  je  viens   des<{uisser 
est  y  comme  on  le  voit  ^  entièrement  indépendant 
de  la   méthode  quelconque  d'après  laquelle  au- 
ront été  obtenues  les  opérations  de  l'équilibre. 
Mais  les  diverses  méthodes  générales  sont  loin 
cependant  de  se  prêter  avec  la  même  facilité  k 
l'application  de  cette  règle.  Celle  qui  s  y  adapte  le 
mieux 9  c'est  incontestablement  la  mélhode  tftati- 
que  proprement  dite,  fondée  y  comme  nonsl'avons 
vu  y  sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles.  On  doit 
mettre,  en  effet ,  au  nombre  des  propriétés  carac- 
téristiques de  ce  principe^  la  netteté  parfaite  avec 
laquelle   il  analyse  naturellement  le  phénomène 
de  l'équilibre ,  en  considérant  distinctement  cha- 
cun des  mouvemens  élémentaires  que  permettent 
les  forces  du  système,  et  fournissant  aussitôt  une 
équation  d'équilibre  spécialement  relative  à  c(^ 
mouvement.  La  méthode  dynamique  ne  présente 
point  cet  avantage  important.  Il  faut  reconnaître 
toutefois  que,  dans  la  manière  dont  M.  Poinsol  la 
conçue ,   elle  se  trouve  à  cet  égard  considérable- 
ment améliorée ,  puisque  la  seule  distinction  des 
conditions  d'équilibre  relatives  aux  forces  et  de 
celles  qui  concernent  les  couples,  distinction  qui 
s'établit    alors  nécessairement,  réalise  par  elle- 
même  la  détermination  séparée  entre  l'équilibre 
de  translation  et  l'équilibre  do  rotation.  Mais  la 
méthode  dynamique    ordinaire,    exclusivement 
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usi  t^  eu  statique  avant  la  réforme  de  M.  Poioaot  $ 
et  que  j'ai  caractérisée  dans  son  ensemble  au  com^ 
mencemcnt  de  cette  leçon>  ne  remplit  nullement 
cette  condition  essentielle ,  sans  laquelle  néan<^ 
moins  il  me  parait  impossible  de  concevoir  net- 
tement l'expression  '  analytique  des  lois  générales 
de  l'équilibre. 

Après  avoir  considéré  les  diverses  manières 
principales  de  parvenir  aux  lois  exactes  de  Téqui- 
libre  abstrait  pour  un  système  quelconque  des 
forces  9  en  supposant  le^  corps  dans  cet  état  com- 
plètement passif  que  nous  avions  d'abord  reconnu, 
quoique  purement  hypothétique,  être  stricte- 
ment indispensable  h  l'établissement  des  principes 
fondamentaux  de  la  mécanique  rationnelle;  nous 
devons  maintenant  examiner  comment  les  géo^ 
mètres  ont  pu  tenir  compte  des  propriétés  géné- 
rales naturelles  aux  corps  rœls  ,  et  auxquelles  il 
faut  nécessairement  avoir  égard  dans  toute  appli- 
cation effective  de  la  mécanique  abstraite.  La 
seule  que  l'on  sache  jusqu'ici  prendre  en  consi- 
dération d'une  manière  vraiment  complète ,  c'est 
la  pesanteur  terrestre.  Voyons  comment  on  a  pu 
l'introduire,  en  effet|dans  les  équations  statiques. 
Cet  important  examen  constitue ,  sans  doutiç, 
dans  l'ordre  strictement  lexique  de  nos  études 
philosophiques,  une  anticipation  vicieuse  sur  la 
partie  de  ce  cours  relative  à  la  physique  propre- 
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ment  dite,  où  nous  envisagerons  spécialement 
la  science  de  la  pesanteur.  Mais  la  théorie  des 
centres  de  gravité ,  à  laquelle  se  râiuit  essentiel- 
lement cette  étude  statique  de  la  pesanteur  ter- 
restre f  joue  un  rôle  trop  étendu  et  trop  im- 
portant dans  toutes  les  parties  de  la  mécani- 
que rationnelle^  pour  que  nous  puissions  nous 
dispenser  de  l'indiquer  ici  ,  à  l'exemple  de 
tous  les  géomètres ,  quoique  ce  ne  soit  pas  stric- 
tement r^ulier.  Du  reste ,  je  dois  faire  observer 
à  ce  sujet  qu'on  éviterait  presqu'entièrement  tout 
ce  qu'il  y  a  vraiment  d'irrationnel  dans  cette 
disposition  scientifique ,  sans  se  priver  néanmoins 
des  avantages  capitaux  que  présente  la  résolution 
préalable  d'une  telle  question  y  si  on  contractait 
l'habitude  de  classer  la  théorie  des  centres  de  gra- 
vité parmi  les  recherches  de  pure  géométrie, 
comme  je  l'ai  proposé  à  la  fin  de  la  treizième  leçon. 
Pour  tenir  compte  de  la  pesanteur  terrestre, 
dans  les  questions  statiques,  il  suffit,  comme  on 
sait ,  de  se  représenter,  sous  ce  rapport ,  chaque 
corps  homogène  comme  un  système  de  forces  pa- 
rallèles et  égales,  appliquées  à  toutes  les  molécules 
du  corps,  et  dont  il  faut  déterminer  complète- 
ment la  résultante,  qu'on  introduira  dès  lors 
sans  aucune  difficulté  parmi  les  forces  extérieures 
primitives.  En  réalité,  ce  parallélisme  et  cette 
égalité  des  pesanteurs  moléculaires  nesonteffec- 
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tWçment  que  des  approxioiatioxis  ^  puisque^  de 
fait>  toutes  ces  forces  concourraient  au  centre  de 
la  terre  si  cette  planète  était  rigoureusement sphé- 
rique,  et  que  leur  intensité  absolue,  indépendam- 
ment des  inégalités  qui  tiennent  à  la  force  centri- 
fuge produite  par  le  mouvement  de  rotation  de 
la  terre ,  varie  en  raison  inverse  des  carrés  des 
distances  des  molécules  correspondantes  au  cen- 
tre  de  notre  globe.  Mais,  quand  il  ne  s'agit  que 
des  masses  terrestres  à  notre  disposition,  aux«- 
quelles  sont  ordinairement  •  destinées  ces  appli- 
cations de  la  statique ,  les  dimensions  n'en  sont 
jamais  assez  grandes  pour  que  le  défaut  de  parais 
lélisme  et  d'égalité  entre  les  pesanteurs  des  di- 
verses molécules  de  chaque  masse  ^  doive  être 
réellement  pris  en  considération.  On  suppose 
donc  alors,  avec  raison,  toutes  ces  forces  rigou- 
reusement parallèles  et  ^ales,  ce  qui  simplifie 
extrêmement  la  question  de  leur  composition. 
En  effet,  leur  résultante  est,  dès  ce  moment^ 
égale  à  leur  somme ,  et  agit  suivant  une  droite 
parallèle  à  leur  direction  commune ,  en  sorte  que 
son  intensité  et  sa  direction  sont  immédiatement 
connues.  Toute  la  difficulté  se  réduit  donc  à  trou- 
ver son  point  d'application,  c'est-à-dire  ce  qu'on 
appelle  le  centre  degras^àé  du  corps.  D'après  les 
propriétés  générales  du  point  d'application  de  la 
résultante  dans  un  système  quelconque  de  forces 
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parallèles,  la  distance  de  ce  point  à  un  plan 
iC[uelconque  est  égale  à  la  somme  des  momens  de 
de  toutes  les  forces  du ,  système  par  rapport  à  ce 
même  plan,  divisée  par  la  somme  de  ces  forces 
elles-mêmes.  Eu  appliquant  cette  formule  au 
centre  de  gravité,  el  ayant  égard  à  la  simplificatiou 
.  que  produit  alors  T^lité  de  toutes  les  forces 
proposées ,  on  trouve  que  la  distance  du  centre 
de  gravité  à  un  pian  quelconque  est  égale 
à  la  somme  des  distances  de  tous  les  points  du 
corps  considéré,  divisée  par  le  nond)re  de  ces 
points;  c est-à-dire,  que  cette  distance  est,  ce 
ce  qu'on  appelle  proprement  la  moyenne  arith- 
métique entre  les  distances  de  tous  les  points  pro- 
posés. Cette  considération  fondamentale  réduit 
évidemment  la  notion  du  centre  de  gravité  a  être 
purement  géométrique,  puisqu'en  le  cherchant 
ainsi  comme  centime  des  moyennes  distances,  sui* 
vaut  la  dénomination  très-rationnelle  des  anciens 
géomètres^  la  question  ne  conserve  plus  aucune 
trace  de  son  origine  mécanique,  et  consiste  seule- 
ment dans  ce  problème  de  géométrie  générale  : 
Etant  donné  un  système  quelconque  de  points 
disposés  cntr'eux  d'une  manière  déterminée,  trou- 
ver un  point  dont  la  distance  à  un  plan  quel- 
conque soit  moyenne  entre  les  distances  de  tous 
les  points  donnés  à  ce  même  plan.  Il  y  aurait , 
comme  je  l'ai  déjà  indiqué,  des  avantages  inipor- 
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Uda  à  concevoir  habituellement  ainsi  la  notion 
générale  du  centre  de  gravité ,  en  faisant  compté-  , 
tement  abstraction  de  toute  considération  de  pe- 
santeur, car  cette  idée  simple  et  purement  géo--  . 
métrique  est  précisément  celle  qu'on  doit  s'en 
former  dans  la  plupart  des  théories  principales 
de  la  mécanique  rationnelle,  surtout  quand  on 
envisage  les  grandes  propriétés  dynamiques  du 
centre  des  moyennes  distances,  où  l'idée  hétéro-< 
gêne  et  surabondante  de  la  gravité  introduit  ordî* 
nairement  une  complication  et  une  obscurité  vi- 
cieuses. Cette  manière  de  concevoir  la  question 
conduit  naturellement,  il  est  vrai^  à  l'exclure  de 
la  mécanique  pour  la  faire  rentrer  dans  la  géo- 
métrie^ comme  je  l'ai  proposé.  Si  je  ne  l'ai  pas 
ainsi  classée  effectivement, c'est  uniquement  afin 
de^uc  m'écartcr  que  le  moins  possible  des  habi- 
tudes universellement  reçues,  quoique  je  fusse 
très  -  convaincu  qu'une  telle  transposition  ser- 
rait la  seule  disposition  vraiment  rationnelle. 
Quoi  qu'il  en  soit  de  cette  discussion  d'ordre, 
ce  qui  importe  essentiellement  c'est  de  ne 
point  se  méprendre  sur  la  véritable  nature  de 
la  question,  à  quelqu'époque  et  sous  quelque 
dénomination  qu'on  juge  convenable  de  la 
traiter* 

I^  seule  définition  géométrique  du  centre  de 
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gravite  donnerait  immëdiatement  le  moyen  de  le 
déterminer,  si  le  système  des  points  que  Ton  con- 
sidère n'était  composé  que  dW  nombre  fini  de 
points  isolés^  car  il  en  résulterait  directement 
alors  des  formules  très-simples  et  qui  n'auraient 
nullement  besoin  d'être  transformées  pour  expri- 
mer les  coordonna  du  point  cherché,  relative- 
ment à  trois  axes  rectangulaires  (ixcs  arbitraire* 
ment.  Mais  ces  formules  fondamentales  ne  peu- 
vent plus  être  employées  sans   transformation , 
aussitôt  qu'il  s'agit  d  un  système  composé  d'une 
infinité  de  points  formant  un  véritable  corps  con- 
tinu,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire.  Car  le  numéra- 
teur et  le  dénominateur  de  chaque  formule  deve- 
nant dès  lors  simultanément  infinis ,  ces  formules 
n'offrent  plus  aucune  signification  distincte  «  et  ne 
sauraient  être  appliquées  qu'après  avoir  été  conve* 
nablement  transformées.  C'est  dans  cette  transfor- 
mation générale  que  consiste ,  sous  le  rapport  ana- 
lytique,  toute  la  difficulté  fondameiitaledela  ques- 
tion du  centre  de  gravi  té  envisagée  sous  le  poi  n t  de 
vue  le  plus  étendu.  Or  il  est  clair  que  le  calcul 
int^ral  donne  immédiatement  les  moyens  de  la 
surmonter^  puisque  ces  deux  sommes  infinies  qui 
constituent  les  deux  termes  de  chaque  formule , 
sont  évidemment  par  elles-mêmes  de  véritables 
intégrales^  dont  celle  qui  exprime  le  dénomina- 
teur commun  des  trois  formules  se  rapporte  aux 
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élémens  géométriques  infiniment  pelils  de  la 
masse  considérée,  et  celle  qui  représente  le  numé- 
rateur propre  à  chaque  foiniule  se  rapporte  aui 
produits  de  ces  élémens  par  leurs  coordonnées 
correspondantes.il  suit  de  là,  pour  ne  considérer 
ici  que  le  cas  le  plus  général ,  qu'en  décomposant 
le  corps  seulement  en  élémens  infiniment  petits 
dans  deux  sens  par  dciiK  séries  de  plans  iufîiii- 
mcul  rapprochés  parallèles  les  uns  au  plan  des 
X,s,  les  autres  au  plan  des j^,  s,  on  trouvera 
aussitôt  les  formules  fondamentales  , 

*'      JJtdzdy'>    ^'~  JJidi^dy^    '"       •  JjUydx 


qui  feront  connaître  les  trois  coordonnées  du 
centre  de  gravité  du  volume  d'un  corps  ho- 
rao<^ène  de  forme  quelconque,  limité  par  une 
surface  dont  l'équation  en  3C,J,  et  z,  est  supposée 
donnée.  On  obtiendra  de  la  même  manière,  pour 
le  centrede  gravité  delà  surface  seule  de  ce  corps, 
les  formules 
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I.a  détermination  des  centres  de  gravité  sera  donc 
réduite  ainsi  j  dans  chaque  cas  particulier,  à  des 
recherches  purement  analytiques  ,  tout-à-fait 
analogues  à  celles  qu'exigent^  comme  nous  1  avons 
vu,  les  quadratures  et  les  cuhatures.  Seulement, 
ces  intégrations  étant,  en  général,  plus  compli- 
quées j  l'état  d*extréme  imperfection  dans  lequel 
se  trouve  jusqu'ici  le  calcul  int^al  permettra 
hien  plus  rarement  encore  de  parvenir  à  une  solu- 
tion définitive.  Mais  ces  formules  générales  n'en 
ont  pas  moins  9  par  elles-mêmes,  une  importance 
capitale,  pour  introduire  la  considération  du 
centre  de  gravité  dans  les  théories  générales  de 
la  mécanique  analytique,  ainsi  que  nous  aurons 
spécialement  occasion  de  le  reconnaître  bientôt. 
Il  faut  d'ailleurs  considérer^  quant  h  la  question 
même ,  que  ces  formules  éprouvent  de  très-{>ran- 
des  simplifications^  quand  on  vient  à  supposer 
que  la  surface  qui  termine  le  corps  proposé  est 
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une  surface  de   révolution,  ce  qui  heureuse 
ment  a  lieu  dans  la  plupart  des  applications  vrai- 
ment importantes. 

Telle  est  donc  essentiellement  la  manière  de 
tenir  compte  de  la  pesanteur  terrestre  dans  les 
applications  de  la  statique  abstraite.  Quant  à  la 
|)esanteur  universelle ,  on  peut  dire  que  jusqu'ici 
elle  n'a  été  prise  en  considération  d'une  manière 
vraiment  complète^  que  relativement  aux  corps 
sphériques.  Ce  n'est  pas  que ,  lorsque  la  loi  de  la 
gravitation  est  supposée  connue  »  et  surtout  en 
la  concevant  inversement  proportionnelle  au 
carré  de  la  distance,  comme  dans  la  véritable  pe- 
santeur universelle,  on  ne  puisse  aisément  con- 
struire, à  Taide  d'intégrales  convenables,  des 
formules  qui  expriment  latlraction  d'un  corps  de 
figure  et  de  constitution  quelconques  sur  un 
point  donné ,  et  même  sur  un  autre  corps.  Mais 
ces  expressions  symboliques  générales  sont  de- 
meurées jusqu'ici  le  plus  souvent  inapplicables , 
faute  de  pouvoir  effectuer  les  iut^rations  qu'elles 
indiquent,  même  quand  on  suppose ,  pour  sim- 
plifier la  question,  que  chaque  corps  est  homo- 
gène. Ce  n'est  encore  que  par  une  approximation 
ibrt  imparfaite  qu'on  a  pu  parvenir  à  la  détermi- 
nation définitive  dans  le  cas  très-simple  de  l'at- 
Iracliou  de  deux  ellipsoïdes,  et  les  approxima- 
tions n'ont  pu  être  conduites  jusqu'au  degré  de 
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précision  convenable ,  qu'en  supposant  ces  elip- 
soïdes  très-peu  diffërens  de  la  sphère ,  ce  qui  a  lien 
heureusement  pour  toutes  nos  planètes.  11  faut 
d'ailleurs  considérer  que,  dans  la  réalité,  ces  for- 
mules supposent  la  connaissance  préalable  de  la  loi 
delà  densité  à  l'intérieur  de  chaque  corps  propose, 
ce  que  nous  ignorons  jusqu'ici  complètement. 

Dans  l'état  présent  de  cette  importante  et  dif- 
ficile théorie,  on  peut  dire  que  les  thëorènries 
primitifs  de  Newton  sur  l'attraction  des  corps 
sphériques  constituent  effectivement  encore  la 
partie  la  plus  utile  de  cet  ordre  de  notions.  Ces 
propriétés  si  remarquables ,  et  que  Newton  a  si 
simplement  établies  ,  consistent,  comme  on  sait^ 
en  ce  que  i°  l'attraction  d'une  sphère  dont  toutes 
les  molécules  attirent  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance^  est  la  même,  sur  un  point  exté- 
rieur quelconque,  que  si  la  masse  entière   de 
cette  sphère  était  toute  condensée  à  son  centre  ; 
2^  quand  un  point  est  place  dans  l'intérieur  d'une 
sphère  dont  les  molécules  agissent  sur  lui  suivant 
cette  même  loi ,  il  n'éprouve  absolument  aucune 
attraction  de  la  part  de  toute  la  portion  du  globe 
qui  se  trouve  à  une  plus  grande  distance  que  lui 
du  centre,  du  moins,  en  supposant,  si  le  globe 
n'est  pas  homogène,  que  chacune  de  ses  couches 
sphériques   concentriques  présente  en  tous  ses 
points  la  même  densité. 
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1^  pesanteur  est  la  seule  force  naturelle  dont 
nous  sachions  réellement  tenir  compte  en  stati- 
que rationnelle  :  encore  voit-on  combien  cette 
étude  est  encore  peu  avancée  par  rapport  à  la 
gravité  universelle.  Quant  aux  circonstances  ex- 
térieures générales ,  dont  on  a  dû  également  faire 
d'abord  complélemcnl  abstraction  pour  établir 
les  lois  rationnelles  de  la  mécanique,  comme  le 
frottement,  la  résistance  des  milieux ,  etc. ,  on 
peut  dire  que  nous  ne  connaissons  encore  nulle- 
ment la  manière  de  les  introduire  dans  les  rela- 
tions fondamentales  données  par  la  mécanique 
analytique,  car  on  n'y  est  parvenu  jusqu'ici  qu'à 
l'aide  d'hypothèses  fort  précaires,  et  même  évi- 
demment inexactes,  qui  ne  peuvent  être  réelle- 
ment considérées,  dans  le  plus  grand  nombre  des 
cas,  que  comme  propres  à  fournir  des  exercices 
de  calcul.  Du  reste,  nous  devrons  naturellement 
revenir  sur  ce  sujet  dans  la  partie  de  ce  cours 
relative  à  la  physique  proprement  dite. 

Pour  compléter  l'examen  philosophique  de 
l'ensemble  de  la  statique ,  il  nous  reste  enfin  k 
considérer  sommairement  la  manière  générale 
d'établir  la  théorie  de  l'équilibre,  lorsque  le 
corps  auquel  les  forces  sont  appliquées  est  sup- 
posé se  trouver  à  l'état  fluide ,  soit  liquide,  soit 
gazeux. 

L'hydrostatique  peut  être  complètement  traitée 
TOUE  1.  4^ 
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d'après  deux  mclhodes  génërales  parfaitement  dis- 
tinctes,  suivant  qu'on  cherche  directeoient  les 
lois  de  l'équilibre  des  fluides  d'après  des  considé- 
rations statiques  exclusivement  propres  à  cette 
classe  de  corps  ^  ou  qu'on  se  borne  h  les  déduire 
simplement  des  principes  fondamentaux  qui  ont 
déjà  fourni  les  équations  statiques  des  corps  so- 
lides f  en  ayant  seulement  égard ,  comme  il  con- 
vient ,  aux  nouvelles  conditions  caractéristiques 
qui  résultent  de  la  fluidité. 

La  première  méthode  a  dû  naturellement  com- 
mencer par  être  la  seule  employée^  comme  étant 
primitivement  la  plus  facile^  sinon  la  plus  ration- 
nelle. Tel  a  été  eflfectivement  le  caractère   des 
travaux  des  géomètres  du  dix-septième  et  du  dix- 
huitième  siècle  sur  cette  importante  section  de 
la  mécanique  générale.  Divers  principes  statiques 
particuliers  aux  fluides^  et  plus  ou  moins  satis- 
faisans ,  ont  été  successivement  proposés ,  prin- 
cipalement  à  l'occasion  de  la  célèbre  question 
dans  laquelle  les  géomètres  se  proposaient  de  dé- 
terminer à  priori  la  véritable  figure  de  la  terre, 
supposée  originairement  toute  fluide^  question 
capitale  qui ,  envisagée  dans  son  ensemble ,  se 
rattache  en  effet,  directement  ou  indirectement, 
à  toutes  les  théories  essentielles  de  l'hydrostati- 
que. On  sait  que  Huyghens  avait  d'abord  essayé 
de  la  résoudre,  en  prenant  pour  principe  d'équi- 
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libre  la  perpendicularilë  évidemment  nécessaire 
de  la  pesanteur  h  la  surface  libre  du  fluide. 
Newton  de  son  côté  avait ,  à  la  même  époque  y 
choisi  pour  considération  fondamentale  la  néces- 
sité non  moins  évidente  de  l'^alité  de  poids  entre 
les  deux  coloiùies  fluides  allant  du  centre  y  Tune 
au  pôle j  lautre  à  un  point  quelconque  de Féqua- 
teur.  Bouguer,  en  discutant  plus  tard  cette  im- 
portante question ,  montra  clairement  que  ces 
deux  manières  de  procéder  étaient  paiement  vi- 
cieuses y  eu  ce  que  le  principe  d'Huyghens  et  ce- 
lui de  Newton,  bien  que  tous  deux  incontesta- 
bles, ne  s'accordaient  point ,  dans  un  grand  nom- 
bre de  cas ,  à  donner  la  même  forme  à  la  masse 
fluide  en  équilibre ,  ce  qui  mettait  pleinement  en 
évidence  leur  insuffisance  commune.  Mais  Boii- 
guer  se  trompa  gravement  à  son  tour^  en  croyant 
que  la  réunion  de  ces  deux  principes ,  lorsqu'ils 
s'accordaient  à  indiquer  une  même  figure ,  était 
entièrement  suffisante  pour  l'équilibre.  Glairaut , 
dans  son  immortel  traité  de  lajigure  de  la  terre  ^ 
découvrit 9  le  premier,  les  véritables  lois  géné- 
rales de  l'équilibre  d'une  masse  fluide,  en  par- 
tant de  la  considération  évidente  de  l'équilibre 
isolé  d'un  canal  quelconque  infiniment  petit;  et, 
d'après  ce  critérium  infaillible ,  il  montra  qu'il 
pouvait  exister  une  infinité  de  cas  dans  lesquels 
la  combinaison  exigée  par  Bouguer  se  trouvait 
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observée  sans  que  cependant  l'équilibre  eût  lieu. 
Depuis  que  Touvrage  de  Clairaut  eut  fondé  dans 
son  ensemble  l'hydrostatique  rationnelle  y  plu- 
sieurs grands  géomètres,  continuant  à  adopter  la 
même  manière  générale  de  procéder,  s'occupè- 
rent d'établir  la  théorie  mathématique  de  l'équi- 
libre des  fluides  sur  des  considérations  plus  natu- 
relles et  plus  distinctes  que  celle  employée  par  son 
illustre  inventeur.  On  doit  principalement  distin- 
guer, à  cet  égard,  les  travaux  de  M aclaurin  et  sur- 
tout ceux  d'Euler ,  qui  ont  donné  à  cette  théorie 
fondamentale  la  forme  simple  et  r^ulière  qu'elle  a 
maintenant  dans  tous  les  traités  ordinaires,  en  la 
fondant  sur  le  principe  de  l'égalité  de  pression 
en  tout  sens ,  qu'on  peut  regarder  comme  une  loi 
générale  indiquée  par  l'observation  relativement 
à  la  constitution  statique  des  fluides.  Ce  principe 
est  incontestablement,  en  effet,  le  plus  conve- 
nable qu'on  puisse  employer  dans  une  telle  re- 
cherche ,  lorsqu'on  veut  traiter  directement  par 
quelque  considération  propre  aux  fluides  la  théo- 
rie de  leur  équilibre,  dont  il  fournit  immédiate- 
ment les  équations  générales  avec  une  extrême 
facilité.  Il  sufilt  alors ,  pour  les  obtenir  le  plus 
simplement  possible ,  après  avoir  conçu  la  masse 
fluide  partagée  en  molécules  cubiques  par  trois 
séries  de  plans  infiniment  rapprochés,  parallèles 
aux  trois  plans  coordonnés,  d'exprimer  que  cha- 
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que  aïolécuie  est  également  pressée  suivant  les 
trois  axes  perpendiculaires  à  ses  faces  par  l'en- 
semble des  forces  du  système,  la  pression  de  la 
molécule  en  chaque  sens  étant  égale  à  la  diffé- 
rence des  pressions  exercées  sur  les  deux  faces 
opposées  correspondantes.  On  trouve  ainsi  que  la 
loi  mathématique  de  Téquilibre  d'un  fluide  quel- 
conque, par  quelques  forces  qu'il  soit  sollicité, 
e»t  exprimée  par  les  trois  équations: 

dP  dP  dP 

où  P  exprime  la  pression  supportée  par  la  mo- 
lécule dont  les  coordonnées  sont  x^jr^z^  et  la 
densité  ou  pesanteur  spécifique  />|  et  X,  Y,  Z, 
dési^^ncnt  les  composantes  totales  des  forces  dont 
le  fluide  est  animé  suivant  les  trois  axes  coordon- 
nés. Connue  on  peut  évidemment  déduire,  de 
l'ensemble  de  ces  trois  équations,  la  formule 


P^Çp{Xdx  +  Ydj  +  Zdz 


) 


pour  la  détermination  de  la  pression  en  chaque 
point,  (juand  les  forces  seront  connues  ainsi  que 
la  loi  de  la  densité,  il  est  possible  de  donner  une 
autre  forme  analytique  à  la  loi  générale  de  l'équi- 
libre des  fluides,  en  se  bornant  à  dire  que  la 
fonction  différentielle,  placée  ici  sous  le  signe  S, 
doit  satisfaire  aux  conditions  connues  d'inlé^ra-* 
ToMi:  1.  * 
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bilité  relativement  aux  trois  variables  indépeu- 
dantes  x,  jr,  z,  ce  qui  est  |irécîsëment  l'-ex pres- 
sion très- simple  trouvée  primitivement  par 
Clairaut  quant  à  1r  théorie  maihemaliqiie  de 
l'hydrostatique. 

L'étude  de  l'équilibre  des  fluides  donne  con- 
stamment lieu  à  une  nouvelle  question  générale 
tort  importante  qui  leur  est  propre  ,  celle  qui 
consiste  à  déterminer ,  dans  le  cas  d'équilibre ,  la 
figure  de  la  surface  qui  limite  la  masse  fluide.  L:i 
solution  abstraite  de  cette  question  est  implicite- 
ment comprise  dans  la  formule  fondamentale 
précédente,  puisqu'ils  ufiit  évidemment  de  sup- 
poser que  la  pression  est  nulle  ou  du  moins  con- 
stante, pour  caractériser  les  points  de  la  surface, 
ce  qui  donne  indistinctement 

Xdx  4-  ydy  +  Zdz  ==  o 
quant  à  l'équation  difFérentielle  générale  de  cette 
surface.  Toute  la  diQiculté  concrète  se  réduit 
donc  essentiellement,  en  chaque  cas,  à  connaître 
la  loi  réelle  relative  à  la  variation  de  la  densité 
dans  l'intérieur  de  la  masse  fluide  proposée,  à 
moins  qu'elle  ne  soit  homc^ène,  détermination 
qui  présente  des  obstacles  tout-â-fait  insurmon- 
tables dans  les  applications  les  plus  importantes. 
Si  l'on  en  fait  abstraction,  la  question  ne  pré- 
sente dès  lors  qu'une  recherche  analytique  plus 
ou  moins  compliquée  ^  consistant  dans  l'intégra* 
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-  lion,  le  plus  Bouvent  encore  inconnue,  de  l'équa- 
tîon  précédente.  On  doit  reniDrtjuer  d'ailleurs  que 
cette  équation  est,  par  sa  nature,  assez  générale 
pour  qn'on  puisse  l'appliquer  même  à  l'équilibre 
d'une  masse  fluide  qui  serait  animée  d'un  mou- 
vement de  rotation  délerininë  ,  comme  l'exige 
surtout  la  grande  qiiestiou  de  la  figure  des  pla- 
nètes. It  suffit  alors  eu  effet  de  comprendre  , 
parmi  les  forces  du  système  proposé,  les  forces 
ceiitTitujjes  qui  résuhent  <le  ce  mouvement  de 
rotation. 

Telle  est  ,  par  aperçu  ,  la  manière  générale 
d'établir  la  tliéorie  mathémalique  de  l'équilibre 
des  fluides,  en  la  fondant  directement  sur  des 
princi|>es  statiques  particuliers  à  ce  genre  de 
corps.  On  conçoit,  comme  je  l'ai  déjà  indiqué, 
que  cette  méthode  ait  (W  d'abord  être  seule  em- 
ployée; car,  à  répof|Ue  des  preniièics  reclierches, 
les  différences  caractéristiques  entre  les  solides  et 
les  fluides  devaient  nécessairement  paraître  trop 
considérable»  pour  qu'aricun  géomètre  pût  alors 
se  proposer  d'appliquer  à  ceux-ci  les  principes 
géuénuix  uniquement  destinés  aux  autres,  en 
ayant  seulement  égard,  dans  celte  déduction,  à 
quelfpies  hduv elles  conditions  spéciales.  Maïs, 
quand  les  lois  tendamentales  de  l'hydrostatique 
■ottt  enfin  été  obtenues,  et  que  l'esprit  luimain  , 
cessant  d'^re  préoccupé  Je  la  difliculté  de  leur 
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établissement,  a  pu  mesurer  avec  justesse  lu  lii- 
versité  réelle  qui  existe  entre  la  théorie  des  fluide» 
et  celle  des  solides,  il  était  impossible  qu'il  ue 
cherchât  point  à  les  ramener  toutes  deux  aux 
mêmes  principes  essentiels ,  et  quHl  ne  reconnût 
pas ,  en  thèse  générale ,  l'applicabilité  néces- 
saire des  règles  fondamentales  de  la  statique  à 
l'équilibre  des  fluides,  pourvu  qu'on  tînt  compte 
convenablement  de  la  variabilité  de  forme  qui  les 
caractérise.  En  un  mot,  la  science  ne  pouvait 
rester  sous  ce  rapport  dans  son  état  primitif,  où 
l'on  accordait  une  importance  évidemment  exa- 
gérée aux  conditions  propres  aux  fluides.  Mais, 
pour  subordonner  l'hydrostatique  à  la  statique 
proprement  dite,  et  augmenter  ainsi  par  une  phis 
grande  unité  la  perfection  rationnelle  de  la  science, 
il  était  indispensable  que  la  théorie  abstraite 
de  l'équilibre  fût  préalablement  traitée  d'après 
im  principe  statique  suffisamment  général ,  q*.:i 
seul  pouvait  être  directement  applique  aux  fluides 
aussi  bien  qu'aux  solides,  car  on  ne  pouvait  point 
recourir,  à  cet  effet ,  aux  équations  d'équilibre 
proprement  dites,  dans  la  formation  desquelles 
on  avait  toujours  eu,  nécessairement,  plus  ou 
moins  égard  à  l'invariabilité  du  système.  Cette* 
condition  inévitable  a  été  remplie,  lorsque  La- 
grange  a  conçu  la  manière  de  fonder  la  statique, 
et  pur  suite  toute  la  mécanique  rationnelle,  sur 
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le  seul  principe  des  vitesses  viriutlies.  Ce  prîn- 
cijie  est  évidemment,  en  eOct,  [Kir  sa  nature , 
tout  aussi  directement  applicable  aux  fluides 
iju'aux  solides,  et  c'est  là  une  de  ses  propriétés 
les  plus  précieuses.  Dès  lors  l'hydrostatique,  phi- 
lo5ophic|uemcnt  classée  à  son  rang  naturel,  n'a 
plus  été,  dans  le  traité  de  Lagrange,  qu'une  di- 
vision secondaire  de  la  statique.  Quoique  cette 
manière  de  la  concevoir  n'ait  pas  encore  pu  de- 
venir suffisamment  familière ,  et  que  la  méthode 
hydrostatique  directe  soit  resiée  jusqu'ici  la  seule 
usuelle ,  il  n'est  pas  douteux  que  la  méthode  de 
Lngrangc  finira  par  être  habituellement  et  exclu- 
sivement adoptée,  comme  étant  celle  (jui  im- 
prime à  la  science  sou  véritable  caractère  défi- 
nitif, en  la  faisant  dériver  tout  entière  d'un 
principe  unique. 

Pour  se  représenter  nettement ,  en  général , 
comment  le  principe  des  vitesses  virtuelles  peut 
conduire  aux  équations  fondamentales  de  lequi 
hhre  des  fluides,  il  sufïii  de  considérer  que  tout 
ce  qu'une  telle  application  exige  de  particulier 
consiste  seulemeul  à  comprendre  parmi  les  forces 
(juelconques  du  système  une  force  nouvelle.  In 
pression  exercée  sur  chaque  molécule,  (jui  intro- 
duira un  terme  de  plus  dans  l'équation  générale, 
uu,plus  exactement,  qui  donnera  lieu  à  trois  nou- 
veaux momens  virtuels ,  si  l'on  distingue  .  comme 
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il  convient ,  les  variations  séparément  relatives  à 
chacun  des  trois  axes  coordonnés.  En  procédant 
ainsi ,  on  parviendra  immédiatement  aux  trois 
équations  générales  de  l'équilibre  des  fluides,  qui 
ont  été  rapportées  ci-dessus  d'après  la  méthode 
hydrostatique  proprement  dite.  Si  le  fluide  con- 
sidéré est  liquide,  il  faudra  concevoir  le  système 
assujéti  à  cette  condition  caractéristique  de  pou- 
voir changer  de  forme,  sans  cependant  jamais 
changer  de  volume.  Cette  condition  d'incompres- 
sibilité s'introduira  d'autant  plus  naturellement 
dans  l'équation  générale  des  vitesses  virtuelles , 
qu'elle  peut  s'exprimer  immédiatement ,  comme 
l'a  fait  Lagrange,   par  une  formule  analytique 
analogue  à  celle  des  termes  de  cette  équation ,  en 
exprimant  que  la  variation  du  volume  est  nulle, 
ce  qui  même  a  permis  à  Lagrange  de  se  représen- 
ter abstraitement  cette  incompressibilité  comme 
l'cfTet  d'une  certaine  force  nouvelle ,  dont  il  suffit 
d'ajouter  le  moment  virtuel  à  ceux  des  forces  du 
système.  Si  l'on  veut  établir,  au  contraire,  la 
théorie  de  l'équilibre  pour  les  fluides  gazeux,  il 
faudra  remplacer  la  condition  de  l'incompressi- 
bilité par  celle  qui  assujélit  le  volume  du  fluide 
à  varier  suivant  une  fonction  déterminée  de  la 
pression,  par  exemple  en  raison  inverse  de  cette 
pression,  conformément  à  la  loi  physique  sur  la- 
quelle Mariolte  a  fondé  toute  la  mécanique  des 
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gaz.  Celte  nouvelle  circonstance  donnera  lieu  à 
une  ëquatiop  analogue  à  celle  des  liquides ,  quoi* 
que  plus  compliquée.  Seulement  celte  dernière 
section  de  la  théorie  générale  de  Téquilibre,  outre 
les  grandes  difficultés  analytiques  qui  lui  sont 
propres,  se  ressenlira  nécessairement,  dans  les 
applications  ,  de  l^uccrtitude  où  l'on  est  encore 
sur  la  véritable  loi  des  gaz  relativement  à  la  fonc- 
tion de  la  pression  qui  exprime  réellement  la 
densité ,  car  la  loi  de  Mariotte ,  si  précieuse  par 
son  extrême  simplicité,  ne  peut  malheureuse- 
ment être  regardée  que  comme  une  approxima- 
tion ,  qui ,  suffisamment  exacte  pour  des  circon- 
stances moyennes ,  ne  saurait  être  étendue  rigou- 
reusement à  un  cas  quelconque. 

Tel  est  le  caractère  fondamental  delà  méthode 
incontestablement  la  plus  rationnelle  qu'on  puisse 
employer  pour  former  la  théorie  abstraite  de  l'é- 
quilibre des  fluides  ^  et  que  nous  devons  regarder, 
surtout  dans  cet  ouvrage,  comme  constituantdé- 
sormais  la  conception  définitive  de  l'hydrosta- 
tique. Cette  conception  paraîtra  d'au  tan  tplus  phi- 
losophique que,  dans  la  statique  ainsi  traitée, 
on  trouve  une  suite  de  cas  en  quelque  sorte  inter- 
médiairesentreles  solides  elles  fluides,  lorsqu'on 
considère  les  questions  relatives  aux  corps  solides 
susceptibles  de  changer  de  forme  jusqu'à  un  cer- 
tain degré  d'après  des  lois  déterminées  ;  c'esl-à- 
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dire  quand  on  tient  compte  de  la  flexibilité  et  de 
rëlasticité,  ce  qui  établit ,  sous  le  rapport  analy- 
tique f  une  filiation  naturelle  qui  fait  passer,  par 
une  succession  de  recherches  presqu'insensiblc , 
des  systèmes  dont  la  forme  est  rigoureusement 
invariable  à  ceux  où  elle  est  au  contraire  éminem- 
ment variable. 

Après  avoir  examine  sommairement  comment 
la  statique  rationnelle  9  envisagée  dans  son  ensem- 
ble, a  pu  être  élevée  enfin  à  ce  haut  degré  de  per- 
fection spéculative  où  toutes  les  questions  qu'elle 
est  susceptible  de  présenter,  constamment  traitées 
d après  un  principe  unique  directement  établi, 
sont  uniformément  réduites  à  de  simples  problè- 
mes d'analyse  mathématique,  nous  devons  main- 
tenant entreprendre  la  même  étude  relativement 
\  la  dernière  branche  de  la  mécanique  générale , 
nécessairement  plus  étendue ,  plus  compliquée  , 
et  par  suite  plus  difiicile,   celle  qui  a  pour  objet 
la  théorie  du  mouvement.  Ce  sera  le  sujet  de  la 
leçon  suivante. 


« 

t 
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DIX-SEPTIEME    LEÇON. 


•  >* 


Sommaire.  Vue  générale  de  la  dynamique. 

L'objet  essentiel  de  la  dynamique  consiste, 
comme  nous  1  avons  vu ,  dans  l'étude  des  mouve- 
mens  variés  produits  par  les  forces  continues  ^ 
la  théorie  des  mouvemens  uniformes  dus  aux 
forces  instantanées  n'étant  entièrement  qu'une 
simple  conséquence  immédiate  des  trois  lois  fon- 
damentales du  mouvement.  Dans  cette  dynami- 
que des  mouvemens  variés  ou  des  forces  conti- 
nues on  distingue  ordinairement  et  avec  raison 
deux  cas  généraux,  suivant  qu'on  considère  le 
mouvement  d'un  point  ou  celui  d'un  corps.  Sous 
le  point  de  vue  le  plus  positif,  cette  distinction 
revient  à  concevoir  que,  dans  certains  cas,  toutes 
les  parties  du  corps  prennent  exactement  le  même 
mouvement ,  en  sorte  qu'il  suffit  alors  en  effet  de 
déterminer  le  mouvement  d'une  seule  molécule , 
chacune  se  mouvant  comme  si  elle  était  isolée, 
sans  aucun  égard  aux  conditions  de  liaison  du 
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système  ;  tandis  que ,  dans  le  cas  le  plus  génëral , 
chaque  portion  du  corps  ou  chaque  corps  du 
système  prenant  un  mouvement  distinct ,  il  faut 
examiner  ces  divers  effets  et  connaître  l'influence 
qu'exercent  sur  eux  les  relations  qui  caraclëriseut 
le  système  considéré.  La  seconde  théorie  ëtant 
^idemment  plus  compliquée  que  la  prenoiière, 
c'est  par  celle-ci  qu'il  convient  nécessairement 
de  commencer  l'étude  spéciale  de  la  dynamique, 
même  quand  on  les  déduit  toutes  deux  de  prin- 
cipes uniformes.  Tel  est  aussi  l'ordre  que  nous 
adopterons  ici  dans  l'indication  de  nos  considé- 
rations philosophiques. 

Relativement  au  mouvement  d'un  point  y  nous 
savons  déjà  que  la  question  générale  consiste  à  dé- 
terminer exactement  toutes  les  circonstances  du 
mouvement  curviligne  composé,  résultant  de  l'ac- 
tion simultanée  de  diverses  forces  continues  quel- 
conques, en  supposant  entièrement  connu  le  mou- 
vement rectiligne  que  prendrait  le  mobile  sous 
l'influence  exclusive  de  chaque  force  envisagée 
isolément.  Nous  avons  également  constaté  que  ce 
problème  était  susceptible,  comme  tout  autre, 
d'être  considéré  en  sens  inverse,  lorsqu'on  se  pro- 
posait, au  contraire,  de  découvrir  par  quelles 
forces  le  corps  est  sollicité,  d'après  les  circon- 
stances caractéristiques  directement  connues  du 
mouvement  composé. 
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Mais,  avant  d'entrer  dans  l'examen  ptiiloso- 
pliitjuc  de  ces  deux  questions  générales,  nous  de- 
vons d'abord  arrêter  notre  attention  sur  une 
théorie  préliminaire  fort  iniportanle,  celle  du 
mouvement  varié  envisage  en  lui-même,  c'est-à- 
dire  conformément  à  l'expression  ordinaire,  la 
théorie  du  mouvement  rectiligne  produit  par  une 
seule  force  continue,  agissant  indéfiniment  selon 
la  même  direction.  Celte  théorie  élémentaire  est 
indispensable  pour  établir  les  notions  fondamen- 
tales qui  se  reproduisent  sans  cesse  dans  toutes 
les  parties  de  la  dynamique.  Voici  en  quoi  elle 
consiste  essentiellement,  d'après  notre  manière 
de  concevoir  la  mécanique  rationnelle. 

Kous  avons  précédemment  remarqué  que,  dans 
la  question  dynamique  directe,  il  fallait  néces- 
sairement supposer  connu  l'efTet  de  chaque  force 
unique,  la  véritable  inconnue  du  problème  gé- 
néral étant  l'effet  déterminé  par  le  concours  de 
toutes  les  forces.  Celte  observation  est  incontes- 
table. Mais,  d'après  cela,  quel  peut  être  l'objet 
de  cette  partie  préliminaire  de  la  dynamique 
qu'on  destine  à  l'étude  du  mouvement  résultant 
de  l'action  d'une  seule  force  continue?  La  contra- 
diction apparente  ue  tient  qu'aux  expressions  peu 
exactes  qu'on  emploie  ordinairement ,  et  d'après 
lesquelles  une  telle  question  semblerait  aussi  dis- 
tincte et  aussi  directe  ijue  les  véritables  questions 


J 


65o  PHILOSOPHIE    POSITIVE. 

dynamiques  y  tandis  qu'elle  n'est  réellement  qu  un 
préliminaire.  Pour  en  concevoir  nettement  le  vrai 
caractère,  il  faut  observer  que  le  mouvement  va- 
rié produit  par  une  seule  force  continue  peut  être 
défini  de  plusieurs  manières ,  qui  dépendent  les 
unes  des  autres,  et  qui ,  par  conséquent ,  ne  sau- 
raient jamais  être  données  simultanément ,  quoi- 
que chacune  puisse  être  séparément  la  plus  con- 
venable, d'où  résulte  la  nécessité  de  savoir  passer, 
en  général ,  de  Tune  '  quelconque  d'entre  elles  à 
toutes  les  autres.  :  c'est  dans   ces  transformations 
que  consiste  proprement  la  théorie  générale  pré- 
liminaire du  mouvement  varié,  désignée  fort  in- 
exactement sous  le  nom  d'étude  de  l'action  d'une 
force   unique.  Ces  diverses  définitions   équiva- 
lentes d'un  même  mouvement  varié  résultent  de 
la  considération  simultanée  des  trois  fonctions 
fondamentales  distinctes',  quoique  co-relatives , 
qu'on  y  peut  envisager ,  Icspace ,  la  vitesse  et  la 
force,  conçus  comme  dépendant  du  temps  écoulé. 
La  loi  du  mouvement  peut  être  immédiatement 
donnée  par  la  relation  entre  l'espace  parcouru  et 
le  temps  écoulé,  et  alors  il  importe  d'en  déduire 
la  vitesse  acquise  par  le  mobile  à  chaque  instant, 
c'est-à-dire  celle  du  mouvement  uniforme   qui 
aurait  lieu  si ,  la  force  continue  cessant  tout  à 
coup  d'agir,  le  corps  ne  se  mouvait  plus  qu'en 
vertu  de  l'impulsion  naturelle  résultant,  d'après 
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]a  loi  d'inertie  ;  du  mouvement  déjà  effectué  :  il 
est  également  intéressant  de  déterminer  aussi 
quelle  est,  à  chaque  instant,  l'intensité  de  la  force 
continue^  comparée  à  celle  d'une  force  accéié- 
ralrice  constante  bien  connue^  telle ,  par  exem* 
pie,  que  la  gravité  terrestre,  la  seule  force  de  ce 
genre  qui  nous  soit  assez  familière  pour  servir 
habituellement  de  type  convenable.  Dans  d'autres 
occasions,  au  contraire,  le  mouvement  pourra 
être  naturellement  défini  par  la  loi  qui  r^le  la 
variation  de  la  vitesse  en  raison  du  temps,  et  d'où 
il  faudra  conclure  celle  relative  à  l'espace,  ainsi 
que  celle  qui  concerne  la  force.  Il  en  serait  de 
même  si  la  définition  primitive  du  mouvement 
consistait  dans  la  loi  de  la  force  continue,  qui 
pourrait  n'être  pas  toujours  immédiatement  don- 
née on  fonction  du  temps ,  mais  quelquefois  par 
rapport  à  l'espace ,  comme  par  exemple  lorsqu'il 
s'agit  de  la  gravitation  universelle,  ou  d'autres 
fois  relativement  à  la  vitesse,  ainsi  qu'*on  le  voit 
pour  la  résistance  des  milieux.  Enfin ,  si  l'on  con- 
sidère cet  ordre  de  questions  sous  le  point  de  vue 
le  plus  étendu,  il  faut  concevoir,  eu  général, 
que  la  définition  d'un  mouvement  varié  peut  être 
donnée  par  une  équation  quelconque,  pouvant 
contenir  à  la  fois  ces  quatre  variables  dont  une 
vseulc  est  indépendante,  le  tcmps^  l'espace,  la 
vitesse,  et  la  force  ;  le  problème  consistera  à  dé- 
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duîre  de  cette  ëquation  la  dëtermination  distincte 
des  trois  lois  caractéristiques  relatives  à  respace, 
à  la  vitesse  et  à  la  force ,  en  fonction  du  temps , 
etf  par  suite ,  en  cordlation  mutuelle.  Geproblènie 
gênerai  se  réduit  constamment  à  une  recherche 
purement  analytique ,  à  1  aide  des  deux  formules 
dynamiques  fondamentales  qui  expriment  ^  en 
fonction  du  temps,  la  vitesse  et  la  force ,  quand 
on  suppose  connue  la  loi  relative  à  l'espace. 

La  méthode  infinitésimale  conduit  à  ces 
deux  formules  avec  la  plus  grande  facilité.  Il 
suffit  en  effet  9  pour  les  obtenir ,  de  considérer  y 
suivant  Tesprit  de  cette  méthode ,  le  mouvement 
comme  uniforme  pendant  la  durée  d'un  même 
intervalle  de  temps  infiniment  petit ,  et  comme 
uniformément  accéléré  pendant  deux  intervalles 
consécutifs.  Dès  lors,  la  vitesse  ,  supposée  mo- 
mentanément constante,  d'après  la  première  consi- 
dération, sera  naturellement  exprimée  par  la 
diflférentielle  de  l'espace  divisée  par  celle  du 
temps;  et,  de  même,  la  force  continue,  d'après 
la  seconde  considération ,  sera  évidemment  me- 
surée par  le  rapport  entre  1  accroissement  infini- 
ment petit  de  la  vitesse ,  et  le  temps  employé  à 
produire  cet  accroissement.  Ainsi ,  en  appelant  t 
le  temps  écoulé,  e  l'espace  parcouru,  v  la  vi- 
tesse acquise  et  (p  l'intensité  de  la  force  continue 
à  chaque  instant,  la  corrélation  générale  et  néces- 
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saire  de  ces  quatre  variables  simultanées  scia  ex- 
primée analyliquemeiil  par  les  deux  formules 
fondanien  talcs. 

D'après  ces  formules,  tontes  les  questions  rela- 
tives à  cette  théorie  préliminaire  du  mouve- 
ment varié  se  réduiront  immédiatement  à  de 
simples  recherches  analytiques,  qui  consiste- 
ront ou  dans  des  différentiations,  ou,  le  plus 
souvent,  dans  des  intégrations.  En  considérant  le 
cas  le  plus  général ,  oiî  la  dcHuitiou  primitive  du 
mouvement  proposé  serait  donnée  seulement  par 
une  équation  entre  les  quatre  variables,  le  pro- 
blème analytique  consistera  dans  l'intégration 
d'une  équation  différentielle  du  second  ordre, 
relative  à  la  fonction  e  ,  et  qui  pourra  être  fré- 
quemment inexécutable,  vu  l'extrême  imperfec- 
tion actuelle  du  calcul  intégral. 

La  conception  fondamentale  de  Lagrangc,  relati- 
vementà  l'analyse  transcendante,  l'ayant  nécessai- 
rement obligé  à  se  priver  des  facilités  qu'offre  l'em- 
ploi de  la  méthode  infinitésimale  pour  l'établisse- 
ment des  deux  formulesdYnamiques précédentes, 
il  a  étéconduità  présenter  celtetliéorie  sousunnou- 
veau  point  de  vue,  dont  on  n'a  pas  communément, 
ce  me  semble  ,  assez  appréciél'impoi  tance ,  el  qui 
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me  parait  singulièrement  propre  à  éclaircir  la 
véritable  nature  de  ces  notions  ëlëmentaires. 
Lagrange  a  montre  dans  sa  théorie  des  fondions 
analytiques  que  cette  considération  dynamique 
consistait  réellement  à  conccvgir  un  mouve- 
ment varié  quelconque  comme  composé  à  chaque 
instant  d  un  certain  mouvement  uniforme  et  d'un 
autre  mouvement  uniformément  varié ,  en  l'as- 
similant au  mouvement  vertical  d'un  corps 
pesant  lancé  avec  une  impulsion  initiale.  Mais , 
pour  donner  à  cette  lumineuse  conception  toute 
sa  valeur  philosophique ,  je  crois  devoir  la  pré- 
senter sous  un  point  de  vue  plus  étendu  que  ne 
la  fait  Lagrange,  comme  donnant  lieu  à  une 
théorie  complète  de  l'assimilation  des  mouve- 
menSy  exactement  semblable  à  la  théorie  géné- 
rale des  contacts  des  courbes  et  des  surfaces, 
exposée  dans  les  treizième  et  quatorzième  le- 
çons. 

A  cet  effet ,  supposons  deux  mouvemens  recti- 
1  ignés  quelconques ,  définis  par  les  équations 
€  ^=J(t)y  E  =  F{t)\  que  les  deux  mobiles  soient 
parvenus  au  bout  du  temps  t  à  une  même  situa- 
tion ;  et  considérons  leur  distance  mutuelle  après 
un  certain  temps  t  '-{-  h.  Cette  distance,  qui  sera 
égale  à  la  différence  des  valeurs  correspondantes 
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(les  deux  fonctionsyet  F  aura  évidemment  pour 
expression  >  d  après  la  formule  de  Taylor,  la  série 

A  laide  de  cette  série ,  on  pourra  y  par  des  con- 
sidérations entièrement  analogues  h.  celles  em- 
ployées dans  la  théorie  des  courbes,  se  faire  une 
idée  nette  de  l'assimilation  plus  ou  moins  parfaite 
des  deux  mouvemens,  suivant  les  relations  analy- 
tiques plus  ou  moins  étendues  des  deux  fonctions 
primitives  y*  et  F.  Si  leurs  dérivées  du  premier 
ordre  ont  une  même  valeur ,  il  existera  entre 
les  deux  mouvemens  ce  qu'on  pourrait  appeler 
une  asimilation  du  premier  ordre  j  semblable 
au  contact  du  premier  orJre  dans  les  courbes, 
et  qu'on  pourra  caractériser,  sous  le  rapport  con- 
cret ,  en  disant  alors  que  le  mouvement  des  deux 
corps  sera  le  même  pendant  un  instant  infini- 
ment petit.  Si ,  en  outre ,  les  deux  dérivées  du 
second  ordre  prennent  encore  la  même  valeur, 
l'assimilation  des  mouvemens  deviendra  plus  in- 
time, et  s'élèvera  au  second  ordres  elle  consistera 
physiquement  alors  en  ce  que  les  deux  mobiles 
auront  le  même  mouvement  pendant  deux  instans 
infiniment  petits  consécutifs.  Pareillement,  en 
ajoutant  à  ces  deux  premières  relations  l'égalité 
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des    troisièmes  dérivées ,   on  établira,   entre  ]e$ 
mouvemens  considérés,  une  assimilation  du  troi- 
sième ordre ,  qui  les  fera  coïncider  pendant  trois 
insians  consécutifs,  et  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment. Le  degré  de  similitude  des  deux  mouve- 
mens, déterminé  analytiquement  par  le  nombre 
de  fonctions  dérivées  successives  qui  auront  res- 
pectivement la  même  valeur,  aura  toujours  pour 
interprétation  concrète  la  coïncidence  des  deux 
mobiles  pendant  un  nombre  ^al  d'instans  con- 
sécutifs; comme  nous  avons  vu  l'ordre  du  con- 
tact des  courbes  mesuré  géométriquement   par 
la  communauté  d'un  nombre  correspondant  d'élé- 
mens  successifs.  Si  la  loi  caractéristique  de  Tun 
des  mouvemens  proposés  contient ,  dans  son  ex- 
pression analytique  ;    quelques  constantes   arbi- 
traires, on  pourra  \ assimiler  à  un  autre  mouve- 
ment quelconque  jusqu'à  un  ordre  marqué  par 
le  nombre  de  ces  constantes,  qui  seront  alors 
déterminées  d'après  les  équations  destinées  à  éta- 
blir, suivant  la  théorie  précédente,  ce  degré  d'in- 
timité entre  les  deux  mouvemens. 

Cette  conception  fondamentale  conduit  à 
apercevoir  la  possibilité,  du  moins  sous  le  point 
de  vue  abstrait,  d'acquérir  une  connaissance  de 
plus  en  plus  approfondie  d'un  mouvement  varié 
quelconque,  en  le  comparant  successivement  à 
une   suite  de  mouvemens  connus,  dont  la   loi 
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analytique  dépende  d'un  nombre  de  plus  en  plus 
grand  de  constantes  arbitraires  ,  et  qui  pourront , 
par  conséquent,  avoir  avec  lui  une  coïncidence 
de  plus  en  plus  prolongée.  Mais,  de  même  que 
nous  avons  vu  la  théorie  générale  des  contacts 
des  lignes,  appliquée  à  la  mesure  de  la  cdxu'bure 
les  unes  par  les  autres,  devoir  se  réduire  effecti- 
vement à  la  comparaison  d'une  courbe- quelcon- 
que d'abord  avec  une  ligne  droite  el  ensuiteavec 
un  cercle,  ces  deux  lignes  étant  les  seules  qu'on 
puisse  regarder  comme  assez  connues  pour  servir 
utilement  de  type  à  l'égard  des  autres,  pareille- 
ment la  tbéorie  dynamique  relative  à  la  mesure 
des  mouvcmens  les  uns  par  les  autres  doit  être 
réellement  limitée  à  la  comparaison  effective  de 
tout  mouvement  varié,  d'abord  avec  un  mouve- 
ment uniforme  où  l'espace  est  proportionnel  au 
temps,  et  ensuite  avec  un  mouvement  uniformé- 
ment varié  oii  l'espace  croît  en  raison  du  carré 
du  temps;  ou  bien,  afin  de  tout  embrasser  en  une 
seule  considération,  avec  un  mouvement  composé 
d'un  mouvement  uniforme ,  et  d'un  autre  unifoi-- 
mément  varié,  tel  que  celui  d'un  corps  pesant 
anime  d'une  impulsion  initiale.  Ces  deuxmouve- 
mens  élémentaires  soni,  en  effet,  comme  le  re- 
marque Xagrange,  les  seuls  dont  nous  ayons  réel- 
lement une  notion  assez  familière  pour  que  nous 
puissions  les  appliquer  avec  succès  à  la  mesure  de 
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tous  les  autres.  En  établissant  cette  assimilation, 
on  trouve,  d après  la   théorie  précédente ,    que 
tout  mouvement  varié  peut  être  à  chaque  instant 
comparé    à  celui    d'un    corps    pesant    qui     au- 
rait  reçu   une  vitesse  initiale  ^ale    à.  la    pre- 
mière dérivée    de   l'espace    parcouru     envisagé 
comme  une  fonction  du  temps  écoulé,  et  qui  se- 
rait animé  d'une  g^ravité  mesurée  par  la  seconde 
dérivée  de  cette  même  fonction,  ce    qui  nous 
fait  rentrer  dans  les  deux  formules  fondamen- 
tales obtenues  ci-dessus  par  la  méthode  infinité- 
simale. Le  mouvement  proposé  coïncidera  pendant 
un  instant  infiniment  petit  avec  le  mouvement 
uniforme  exprimé  dans   la  première  partie  de 
cette  comparaison,  et  pendant  deux  instans  con- 
sécutifs avec  le  mouvement  uniformément  accé- 
léré qui  correspond  à  la  seconde  partie.  On  se 
formera  donc  ainsi  une  idée  nette  du  mouvement 
du  mobile  ù  chaque  moment ,  et  de  la  manière 
dont  il  varie  d'un  moment  à  l'autre,  ce  qui  est 
strictement  suffisant* 

Quoique  la  conception  de  Lagrangc,  telle  que 
je  l'ai  généralisée ,  conduise  finalement  aux  mêmes 
résultats  que  la  théorie  ordinaire,  il  est  aisé  de 
sentir  cependant  sa  supériorité  rationnelle,  puis- 
que ces  deux  théorèmes  fondamentaux ,  dans  les- 
quels on  avait  vu  jusqu'alors  le  terme  absolu  des 
rflbrls  de  l'esprit  humain,  relativement Ji  l'étude 
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des  mouveniens  variés,  peuvent  être  envisagés 
maintenant  comme  une  simpleapplication  particu- 
lière d'une  luétliode  li-ès-générale,  qui  nous  per- 
met abstraitement  d'entrevoir  une  mesure  beau- 
coup plus  parfaite  de  tout  mouvement  varié, 
quoique  de  puissans  motifs  de  convenance  nous 
obligent  à  considérer  seulement  h  mesure  primi- 
tivement adoptée.  On  conçoit,  d'après  ce  qui 
précède ,  que  si  ta  nature  nous  oiTraît  un  exemple 
simple  et  familier  d'un  mouvement  recliljgne 
dans  lequel  lespace  croîtrait  proportionnellement 
au  cube  du  temps,  en  a  joutant. \  nos  notions  dyna- 
miques ordinaires  la  considération  babituelle  de 
ce  mouvement,  nous  obtiendrions  une  connais- 
sance plus  approfondie  de  la  nature  d'un  mouve- 
ment varié  quelconque,  qui  pourrait  alors  avoir 
avec  le  triple  mouvement  ainsi  composé  ime 
assimilation  du  troisième  ordre,  ce  qui  nous  per- 
mettrait d'envisager  direclcmeut,  par  une  seule 
vue  de  l'esprit ,  l'état  du  mobile  pendant  trois 
instans  consécutifs,  tandis  que  nous  sommes 
maintenant  forcés  de  nous  arrêter  à  deux  in- 
stans. Sous  le  rapport  analytique,  au  lieu  de 
nous  borner  aux  deux  premières  fonctions  déri- 
vées de  l'espace  relativement  au  temps,  cette 
méthode  reviendrait  ;V  considérer  simultané- 
ment la  troisième  dérivée,  qui  aurait  dès  lors 
aussi  une  signification  dynamique,  dont  elle  est 
actuellement  <Iépourviic.  Pans  cette  supposition. 


J 
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(le  même  que  uous  concevons  habUuellement  la 
force  accélératrice  pour  nous  représenter  les 
cLangeniens  de  la  vitesse ,  nous  aurions  pareille- 
ment une  coDsidération  dynamique  propre  à  nous 
iigurer  les  variations  de  la  force  continue.  Noire 
étude  générale  des  mouvemens  varie's  deviendrait 
encore plusparfaite si,  étendantcelle  hypothèse, 
il  existait  en  oiilrc  un  mouvement  counu  dans 
lequel  l'espace  fut  proportionnel  à  la  quatrième 
puissance  du  temps,  et  ainsi  de  suite.  Mais  en 
réalité,  parmi  les  mouvemens  simples  où  l'espace 
parcourrt  se  trouve  croître  proportionnellement 
à  une  puissance  entière  et  positive  du  temps  écoulé, 
l'observation  ne  nous  faisant  connaître  que  le 
mouvement  imiformc  produit  par  une  impulsion 
unique  et  le  mouvement  uniformément  accéléré 
qui  résulte  dé  la  pesanteur  terrestre  suivant  la 
découverte  de  Galilée,  nous  sommes  contraints 
de  nous  arrêter  aux  deux  premiers  degrés  de  la 
théorie  précédente  pour  la  mesure  générale  des 
mouvemens  variés  quelconques.  Telle  est  la  vé- 
ritable explication  philosophique  delà  méthode 
universellement  adoptée  ,  estimée  à  sa  valeur 
réelle. 

J'ai  cru  devoir  insister  sur  cette  esplication , 
parce  que  cette  conception  fondamentale  me 
semble  n'être  p:is  encore  apprémée  d'une  manière 
convenable,  quoiqu'elle  soit  la  base  de  la  dyna- 
mique tout  entière. 
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Après  l'examen  géaéral  de  cette  importanle 
théorie  préliminaire ,  je  passe  maintenant  à  consi- 
dérer sommairement  le  caractère  philosophique  de 
la  véritable  dynamique  rationnelle  directe,  c'est-à- 
dire  de  l'étude  du  mouvement  curvilîf^ne  produit 
par  l'action  simultanée  de  diverses  forces  conti- 
nues quelconques,  en  contlnuauL  à  supposer 
d'abord  que  le  mobile  soil  regardé  comme  un 
point,  ou,  ce  qui  revient  au  m^.me,  que  toutes 
les  molécules  du  corps  prenant  exactement  le 
même  mouvement,  chacune  se  meuve  isolément 
sans  être  affectée  par  sa  liaison  avec  les  autres. 
Ou  doil  distinguer,  en  général ,  dans  le  mou- 
vement curviligne  d'une  molécule  soumise  à  l'ac- 
tion de  forces  quelconques,  deux  cas  très-diffé- 
rens,  suivant  qu'elle  est  d'ailleurs  entièrement 
libre,  de  manière  à  devoir  décrire  la  trajectoire 
qui  résultera  naturellement  de  la  combinaison  des 
forces  proposées,  ou  que,  au  contraire  ,  elle  est 
astreinte  à  se  mouvoir  sur  une  seule  courbe  ou 
sur  une  surface  donnée.  La  théorie  fondamentale 
du  mouvement  curviligne  peut  être  établie  dans 
son  ensemble  suivant  deux  modes  fort  distincts, 
en  prenant  pour  base  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux 
cas,  car  chacun  d'eux  peut  ctrc  traité  directement 
et  se  trouve  en  même  temps  susceptible  de  se 
rattacher  à  l'autre ,  les  deux  considérations  étant 
presqu'i^alement  naturelles  selon  le  point  de  vue 
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où  l'esprit  se  place.  En  partant  du  premier  cas, 
il  suffira ,  pour  en  déduire  le  second ,  de  regarder 
la  rcsislance,  tantactiveque  passive^  de  la  courbe 
ou  de  la  surface  sur  laquelle  le  corps  est  assujetti 
à  rester,   comme  une  nouvelle  force  à  joindre  à 
celles  du  système  proposé,  ainsi  que  nous  avons 
vu  qu'on   a  coutume  de  le  faire  en  statique.  Si, 
au  contraire ,  on  préfère  d'établir  d'abord  la  théo- 
rie du  second  cas,  on  y  ramènera  ensuite  le  pre- 
mier, en  considérant  le  mobile  comme  forcé  à 
décrire  la  courbe  qu'il  doit   effectivement    par- 
courir, ce  qui  suffira  entièrement  pour  former  les 
équations  fondamentales,  malgré  que  cette  courbe 
soit  alors  primitivement  inconnue.  Quoique  cette 
dernière  mélhode    ne  soit  point  ordinairement 
employée,  il  convient,  je  crois,  de  les  caractéri- 
ser ici  toutes  deux ,  pour  donner  le  plus  complète- 
ment possible  une  juste  idée  delà  théorie  géné- 
rale   du  mouvement  curviligne  ,    car    chacune 
d'elles  a ,  ce  me  semble,  des  avantages  important 
qui  lui  sont  propres.  Considérons  d'abord  la  pre- 
mière. 

Examinant,  en  premier  lieu,  le  mouvement 
curviligne  d  une  molécule  entièrement  libre  sou- 
mise  à  l'action  de  forces  conliimes  quelconques , 
on  peut  former  de  deux  manières  distinctes  les 
équations  fondamenUiles  de  ce  mouvement ,  en 
les  déduisant  par  deux  modes  différens  de  la  théo- 
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rie  du  inouvenioiil  rectiligne.  Lcpreiuler  mode, 
qtit  a  d'abord  été  le  plus  employé  par  les  géomè- 
tres ,  (jiioiquc  ,  sous  le  rapport  analytique,  il  ne 
soit  pas  le  plus  simple ,  consiste  h  décomposer  à 
chaque  iostaut  la  résultante  totale  des  forces  con- 
tinues qui  agissent  sur  le  mobile  en  deux  forces , 
l'uno  dirif»^ée  selon  la  tangente  à  la  trajectoire  qu'il 
décrit ,  l'autre  suivant  la  normale.  Considérons 
alors  pendant  un  instant  infiniment  petit ,  le  mou- 
vement comme  rectiligne  et  ayant  lieu  dans  la 
direction  de  la  tangente,  d'après  la  première  loi 
fondamentale  du  mouvement.  La  progression  du 
corps  en  ce  sens  ne  sera  évidemment  due  qu'à  la 
première  de  ces  lieux  composantes,  à  laquelle, 
par  conséquent,  on  pourra  appliquer  la  formule 
élémentaire  rapportée  ci-dessus  par  le  mouvement 
rectiligne.  Cette  composante,  qui  est  il'uilleurs 
égaleà  la  force  accélératrice  totale  multipliée  par 
le  cosinus  de  son  inclinaison  sur  la  tangente, 
sera  donc  exprimée  par  la  seconde  fonction  dé- 
rivée de  l'arc  de  la  courbe  relativenicut  au  temps. 
En  développant  cette  équation  par  les  formules 
géométriques  connues,  el  introduisant  dans  le 
calcul  les  composantes  de  la  force  accélératrice 
totale  parallèlement  aux  trois  axes  coordonnés 
rectangulaires ,  on  pai-vient  finalement  aux  trois 
éipiations  l'ondamen taies  ordinaires  du  mouve- 
ment curviligne  Le  second  mode,  plus  simple 
TOUE  [.  43 
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et  plus  r^ulicr^  dd  à  Euler,  et  depuis  générale- 
ment adopte  f  consiste  à  obtenir  immédiatement 
ces  équations  en  décomposant  direclenient  le 
mouvement  du  corps  à  chaque  instant ,  ainsi  que 
la  force  continue  totale  dont  il  est  animé,  en  trois 
autres  dans  le  sens  des   trois  axes  coordonnés. 
D'après  la  troisième  loi  fondamentale  du  mouve- 
ment^ le  mouvement  selon  chaque  axe  étant  in- 
dépendant des  mouvemens  suivant  les  deux  au- 
tres n'est  dû  qu'à  la  composante  totale  des  forces 
accélératrices  parallèlement  à  cet  axe,  en  sorte 
que  le  mouvement  curviligne  se    trouve    ainsi 
continuellement  remplace  par  le  système  de  trois 
mouvemens  recliligncs,  à  chacun   desquels  on 
peut   aussitôt    appliquer  la  théorie  dynamique 
préliminaire  indiquée  ci -dessus.  En  nommant 
Xy  Yj  Zj  les  composantes  totales^  parallèlement 
aux  trois  axes  des  x,  des  y,  et  des  5,  des  forces 
continues  qui  agissent  à  chaque  instant  d  t  sur 
la  molécule  dont  les  coordonnées  sont  Xf  jr^  Zy 
on  obtient  ainsi  immédiatement  les  équations 

dt^  —  '^'  m}  —  ^»  ar  "     ' 

auxquelles  on  ne  parvient  que  par  un  assez  long 
calcul  en  suivant  le  premier  mode. 

Telles  sont  les  équations  différentielles  fonda- 
mentales du  mouvement  curviligne ,  d'après  les* 
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quelles  les  questions  quelconques  de  dynamique 
relatives  à  un  corps  dont  toutes  les  molécules 
prennent  exactement  le  même  mouvement  se 
réduisent  immédiatement  à  des  problèmes  pure- 
ment analytiques,  lorsque  les  données  ont  été 
convenablement  exprimées.  En  considérant 
d'abord  la  question  générale  directe ,  qui  est  la 
plus  importante ,  on  se  propose,  connaissant  la  loi 
des  forces  continues  dont  le  corps  est  animé  ^ 
de  déterminer  toutes  les  circonstances  de  son 
mouvement  effectif.  Pour  cela ,  de  quelque  ma- 
nière que  cette  loi  soit  donnée ,  ou  en  fonction 
du  temps ,  ou  en  fonction  des  coordonnées ,  ou 
en  fonction  de  la  vitesse,  il  suffira  en  général 
d'intégrer  ces  trois  équations  du  second  ordre  • 
ce  qui  donnera  lieu  h  des  difficultés  analytiques 
plus  ou  moins  élevées,  que  l'imperfection  du 
calcul  intégral  pourra  rendre  fréquemment  in- 
surmontables. Les  six  constantes  arbitraires  suc- 
cessivement introduites  par  cette  int^ration  se 
détermineront  d'ailleurs  en  ayant  ^ard  aux  cir- 
constances de  l'état  initial  du  mobile,  dont  les 
équations  différentielles  n'ont  pu  conserver  au- 
cune trace.  On  obtiendra  ainsi  les  trois  coor- 
données du  corps  en  fonction  du  temps  ^  de  ma- 
nière à  pouvoir  assigner  exactement  sa  position  à 
cbaque  instant;  et  on  trouvera  ensuite  les  deux 
équations  caractéristiques  de  la  courbe  qu'il  dé- 

45. 
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crity  en  éliminant  le  temps  entre  ces  trois  expres- 
sions. Quant  à  la  vitesse  acquise  par  le  mobile  à 
une  époque  quelconque  ;  on  pourra  dès  lors  la 
déterminer  aussi  d'après  les  valeurs  de  ses  trois 

composantes  9  dans  le  sens  des  axes  9  S  ^  ^-  I^ 
est  d'ailleurs  utile  de  remarquer^  à  cet  ^ard, 
que  celte  vitesse  v  sera  souvent  susceptible 
d'être  immédiatement  calculée  par  une  combi- 
naison fort  simple  des  trois  équations  différen- 
tielles fondamentales ,  qui  donne  évidemment  la 
formule  générale 

p'  =  2  n  Xdx  +  Ydy  +  Zdz), 

a  1  aide  de  laquelle  une  seule  intégration  suffira 
pour  la  détermination  directe  de  la  vitesse,  lors- 
que l'expression  placée  sous  le  signe  /  satisfera 

auxconditionsconnuesd'intégrabilité  relativement 
aux  trois  variables  x^y,  3,  envisagées  comme  indé- 
pendantes. Cette  propriété  n  a  pas  lieu,  sans  doute, 
relativement  à  toutes  les  forces  continues  possibles, 
ni  même  par  rapport  à  toutes  celles  que  nous  pré- 
sentent en  effet  les  phénomènes  naturels,  puisque, 
par  exemple  ,  elle  ne  saurait  se  vérifier  pour  les 
forces  qui  représentent  la  résistance  des  milieux, 
oulesfrottemens,  ou  ,  en  général ,  quant  à  toutes 
celles  dontlaloi  primitive  dépend  du  temps  ou  de 
là  vitesse  elle-même.  La  remarque  pi  éccdento  n'en 
est  pas  moins  regardée  avec  raison  par  les  g^éomè- 
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très  comme  ayant  une  extrême  importance  pour 
simplifier  les  recherches  aualytiques  auxquelles 
se  rëtluisent  les  problèmes  de  dynamique ,  car  la 
condition  énoncée  se  vérifie  constamment ,  ainsi 
qu'il  est  aisé  de  le  prouver,  dans  un  cjis  particu- 
lier fort  étendu  ,  qui  comprend  toutes  les  grandes 
apîilications  de  la  dynamique  rationnelle  à  la  mé- 
canique céleste,  c'est>&-diré  celui  où  toutes  les 
forces  contiuues  dont  le  corps  est  animé  sont 
des  tendances  von  dea  centres  fxreê ,  agissant  sui- 
vant ime  fonction  quelconque  de  la  distance  dn 
corps  à  chaque  centre  ,  nuis  indépendamment  de 
In  direction. 

Si ,  prenant  maintenant  en  sens  inverse  la 
théorie  générale  du  mouvement  curviligne  d'une 
molécule  libre,  on  se  propose  de  |détenniner,  au 
contraire  ,  d'après  les  circonstances  caracléristi- 
quesdu  mouvement  effectif,  la  loi  des  forces  accé- 
lératrices qui  ont  pu  le  produire,  la  question  serft 
nécessairement  beaucoup  plus  simple  sous  le  rap- 
port analytique  ,  puisqu'elle  ne  consistera  essen- 
tiellement qu'en  des  différentiaiions.  Car  il  sera 
toujours  possible  alors ,  par  des  recherches  pré- 
liminaires plus  ou  moins  compliquées,  qui  ne 
pourront  porter  que  sur  dos  considérations  pure~ 
ment  géométriques,  de  déduire,  de  la  définition 
primitive  du  mouvement  proposé  ,  les  valeurs  des 
trois  coordounées  du  mobile  :V  chaque  instant  co 
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fonction  du  (cmps  écoule;  et  dés  lors,  endifféren- 
Uant  deux  fols  ces  trois  expressions,  on  obtiendrales 
composantes  des  forces  continues  suivant  les  trois 
axes  ,  d  où  l'on  pourra  conclure  immédiatement 
la  loi  de  la  force  accélératrice  totale  j  de  quelque 
nature  qu  elle  soit.  C'est  ainsi  que  nous  verrons  , 
dans  la  seconde  section  de  ce  cours ,  les  trois  lois 
géométriques  fondamentales  trouvées  par  Kepler 
pour  les  mouvemcns  des  corps  célestes  qui  com- 
posent notre  système  solaire,  nous  conduire  né~ 
cessairementà  la  loi  de  gravitation  universelle, 
qui  devient  ensuite  la  base  de  toute  la  mécanique 
générale  de  l'univers. 

Après  avoir  établi  la  théorie  du  mouvement 
curviligne  d'une  molécule  libre,  il  est  aisé  d*y 
faire  rentrer  le  cas  où  cette  molcouie  est  assujé- 
tie,  au  contraire,  à  rester  sur  une  courbe  donnée- 
II  suffit,  comme  je  l'ai  indiqué^  de  comprendre 
alors,  parmi  les  forces  continues  auxquelles  la 
molécule  est  primitivementsoumise^  la  résistance 
totale  exercée  par  la  courbe  proposée,  ce  qui  |)er- 
mettra  évidemment  de  considérer  le  mobile 
comme  entièrement  IiJ)re.  Toute  la  difficulté 
propre  à  ce  second  cas  se  réduit  donc  essen- 
tiellement à  analyser  avec  exactitude  cette  ré- 
sistance. Or  il  faut,  à  cet  effet,  distinguer  d  abord  ♦ 
dans  la  résistance  de  la  courbe,  deux  parties  Irèsr 
dificrentcs  qu  on  pourrait  appeler  ,  pour  les  ca- 
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ractériscr  neltenient ,  Tune  statique ,  lautre  dy- 
namique. La  résistance  statique  est  celle  qui  au- 
rait  lieu  lors  même  que  le  corps  serait  immobile  ; 
elle  provient  de  la  pression  exercée  sur  la  courba 
proposée  par  les  forces  accélératrices  dont  il  est 
.  animé;  ainsion  l'obtiendra  en  déterminant  la  com- 
posante de  la  forcecontinue  totale  suivant  la  noiv- 
male  à  1  a  courbe  donnée  au  point  que  Ion  considère. 
La  résistance  dynamique  aune  origine  toute  dif- 
férente; elle  n*est  engendrée  que  parle  mouve- 
ment,  et  résulte  de  la  tendance  perpétuelle  du 
corps  à  abandonner  la  courbe  qu'il  est  forcé  de 
décrire  ,  pour  continuer  à  suivre,  en  vertu  de  la 
première  loi  fondamentale  du  mouvement,  la  di- 
rection de  la  tangente.  Celte  seconde  résistance, 
qui  se  manifeste  dans  le  (lassage  du  corps  d'un 
élément  de  la  courbe  à  l'élément  suivant,  est  évi- 
demment dirigée  à  cbaque  instant  selon  la  nor- 
male à  la  courbe  située  dans  le  plan  osculateur, 
et  pourra,  par  conséquent,  n'avoir  pas  la  méms 
direction  quela résistance  statique  ,  si  le  plan  os- 
culateur ne  contient  pas  la  droite  suivant  laquelle 
agit  la  force  accélératrice  totale.  C'est  à  cette  ré- 
sistance dynamique  quon  donne,  en  général ,  le 
nom  de  force  centrifuge ,  tenant  à  ce  que  les 
seules  forces  accélératrices  considérées  d'abord 
par  les  géomètres  étaient  des  forces  centripètes,  ou 
des  tendances  vers  des  centres  fixes.  Quailt  à  son 
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îniensité  >  eu   concevant  cette  force  <:eDtrifuf;c 
comme  une  nouvelle  force  accélératrice,  elle  sera 
mesurée  par  la  compcsante  normale  que  produit^ 
dans  chaque  instant  iniinimeut  petit,  la  vitesse 
du  mobile,  lorsqu'il  passe  d'un  élémeat  de  la 
courbe  à  un  autre.  On  trouve  aisémeut  ainsi,  après 
avoir  élimine  les  infinitésimales  auxiliaires  intro- 
duites d'abord  naturellement  par  cette  considéra- 
lion ,  que  la  force  centrifuge  est  continuellement 
^ale  au  carré  de  la  vitesse  effective  du  mobile 
divisé  par  le  rayon  de  courbure  correspondant  de 
la  courbe  proposée.  Du  reste,  cette  expression  fon- 
damentale, aussi  bien  que  la  direction  uiénie  de 
la  force  centrifuge  ,  pourraient  être  entièrement 
obtenues  par  le  calcul,  en  introduisant  préalable- 
ment celte  force,  d'une  manière  coiiiplétemenl 
indéterminée,  dans  les  trois  équations  différentiel- 
les générales  du  mouvement  curviligne  rapportées 
ci-dessus.  Quoi  qu'il  en  soit,  après  avoir  déterminé 
la  résistance  dynamique,  on  la  composera  con- 
venablement avec  la  résistance  statique,  et,  en 
faisant  entrer  la  résistance  totale  parmi  les  forces 
proposées,  le  problème  sera  immédiatement  ra- 
mené au  cas  précédent.  La  question  la  plus  re- 
marquable de  ce  genre  consiste  dans  l'étude  du 
mouvement  oscillatoire  d'un  corps  j^esant  sur  une 
courbe  quelconque  (et  |)articulièrement  sur  un 
cercle  ou  sur  une  cyoloïdo),  dont  l'examen  pbi- 
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losophique  doit  naturellement  être  renvoyé  à  la 
l>artie  de  ce  cours  qui  concerne  la  physique  pro- 
prement dite. 

Il  serait  superflu  de  considérer  dislinctement 
ici  le  cas  où  le  mobile  >  au  lieu  de  devoir'  décrire 
une  courbe  donnée,  serait  seulement  assujéti  à 
rester  sur  une  certaine  surface.  G  csl  essentiel- 
lement par  les  mêmes  considérations  qu'on  ra- 
mène ce  nouveau  cas,  d'ailleurs  peu  important 
dans  les  applications,  à  celui  d'un  corps  libre.  Il 
n'y  a  d'autre  différence  réelle  qu'en  ce  qu'alors  la 
irrajectoire  du  mobile  n'est  pas  d'abord  entière- 
ment déterminée,  et  qu'on  est  obligé,  pour  la 
counaîtic,  de  joindre  à  1  équation  de  la  surface 
proposée  une  autre  équation  fournie  par  l'étude 
dynamique  du  problème. 

Considérons  maintenant,  par  aperçu^  le  se- 
cond mode  général  distingué  précédemment  {)our 
construire  la  théorie  fondamentale  du  mouvement 
curviligne  d'ime  molécule  isolée,  en  partant,  au 
contraire ,  du  cas  où  la  molécule  est  préalablement 
assujétie  à  décrire  une  courbe  donnée. 

Toute  la  difficulté  réelle  consiste  alors  à  établir 
directement  le  théorème  fondamental  relatif  à  la 
mesure  de  la  forme  centrifuge.  Or  c'est  ce  qu'on 
peut  faire  aisément,  en  considérant  d'abord  le 
mouvement  uniforme  du  corps  dans  un  cercle  > 
en  vertu  dune  impulsion  initiale,  et  sans  aucune 
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force  accélératrice  y  ainsi  que  la  suppose  Huy- 
gliens^  auquel  est  due  la  base  de  cette  théorie.  La 
force  centrifuge  est  dès  lors  évidemment  propor- 
tionnelle au  sinus-verse  de  1  arc  de  cercle  clck:rit 
dans  un  instant  infiniment  petit ,  convenablement 
comparé  au  temps  correspondant,  d  où  il  est  facile 
de  conclure,  comme  l'a  fait  Huygliens ,  quelle  a 
pour  expression  le  carre  de  la  vitesse  constante 
avec  laquelle  le  mobile  décrit  le  cercle  divisé  par 
le  rayon  de  ce  cercle.  Ce  résultat  une  fois  obtenu , 
en  le  combinant  avec  une  autre  notion  fonda- 
mentale due  à  HuyghciiSy  on  en  déduit  immé- 
dialcnicnt  la  valeur  de  la  force  centrifuge  dans 
une  courbe  quelconque.  11  suflit,  pour  cela  j  de 
concevoir  que  la  détermination  de  cette  force 
exigeant  seulement  la  considération  simultanée 
de  deux  élémens  consécutifs  de  la  courbe  pro- 
posée,  le  mouvement  peut  être  continuellement 
envisagé  comme  ayant  lieu  dans  le  cercle  oscula- 
teur  correspondant,  puisque  ce  cercle  présente 
relativement  ù  la  courbe  deux  élémens  succcssi  fs 
communs.  On  peut  donc  directement  transporter 
à  une  courbe  quelconque  l'expression  de  la  force 
centrifuge  trouvée  primitivement  pour  le  cas  du 
cercle,  et  établir,  comme  dans  la  première  mé- 
thode, mais-bien  plus  simplement,  qu'elle  est  gé- 
néralement égale  au  carré  de  la  vitesse  divisé  par 
le  rayon  du  cercle  osculateur.  Cette  manière  da 
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procéder  présente  ravautage  de  donner  une  idée 
plus  netlcdela  force  centrifuge. 

Le  cas  du  mouvement  dans  une  courbe  déter- 
minée étant  ainsi  traité  préalablement  avec  toute 
la  généralité  convenable ,  il  est  aisé  d'y  ramener 
celui  d*un  corps  entièrement  libre,  décrivant  la 
trajectoire  qui  doit,  naturellement  résulter  de 
l'action  simultanée  de  certaines  forces  accélératri- 
ces quelconques.  Il  suffit,  en  effet ,  suivant  Fin- 
dication  précédemment  exprimée^  de  concevoir 
le  corps  comme  assujéti  à  rester  sur  la  courbe 
qu'il  décrira  réellement ,  ce  qui  revient  évidem- 
ment au  même,  puisqu'il  importe  peu,  en  dyna- 
mique, le  corps  ne  pouvant  point  véritablement 
parcourir  toute  autre  courbe ,  qu'il  y  soit  contraint 
par  la  nature  des  forces  dont  il  est  animé,  ou 
par  des  conditions  de  liaison  spéciales.  Dès  lors 
ce  mouvement  donnera  naissance  à  une  véritable 
force  centrifuge,  exprimée  par  la  formule  géné- 
rale trouvée  ci-dossus.  Maintenant  il  est  clair 
que,  si  la  force  continue  totale  dont  le  mobile 
est  animé  a  été  d'abord  conçue  comme  décom- 
posée à  chaque  instant  en  deux  autres,  l'une  di- 
rigée suivant  la  tangente  à  la  trajectoire ,  et 
lautre  selon  la  normale  située  dans  le  plan  oscu- 
lateur,  celte  dernière  doit  nécessairement  iêtre 
égale  et  directement  opposée  à  la  force  centrifuge. 
Or ,  celle  coni[)osante  normale  ayant  pour  exprcs- 
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sien  la  force  continue  totale  multiplide   par  le 
cosinus  de  l'angle  que  sa  direction  forme  ayec  la 
normale^  en  égalant  cette  yaleur  à  celle  de  la 
force  centrifuge^  on  formera  une  équation  fonda- 
mentale d'où  Ton  pourra  déduire  les  équations 
générales  du  mouvement  curviligne  prëcédem- 
ment  obtenues  par  une  autre  méthode.  On  n'aura, 
pour  cela  y   d'autre  transformation  à   faire  que 
d'introduire  dans  cette  équation ,  au  lieu  de  la 
force  continue  totale  et  de  sa  direction  ,  ses  com- 
posantes selon  les  trois  axes  coordonnes ,  et  de 
remplacer ,  dans  la  formule  qui  ciprime  la  force 
centrifuge ,  la  vitesse  et  le  rayon  de  courbure  par 
leurs  valeurs  générales  en  fonction  des  coordon- 
nées. L'équation  ainsi  obtenue  se  décomposera 
naturellement  en  trois ,  si  l'on  considère  que  i 
devant  avoir  lieu  [X)iu'  quelque  système  que  ce 
soit  de  forces  accélératrices  et  pour  une  trajec- 
toire quelconque ,  elle  doit  se  vérifier  séparément 
par  rapport  à  chacune  des  trois  coordonnées,  envi- 
sagées momentanément  comme  trois  variables  en- 
tièrement indépendantes.  Ces  trois  équations  se 
(rouverontètre  exactement  identiques  à  celles  rap- 
portées ci-dessus.  Quoique  cette  manière  de  les  ob- 
tenir soit  bien  moins  directe,et  qu'elle  exige  un  plus 
grand  appareil  analytique ,  j'ai  cependant  cru  né- 
cessaire de  l'indiquer  distinctement ,  parce  qu'elle 
me  semble  propre  à  éclairer ,  sous  un  rapport  fort 
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important ,  la  théorie  ordinaire  du  n}x>uvement 
curviligne I  en  rendant  sensible  Texistence  de  U 
force  centrifuge 9  même  dans  le  cas  d'un  corps 
libre  y  notion  sur  laquelle  la  méthode  habituelle- 
ment adoptée  aujourd'hui  laisse  communément 
beaucoup  d'incertitude  et  d'obscurité. 

Âyantsufûsammentétudié,danscequiprécèdey 
le  caractère  général  de  la  partie  de  la  dynamique 
relative  au  mouvement  d'un  point ,  ou^  ce  qui 
revient  au  même ,  d'un  corps  dont  toutes  les  mo- 
lécules se  meuvent  identiquement^  nous  devons 
maintenant  examiner,  sous  un  semblable  point 
de  vue ,  la  partie  de  la  dynamique  la  plus  diffi- 
cile et  la  plus  étendue ,  celle  qui  se  rapporte  au 
cas  plus  réel  du  mouvement  d'un  système  de 
corps  liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque  y 
et  dont  les  mouvemens  propres  sont  altérés  par 
les  conditions  dépendantes  de  leur  liaison.  Je  con- 
sidérerai soigneusement^  dans  la  leçon  sui  van  te,  les 
résultats  généraux  obtenus  jusqu'ici  par  les  géo* 
mètres ,  relativement  à  cet  ordre  de  recherches. 
Je  dois  donc  me  borner  strictement  ici  à  caracté- 
riser la  méthode  générale  d'après  laquelle  on  est 
parvenu  h  convertir  tous  les  problèmes  de  cette 
nature  en  de  pures  questions  d'analyse. 

Dans  cette  dernière  partie  de  la  dynamique ,  il 
faut  préalablement  établir  une  nouvelle  notion 
élémentaire ,  relativement  à  la  mesure  des  forces. 
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En  effet,  les  forces  considérées  jusqu'ici  ëlant 
toujours  appliquées  à  une  molécule  unique ,  ou 
du  moins  agissant  toutes  sur  un  même  corps,  leur 
intensité  se  trouvait  être  suffisamment  mesurée, 
en  ayant  seulement  égard  à  la  vitesse  plus  ou  moins 
grande  qu'elles  pouvaient  imprimer  au  mobile  h 
chaque  instant.  Mais,  quand  on  vient  à  envisager 
simultanément  les  mouvemens  de  plusieurs  corps 
différens,  cette  manière  de  mesurer  les  forces 
devient  évidemment  insuffisante,  puisqu'on  ne 
saurait  se  dispenser  de  tenir  compte  de  la  masse 
de  chaque  mobile,  aussi  Lien  que  de  sa  vitesse. 
Pour  la  prendre  convenablement  en  considéra- 
tion ,  les  géoînèlres  ont  établi  cette  notion  fonda- 
mentale, que  les  forces  susceplibles  d'imprimer  à 
diverses  masses  une  même  vitesse  sont  exactement 
entre  elles  comme  ces  masses  ;  ou ,  en  d'autres 
termes,  que  les  forces  sont  proportionnelles  aux 
masses,  aussi  bien  que  nous  les  avons  reconnues, 
dans  la  quinzième  leçon ,  d'après  la  troisième  loi 
physique  du  mouvement ,  être  proportionnelles 
aux  vitesses.  Tous  les  phénomènes  relatifs  à  la 
communication  du  mouvement  par  le  choc,  ou 
de  toute  autre  manière ,  ont  constamment  con- 
firmé la  supposition  de  cette  nouvelle  propor- 
tionnalité. 11  en  résulte  évidemment  que  lorsqu'il 
faut  comparer,  dans  le  cas  le  plus  général,  des 
forces  qui  impriment  à  des  masses  inégales  des 
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vitesses  dîfTérentcs,  chacune  d'elles  doit  être  me- 
surée d'après  le  produit  de  la  masse  sur  laquelle 
e!le  agit  par  la  vitesse  correspondante.  Ce  pro» 
duit;  auquel  les  géomètres  ont  donné  communé- 
ment le  nom  de  quantité  de  mouçement  y  détcr'* 
mine  exactement ,  en  effet ,  la  force  d'impulsion 
d'un  corps  dans  le  choc  ,  la  percussion  propre- 
ment dite,  ainsi  que  Impression  qu'un  corps  peut 
exercer  contre  tout  obstacle  fixe  ù  son  mouve- 
ment. Telle  est  la  nouvelle  notion  élémentaire 
relative  à  la  mesure  générale  des  forces ,  dont  il 
serait  peut-être  convenable  de  faire  une  quatrième 
et  dernière  loi  fondamentale  du  mouvement,  en 
tant  du  moins  que  cette  notion  n'est  point  réelle- 
ment susceptible  ,  comme  quelques  géomètres 
l'ont  pensé ,  d'être  logiquement  déduite  des  no- 
tions précédentes,  et  ne  saurait  être  solidement 
établie  que  sur  des  considérations  physiques  qui 
lui  soient  propres. 

Cette  notion  préliminaire  étant  établie ,  exami- 
nons maintenant  la  conception  générale  d'après 
laquelle  peut  être  traitée  la  dynamique  d'un  sys- 
tème quelconque  de  corps  soumis  à  l'action  de 
forces  quelconques.  La  difficulté  caractéristique 
de  cet  ordre  de  questions  consiste  essentielle- 
ment dans  la  manière  de  tenir  compte  de  la  liai- 
son des  différens  corps  du  système,  en  vertu  de 
laquelle  leurs  réactions  mutuelles  altéreront  né- 
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cessaircment  les  mouvemens  propres  qnc  chaque 
<M>rps  prendrait,  s'il  était  seul  y  parFinflucnce  des 
forces  qui  le  soUicitiint ,  sans  qu'on  sache  nulle- 
ment a  priori  en  quoi  peut  consister  cette  altéra- 
tion. Ainsi  9  pour  choisir  un  exemple  très-siniple, 
et  néanmoins  important,  dans  le  célèbre  problème 
du  mouvement  d'un  pendule  composé^  qui  a  été 
primitivement  le  principal  sujet  des  recherches 
des  géomètres  sur  cette  partie  supérieure  de  la 
dynamique 9  il  est  évident  que,  par  suite  de  la 
liaison  établie  entre  les  corps  ou  les  molécules  les 
plus  rapprochés  du  point  de  suspension ,  et  les 
corps    ou  les  molécules  qui  en   sont    les   plus 
éloignés ,  il  s'exercera  une  réaction  telle  que  ni 
les  uns  ni  les  autres  n'oscilleront  comme   s'ils 
étaient  libres,  le  mouvement  des  premiers  étant 
retardé  9  et  celui  des  derniers  étant  accéléré  en 
vertu  de  la  nécessité  où  ils  se  trouvent  d'osciller 
simultanémcntjSansqu'aucunprincipedynamique 
déjà  établi  puisse  faire  connaître  la  loi  qui  déter- 
mine ces  réactions.  Il  en  est  de  même  dans  tous 
les  autres  cas  relatifs  au  mouvement  d'un  système 
de  corps.On  épouvedonc  évidemment  ici  le  besoin 
de  nouvelles  conceptions  dynamiques.  Les  géo- 
mètres, obéissant,  h  ce  sujet,  à  l'habitude  imposée 
presque  constamment  par  la  faiblesse  de  l'esprit 
humain,  ont  d'abord  traité  celte  nouvelle  série 
de  recherches ,  en  créant  pour  ainsi  dire  un  non- 
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veau  principe  particulier  relativement  à  chaque 
question  essentielle.  Telles  ont  été  l'origine  et  la 
destination  des  diverses  propriétés  générales  du 
mouvement  que  nous  examinerons  dans  la  leçon 
suivante ,  et  qui ,  primitivement  envisagées  comme 
autant  de  principes  indépendans  les  uns  des  autres, 
ne  sont  plus  aujourd'hui^  aux  yeux  des  géomètres> 
que  des  théorèmes  remarquables  fournis  simulta- 
nément par  les  équations  dynamiques  fondamen- 
tales. On  peut  suivre  y  dans  la  Mécanique  anor- 
lytique  y   l'histoire  générale   de  cette   série   de 
travaux  y  que  Lagrange  a  présentée  d'une  manière 
si  profondément  intéressante  pour  l'étude  de  la 
marche  progressive  de  l'esprit  humain.  Cette  ma- 
nière de  procéder  a  élé  continuellement  adoptée 
jusqua  d'Alemberl^  qui  a  mis  fin  à  toutes  ces 
recherches  isolées ,  en  s  élevant  à  une  conception 
générale  sur  la  manière  de  tenir  compte  de  la  réac- 
tion dynamique  des  corps  d'un  système  en  vertu 
de  leurs  liaisons  y  et  en  établissant  par  suite  les 
équations  fondamentales  du  mouvement  d'un  sys- 
tème quelconque.  Cette  conception  y  qui  a  tou- 
jours servi  depuis  y  et  qui  servira  indéfiniment  de 
base  à  toutes  les  recherches  relatives  à  la  dyna- 
mique des  corps ,  consiste  essentiellement  à  faire 
rentrer  les  questions  de  mouvement  dans  de  sim- 
ples questions  d'équilibre ,  à  l'aide  de  ce  célèbre 
principe  général   auquel  l'accord    unanmic  des 
TOME  I.  4^ 
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géomètres  a  donné ,  avec  tant  de  raison  ^  le  nom 
de  principe  de  d'Âlembert.  Considérons  donc 
maintenant  ce  principe  d'une  manière  dii^ecte. 

Lorsque ,  par  les  réactions  que  divers  corps  exer- 
cent les  uns  sur  les  autres  en  vertu  de  leur  liaison , 
chacun  deux  prend  un  mouvement  différent  de 
celui  que  les  forces  dont  il  est  animé  lui  eussent 
imprimé  s'il  eût  été  libre,  on  peut  évidenimeat 
r^rder  le  mouvement  naturel  comme  décom- 
posé en  deux^  dont  Fun  est  celui  qui  aura  effec- 
tivement lieu,  et  dont  l'autre >  par  conséquent, 
a  été  détruit.  Le  principe  de  d'Âlembert  consiste 
proprement  en  ce  que  tous  les  mouveniens  de  ce 
dernier  genre ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  les  quan- 
tités de  mouvemens  perdues  ou  gagnées  par  les 
di0erens  corps  du  système  dans  leur  réaction ,  se 
font  nécessairement  équilibre  ,  en  ayant  égard 
aux  conditions  de  liaison  qui  caractérisent  le  sys- 
tème proposé.  Cette  lumineuse  conception  géné- 
rale a  été  d'abord  entrevue  par  Jacques  Bernouilli 
dans  un  cas  particulier;  car  telle  est  évidemment 
la  considération  qu'il  emploie  pour  résoudre  le 
problème  du  peùdule  composé ,  lorsqu'il  regarde 
la  quantité  de  mouvement  perdue  par  le  corps  le 
plus  rapprocbé  du  point  de  suspension ,  et  la  quan- 
ti té  de  mouvement  gagnée  par  celui  qui  en  est  le 
plus  éloigné,  comme  devant  nécessairement  sa- 
tisfaire à  la  loi  d'équilibre  du  levier,  relativement 
au  point  de  suspension ,  ce  qui  le  conduit  à  for- 
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mer  tmmëdiatement  une  équation  susœptible  de 
déterminer  le  centre  d'oscillation  du  système  de 
poids  le  plus  simple.  Mais  cette  idée  n'était ,  pour 
Jacques  Bemouilli ,  qu'un  artifice  isolé  qui  note 
rien  au  mérite  de  la  grande  conception  de  d'Alem- 
bert  y  dont  la  propriété  essentielle  consiste  dans 
son  entière  généralité  nécessaire. 

Eu  considérant  le  principe  de  d'Âlembert  sous 
le  point  de  vue  le  plus  philosophique ,  on  peut , 
ce  me  semble  ^  en  reconnaître  le  véritable  germe 
primitif  dans  la  seconde  loi  fondamentale  du 
mouvement  (voyez  la  quinzième  leçon) ,  établie 
par  Newton  sous  le  nom  d'alité  de  la  réaction 
à  l'action.  Le  principe  de  d'Âlembert  coïncide 
exactement^  en  effet,  avec  cette  loi  de  Newton, 
quand  on  envisage  seulement  un  système  de  deux 
corps ,  agissant  l'un  sur  1  autre  suivant  la  ligne 
qui  les  joint.  Ce  principe  peut  donc  être  envisagé 
comme  la  plus  grande  généralisation  possible  de 
la  loi  de  la  réaction  ^ale  et  contraire  à  l'action  ; 
et  cette  manière   nouvelle  de  le  concevoir  me 
parait  propre  à  faire  ressortir  sa  véritable  nature, 
en  lui  donnant  ainsi  un  caractère  physique,  au 
lieu  du  caractère  purement  logique  qui  lui  avait 
été   imprimé  par  d'Âlembert.   En  conséquence 
nous  ne  verrons  désormais  dans  ce  grand  principe 
que  notre  seconde  loi  du  mouvement  étendue  i^ 
un  nombre  quelconque  de  corps ,  disposés  en- 
tr'eux  (Vujie  manière  quelconque. 
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D'après  ce  principe  général^  on  conçoit  que 
toute  question  de  dynamique  pourra  être  immé- 
diatement convertie  en  une  simple  question  de 
statique ,  puisqu'il  suffira  de  former  y  dans  chaque 
cas  9  les  équations  d'équilibre  entre  les  mouve- 
meus  détruits;  ce  qui  donne  la  certitude  néces- 
saire de  pouvoir  mettre  en  équation  un  problème 
quelconque  de  dynamique,  et  de  le  faire  ainsi 
dépendre  uniquement  de  recherches  analytiques. 
Mais  la  forme  sous  laquelle  le  principe  de  d'Alem- 
hert  a  été  primitivement  conçu  n'est  point  la  plos 
convenable  pour  effectuer  avec  facilité  cette  trans- 
formation fondamentale,  vu  la  grande  difEculté 
qu'on  éprouve  souvent  à  discerner  quels  doivent 
être  les  mouveraens  détruits ,   comme  on  peut 
pleinement  s'en  convaincre  par  l'examen  attentif 
du  Traite  de  dynamique  de  d'Alembert ,  dont  les 
solutions    sont    ordinairement   si    compliquées. 
Hcrraann,  et  surtout  Euler  ont  cherché  à  faire 
disparaître  la    considération  embarrassante  des 
quantités  de  mouvement  perdues  ou  gagnées ,  en 
remplaçant  les  raouvemens  détruits  par  les  mou- 
vemcns  primitifs  composés  avec  les  mouvemcns 
effectifs  pris  en  sens  contraire,  ce  qui  revient 
évidemment  au  même ,  puisque ,  quand  une  force 
a  été  décomposée  en  deux ,  on  peut  réciproque- 
ment substituer  h  l'une  des  composantes  la  com- 
binaison de  la  résultante  avec  l'autre  composante 
prise  en  sens  contraire.  Dès  lors  le  principe  de 
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(VÂlenihert^  envisagé  sous  ce  nouveau  point  de 
vue,  consiste  simplement  en  ce  que  les  mouve-- 
mens  effectifs  conformes  à  la  liaison  des  corps  du 
système  devront  nécessairement ,  étant  pris  en 
sens  inverse ,  faire  toujours  équilibre  aux  mouve- 
mens  primitifs  qui  résulteraient  de  la  seule  action 
des  forces  proposées  sur  chaque  corps  supposé 
libre;  ce  qui  peut  d'ailleurs  être  établi  directe- 
ment, car  il  est  évident  que  le  système  serait  en 
équilibre  si  on  imprimait  à  chaque  corps  une 
quantité  de  mouvement  ^ale  et  contraire  à  celle 
qu'il  prendra  effectivement.  Cette  nouvelle  forme 
donnée  par  Euler  au  principe  de  d'Âlembert  est 
la  plus  convenable  pour  en  faire  usage ,  comme 
ne  prenant  en  considération  que  les  mouvemens 
primitifs  et  les  mouvemens  effectifs,  qui  sont  le& 
véritables  élémens  du  problème  dynamique ,  dont 
les  uns  constituent  les  données  et  les  autres  les 
inconnues*  Tel  est,  en  effet,  le  point  de  vue  dé*- 
iinitif  sous  lequel  le  principe  de  d'Alembert  a  été 
liabituellement  conçu  depuis* 

Les  questions  relatives  au  mouvement  étant 
ainsi  généralement  réduites ,  de  la  manière  la  plus 
simple  possible ,  à  de  pures  questions  d'équilibre, 
la  méthode  la  plus  philosopliique  pour  traiter  la 
dynamique  rationnelle  consiste  à  combiner  le 
principe  de  d'Alembert  avec  le  principe  des  vi- 
tesses virtuelles ,  qui  fournit  directement ,  comme 
nous  lavons  vu  dans  la  leçon  précédente,  toutes 
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les  équations  nécessaires  à  réquilibred'un  système 
quelconque.  Telle  est  la  combinaison  conçue  par 
Lagrange,  et  si  admirablement  développée  dans 
sa  Mécanique  analytique^  qui  a  élevé  la  science 
générale  de  la  mécanique  abstraite  au  plus  haol 
degré  de  perfection  que  l'esprit  humain  puisse 
ambitionner  sous  le  rapport  logique ,  c'est-à-dire 
à  une  rigoureuse  unité,  toutes  les  questions  qui 
peuvent  s'y  rapporter  étant  dormais  uniformé- 
ment rattachées  à  un  principe  unique ,  d'après 
lequel  la  solution  définitive  d'un  problème  quel- 
conque ne  présente  plus  nécessairement  que  des 
difficultés  analytiques.  Pour  établir  le  plus  sim- 
plement possible  la  formule  générale  de  la  dyna- 
mique y  concevons  que  toutes  les  forces  accéléra- 
trices du  système  quelconque  proposé  aient  élé 
décomposées   parallèlement  aux   trois  axes   des 
coordonnées,  et  soient  X  y  Y  y  Z  y  les  groupes 
de  forces  correspondant  aux  axes  des  ^y  j' y  z; 
en  désignant  par  m  la  masse  du  système,  il  devra 
y  avoir  équilibre,  d'après  le  principe  de  d'Alem- 
bert,  entre  les  quantités  primitives  de  mouve- 
ment m  X y  m  JT^  m  Z y  elles  quantités  de  mou- 
vement effectives  prises  en  sens  contraire,  qui 

seront  évidemment  exprimées  par  —  *«  ^      —  « 

S*"i  *""  '"  3?  s^^^^^^  1^^  ^ro^*  axes.  Ainsi ,  ap- 
pliquant à  cet  ensemble  de  forces  le  principe 
général  des  vitesses  virtuelles ,  en  ayant  soin  de 
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distinguer  les  variations  relatives  aux  différens 
axes  f  on  obtiendra  l'équation 

qui  peut  être  regardée  comme  comprenant 
implicitement  toutes  les  équations  nécessai- 
res pour  l'entière  détermination  des  diverses 
circonstances  relatives  au  mouvement  d'un  sys- 
tème quelconque  de  corps  sollicités  par  des 
forces  qudconques.  I^es  équations  explicites  se 
déduiront  convenablement ,  dans  chaque  cas, 
de  cette  formule  générale,  en  réduisant  toutes  les 
variations  au  plus  petit iiômbre  possible  ,  d'après 
les  conditions  de  liaison  qui  caractériseront  le  sys- 
tème proposé ,  ce  qui  fournira  autant  d^éqùations 
distinctes  qu'il  restera  de  variations  réellement 
indépendantes. 

Afin  de  faire  ressortir,  sous  le  point  de  vue 
philoso})hique ,  toute  la  fécondité  de  cette  for- 
mule ,  et  de  montrer  qu'elle  comprend  rigoureu- 
sement l  ensemble  total  de  la  dynamique ,  il  con- 
vient de  remarquer  qu'on  eh  poiirrait  même  tirer , 
comme  un  simple  cas  pàîiicutier ,  la  théorie  du 
mouvement  curviligne  d'une  molécule  unique; 
que  nous  avons  spécialement  considérée  dans  la 
première  partie  de  cette  leçon.  En  effet  il  est 
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évident  que  ,  si  toutes  hs  l'orces  continues  prop»- 
sées  agisseiit  sur  une  seule  molécule ,  la  masse 
m  disparaît  de  l'équation  générale  prëcédenie, 
qui ,  en  distinguant  séparément  le  mouTemenl 
virtuel  relatif  à  chaque  axe,  fournit  immédîale- 
ment  les  trois  éc{uation5  fondamentales  établies 
ci-dessus  pour  le  mouvement  d'un  point.  Mais, 
bien  qu'on  doive  considérer  celte  filiation  ,  sans 
laquelleon  ne  concevrait  pas  toute  l'étendue  réelle 
delaformulegénérale  delà  dynamique,  la  théorie 
du  mouvement  d'une  seule  molécule  n'exige  point 
véritablement  l'emploi  du  principe  de  d'AJemberl^ 
qui  cstessentiellemcnt  destiné  à  l'étude  dynamique 
des  systèmes  de  corps.  Cette  première  théorie  est 
ti"op  simple  par  elle-même ,  et  résulte  trop  immé- 
diatement des  lois  fondamentales  du  mouvement, 
pour  que  je  n'aie  pas  cru  devoir,  conformément 
à  l'usage  ordinaire,  la  présenter  d'abord  isolé- 
ment, afin  de  rendre  plus  nettes  les  importantes 
notions  générales  auxquelles  elle  donne  naissance, 
quoique  nous  devions  finir  par  la  faire  rentrer, 
en  vue  d'une  coordination  plus  parfaite,  dans  la 
formule  invariable  qui  renferme  nécessairement 
toutes  les  théories  dynamiques  possibles. 

Ce  serait  sortir  des  limites  naturelles  de  ce 
cours  que  d'indiquer  ici  aucune  application  spé- 
ciale de  cette  formule  générale  i  la  solution  eifec- 
live  d'un  problème  dynamique  quelconque,  la 
méthode  devant  être  le  seul  objet  essentiel  de  nos 
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considérations  philosophiques^  sauf  l'indication 
des  résultats  principaux  qu'elle  a  produits ,  et 
dont  nous  nous  occuperons  dans  la  leçon  sui- 
vante. Je  crois  cependant  devoir  rappeler  à  ce 
sujet,  conunc  une  conception  vraiment  relative 
a  la  méthode  bien  plus  qu'à  la  science ,  la  dis- 
tinction nécessaire  9  signalée  dans  la  leçon  précé- 
dente f  entre  les  mouvemens  de  translation  et  les 
mouvemens  de  rotation •  Pour  étudier  convena- 
blement le  mouvement  d'un  système  quelconque, 
il  faut,  en  effet,  l'envisager  comme  composé 
d'une  translation  commune  à  toutes  ses  parties , 
et  d'une  rotation  propre  à  chacun  de  ses  points 
autour  d'un  certain  axe  constant  ou  variable. 
Par  des  motifs  de  simplification  analytique  dont 
nous  aurons  occasion,  dans  la  leçon  suivante, 
d'indiquer  l'origine,  les  géomètres  considèrent 
toujours  de  préférence  le  mouvement  de  rotation 
d'un  système  quelconque  relativement  à  son  cen- 
tre de  gravité^  ou  ,  pour  mieux  dire ,  à  sou  centre 
des  moyennes  distances  ;  qui  présente,  sous  ce 
rapport ,  des  propriétés  générales  très-remarqua- 
bles, dont  la  découverte  est  due  à  Euler.  Dès 
lors  l'analyse  complète  du  mouvement  d'un  sys- 
tème animé  de  forces  quelconques  consiste 
essentiellement  ii^h  déterminer  à  cliaque  instant 
la  vitesse  du  centre  de  gravité  et  la  direction  dans 
laquelle  il  se  meut,  ce  qui  suffit  pour  faire  con- 
naître ,  comme  nous  le  constaterons ,  tout  ce  qui 
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concerne  la  translation  du  sysièiiie; 
miner  Clément  à  chaque  instant  la  directroii 
de  l'ase  instantané  de  rotation  passant  par  le  cen- 
tre de  gravité,  et  la  vitesse  de  rotation  de  chaque 
}>articdu  système  autour  de  cet  axe.  11  est  clair, 
en  eflet,  que  toutes  les  circonstances  secondaires 
du  mouvement  pourront  nécessairement  être  dé- 
duites, dans  chaque  cas,  de  cesdenx  déteiniina- 
tiens  principales. 

La  formule  générale  de  la  dynamique ,  établie 
ci-dessus,  est  évidemment,  par  sa  nature,  tout 
aussi  directement  applicable  au  mouvement  di* 
fluides  ([u 'à  celui  dessolides,  pourvu  qu'on  prenne 
convenablement  en  considération  les  conditions 
qui  caraclériseni  l'état  fluide,  soit  liquide,  soit 
gazeux ,  ce  que  nous  avons  en  occasion  d'indiquer 
dans  la  leçon  précédente  au  sujet  de  l'équilibre. 
Aussi  d'Alenibert ,  après  avoir  découvert  le  prin- 
cipe i'on'lamental  qui  lui  a  permis ,  vu  les  prc^rês 
de  la  statique,  de  traiter  dans  son  ensemble  la 
dynamique  d'un  syslènie  quelconque,  en  a-t-il 
fait  immédiatement  application  à  l'élablisscTncnt 
descquationsyénérales  du  mouvem.'nt des  fluides, 
entièrement  inconnues  jusqu'alors.  Ces  equatious 
s'obtiennent  surtout  avec  une  grande  facilite  d'a- 
pfès  le  principe  des  vitesses  virtuelles ,  tel  qu'il 
est  exprime  par  la  formule  générale  précédente. 
Celte  partie  de  la  dynamique  ne  laisse  donc  réel- 
lepient  riepi  à  désirer  sous  le  rapport  concret,  et 
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iie  présente  plus  que  des  difficultés  purement 
analytiques  y  relatives  à  l'int^ration  des  équations 
aux  différences  partielles  auxquelles  on  parvient. 
Mais  il  faut  reconnaître  que  cette  intégration  gé* 
nérale  offrant  jusqu'ici  des  obstacles  insurmonta- 
bles y  les  connaissances  effectives  qu'on  peut  dé- 
duire de  cette  théorie  sont  encore  extrêmement 
imparfaites^  même  dans  les  cas  les  plus  simples; 
ce  qui  nous  semblera  sans  doute  inévitable ,  en 
consi(]érant  la  grande  complication  que  nous  avons 
déjà  reconnue  à  cet  égard  dans  les  questions  de 
pure  statique  y  dont  la  nature  est  cependant  bien 
moins  complexe.  Le  seul  problème  de  Técoule- 
ment  d'un  liquide  pesant  par  un  orifice  donné , 
quelque  facile  qu'il  doive  paraître ,  n'a  pu  encore 
être  résolu  d'une  manière  vraiment  satisfaisante. 
Afin  de  simplifier  suffisamment  les  recherches 
analytiques  dont  il  dépend,  les  géomètres  ont  été 
obligés  d'adopter  la  célèbre  hypothèse  proposée 
par  Daniel  Bernouilli^  sous  le  nom  de  parallélisme 
des  tranches  y  qui  permet  de  ne  considérer  le 
mouvement  que  par  trandies ,  au  lieu  de  devoir 
l'envisager  molécule  à  molécule.  Mais  cette  hypo- 
thèse, qui  consiste  à  regarder  chaque  section 
horizontale  du  liquide  comme  se  mouvant  en  to- 
talité et  prenant  la  place  de  la  suivante ,  est  évi- 
demment en  contradiction  formelle  avec  la  réalité 
dans  presque  tous  les  cas ,  excepté  dans  un  petit 
nombre  de  circonstances  choisies  pour  ainsi  dire 
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expressément  9  à  cause  des  mouvemens  latéraux 
dont  uue  telle  hypothèse  fait  complëtement  abs- 
traction^ et  dont  Texistence  sensible  impose  né- 
cessairement la  loi  d'étudier  isolément  le  mouve- 
ment de  chaque  molécule.  La  science  générale 
de  l'hydrodynamique  ne  peut  donc  réellement 
être  encore  envisagée  que  comme  étant  à  sa  nais- 
sance,  même  relativement  aux  liquides ,  et  à  plus 
forte  raison  à  l'^rd  des  gaz.  Mais  il  importe 
éminemment  de  reconnaître ,  d'un  autre  côté, 
que  tous  les  grands  travaux  qui  restent  à  faire  sous 
ce  rapport  consistent  essentiellement   dans   les 
progrès  de  la  seule  analyse  mathématique,  les 
équations  fondamentales  dumouvement  desfluides 
étant  irrévocablement  établies. 

Après  avoir  considéré  sous  ses  divers  aspects 
principaux  le  caractère  général  de  la  méthode 
en  mécanique  rationnelle,  et  indiqué  comment 
toutes  les  questions  qu'elle  peut  offrir  se  réduisent 
à  des  recherches  purement  analytiques,  il  nous 
reste  maintenant ,  pour  compléter  l'examen  phi- 
losophique de  cette  science  fondamentale ,  à  en- 
visager, dans  la  leçon  suivante ,  les  résultats  prin- 
cipaux obtenus  par  l'esprit  humain  en  procédant 
ainsi ,  c'est-à-dire  les  propriétés  générales  les 
plus  remarquables  de  l'équilibre  et  du  mouve- 
ment. 


MATHÉMATIQTTES.  69 1 


DIX-HUITIEME   LEÇON. 


SoMMAiEE.  Considérations  sur  les  théorèmes  généraux  de 

mécanique  rationnelle. 


Le  but  et  l'esprit  de  cet  ouvrage^  aussi  bien 
que  son  étendue  naturelle  ^  nous  interdisent  né- 
cessairement ici  tout  développement  spécial  rela- 
tif à  l'application  des  équations  fondamentales  de 
l'équilibre  et  du  mouvement,  à  la  solution  effec- 
tive d'aucun  problème  mécanique  particulier* 
Néanmoins  y  on  ne  se  formerait  qu'une  idée  in- 
complète du  caractère  philosophique  de  la  méca- 
nique rationnelle  envisagée  dans  son  ensemble,  si, 
après  avoir  convenablement  étudié  la  méthode  ^ 
on  ne  considérait  enfin  les  grands  résultats  théo- 
riques de  la  science,  c'est-à-dire  les  principales 
propriétés  générales  de  l'équilibre  et  du  mouve- 
ment découvertes  jusqu'ici  par  les  géomètres ,  et 
qui  nous  restent  maintenant  à  examiner.  Ces  di- 
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verses  propriëtés  ont  été  conçues  dans  l*orîgine 
comme  autant  de  véritables  principes ,  dont  cha- 
cun ëtait  destiné  primitivement  à  procurer  la  so- 
lution d'un  certain  ordre  de  nouveaux  problèmes 
mécaniques,  supérieurs  aux  méthodes  connues 
jusqu'alors.  Mais,  depuis  que  1  ensemble  de  la 
mécanique  rationnelle  a  pris  son  caractère  sys- 
tématique définitif,  chacun  de  ces  anciens  prin- 
cipes  a  été  ramené  à  n'être  plus  qu'un  simple  théo- 
rème plus  ou  moins  général ,  résultat  nécessaire 
des  théories  fondamentales  de  la  statique  et  de  la 
dynamique  abstraites  :  c'est  seulement  sous  ce 
point  de  vue  philosophique  que  nous  devons  les 
envisager  ici.  Commençons  par  ceux  qui  se  rap- 
portent à  la  statique. 

Le  théorème  le  plus  remarquable  qui  ait  été 
déduit  jusqu'à  présent  des  équations  générales  de 
l'équilibre  est  la  célèbre  propriété ,  primitive- 
ment découverte  par  l'orricelli ,  relativement  à 
l'équilibre  des  corps  pesans.  Elle  consiste  propre- 
ment en  ce  que,  quand  un  système  quelconque 
de  corps  pesans  est  dans  sa  situation  d'équilibre, 
son  centre  de  gravité  est  nécessairement  placé  au 
point  le  plus  bas  ou  le  plus  haut  possible  y  compa- 
rativement à  toutes  les  positions  qu'il  pourrait 
prendre  d'après  toute  autre  situation  du  système. 
Torricelli  a  d'abord  présenté  cette  propriété 
comme  immédiatement  vérifiée  parles  conditions 
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d'équilibre  connues  de  lous  les  systèmes  de  poids 
considérés  jusqu'alors.  Mais  les  considérations  gé- 
nérales d'après  lesquelles  il  a  tenté  ensuite  de  la 
démontrer  directement  sont  réellement  peu  sa- 
tisfaisantes, cL  offrent  un  exemple  sensible  de  In 
nécessité  de  se  défier ,  dans  les  sciences  mathéma- 
tiques, de  toute  idée  dont  le  caractère  n'est  point 
parfaitement  précis  ,  quelque  plausible  qu'elle 
puisse  d'ailleurs  paraître.  Eu  effet  le  raisonne- 
ment de  Torricelli  consiste  essentiellement  à  re- 
marquer que  la  tendance  naturelle  du  poids  étant 
de  descendre ,  il  y  aura  nécessairement  équilibre 
si  le  centre  de  gravité  se  trouve  placé  le  plus  bas 
possible.  L'insuffisance  de  cette  considération  est 
évidente,  puisqu'elle  n'explique  point  pourquoi 
il  y  a  également  équilibre  quand  le  centre  de  gra- 
vité est  placé  le  plus  haut  possible ,  et  qu'elle  ten- 
drait même  i  démontrer  que  ce  second  cas  d'équi- 
libre ne  peut  exister  ,  tandis  que,  sous  le  point 
de  vue  théorique ,  il  est  aussi  réel  que  le  premier, 
quoique,  par  le  défaut  de  stabilité,  on  ait  rare- 
ment occasion  de  l'observer  dans  la  pratique.  Ainsi, 
pour  choisir  un  exemple  très-simple,  la  loi  d'équi- 
libre d'un  pendule  exige  que  le  centre  de  gravité 
du  poids  soit  placé  sur  la  verticale  menée  par  le 
point  de  suspension ,  ce  qui  offre  une  vérilication 
palpable  du  théorème  de  Torricelli,-  mais,  quand 
on  fait  abslractioti  de  la  stabilité  .  il  est  évident   | 
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que  ce  centre  de  gravité  peut  d'ailleurs  être  indif- 
fëremment  au-dessus  ou  au-dessous  du  point  de 
suspension,  Téquilibre  ayant  paiement  ]ieu  dans 
les  deux  cas. 

La  véritable  démonstration  générale  du  théo- 
rème de  Torricelli  consiste  à  le  déduire  du  prin- 
cipe fondamental  des  vitesses  virtuelles,  qui  le 
fournit  immédiatement  avec  la  plus  grande  faci- 
lité. 11  suffit,  en  effet,  pour  cela,  d'appliquer 
directement  ce  principe  à  l'équilibre  d'un  système 
quelconque  de  corps  pesans ,  à  T^ard  duquel  il 
donne  aussitôt  l'équation 

Jp  dz  =  o', 

où  P  désigne  un  quelconque  des  poids ,  et  3  la 
hauteur  verticale  de  son  centre  de  gravité*  Or , 
d'après  la  définition  générale  du  centre  de  gravité 
de  tout  système  de  poids,  on  a  évidemment  en 
nommant  P.  le  poids  total  du  système,  et  i, 
l'ordonnée  verticale  de  son  centre  de  gravité  ,  la 
relation 

y  P  dz  =  P^  dz,. 

Ainsi  l'équation  des  vitesses  virtuelles  devient , 
dans  ce  cas,  di^  =  0;  ce  qui ,  conformément  à 
la  théorie  analytique  générale  des  maxima  et  mi- 
nima ,  démontre  immédialemment  que  la  hauteur 
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verticale  du  centre  de  gravité  du  syslénie  i-st  alors 
un  maximum  ou  un  minimum  ,  comme  l'indique 
le  ibéorèmc  dcTorricelli. 

Cette  importante  propriété  ,  indêpcudammenl 
ilu  graud  intérêt  qu'elle  présente  sous  le  point  dp 
vue  physique,  peut  même  être  avanlageuscnieut 
employée  pour  faciliter  la  solution  générale  de 
plusieurs  problèmes  essentiels  de  statique  ration' 
nelle,  relativement  aux  corps  pesans.  Ainsi ,  par 
exemple ,  elle  suffit  k  l'entière  résolution  de  ta 
célèbre  question  de  la  chaînette,  c'est-à-dire  de 
la  figure  que  prend  une  chaîné  pesante  suspendue 
à  deux  points  fixes  ,  et  ensuite  librement  aban- 
donnée à  la  seule  influence  de  la  gravité,  eo  \é 
supposant  parfailemenl  flexible,  et  de  plus  inex- 
tensible, En  effet ,  le  lliéorèine  de  TorricelU  in- 
iliquanl  alors  que  le  centre  de  gravite  doit  être 
placé  le  plus  bas  possible  ,  le  problème  appanient 
immédiaiemcnt  à  la  théorie  gt^nérale  des  isopéri- 
mètres, indiquée  daus  la  buitième  leçon,  pnis^ 
qu'il  se  réduit  à  dctcrmîner  ,  parmi  toutes  les 
courbes  de  même  contour  tracées  entre  les  deux 
points  fixes  donnés  ,  quelle  est  celle  qui  jouit  de 
celle  propriété  caractéristique,  que  la  Itauteui* 
verticale  de  son  centre  de  gravité  totale  soit  uni 
mininutm,  condition  (|ui  suffît  pour  déterminci' 
complètement,  à  l'aide  du  calcul  des  variation» v 
réquatiundifféreuticllcjet  ensuite!  équation  (ipie 
TOME    I.  ^7 
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de  la  courbe  cherchée.  Il  en  est  de  même  dans 
ijuelques  autres  questions  iutéressantes  relatives 
ù  l'équilibre  des  poids. 

Le  théorème  de  Torricelli  a  éprouvé  plus  tard 
une  importante  f^éDeralisalion  par  les  travaux  de 
Maupertuis,  qui,  bOus  le  nom  de  ioi  du  repos, 
a  découvert  une  propriété  très-étendue  de  l'équi- 
libre,  dont  celle  ci-dessus  considérée  n'est  plus 
qu'un  simple  cas  particulier.  C'est  seulement  k  h 
pesanteur  terrestre,  ou  k  la  gravité  proprement 
dite ,  que  s'applique  la  loi  trouvée  par  Torricdli. 
Celle  de  Maupertuis  s'étend,  au  contraire,  à  tontes 
les  forces  attractives  qui  peuvent  faire  tendre  les 
corps  d'un  système  quelconque  vers  des  centres 
fiscs  ,  ou  les  uns  vers  les  autres ,  suivant  une  fonc- 
tion quelconque  de  la  distance ,  indépendante  de 
la  direction ,  ce  qui  comprend  toutes  les  grandes 
forces  naturelles.  On  sait  que  ,  dans  ce  cas ,  l'ei- 
prcssion  P S p-\-P' S p  -\~  etc. ,  qui  forme  le  pre- 
mier membre  de  lequaiion  générale  des  vitesses 
virtuelles ,  se  trouve  nécessairement  être  loujoiu-s 
une  différent ielle  exacte.  Par  conséquent ,  le  prin* 
cipe  des  vitesses  virtuelles  consiste  alors  propre- 
ment en  ce  que  la  Viiriation  de  son  intégrale  est 
nulle,  ce  qui  indique  évidemment,  d'après  la  théo- 
rie foudamenule  des  niaxima  et  mint'ma,  que 
cette  intégrale  /  PS p  est  constamment,  dans  le 
cas  d'équilibre,  un  majcimiim  ou  un  minimum. 
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C'est  en  cela  que  consiste  la  loi  de  Maupertuis  , 
coDsidérëe  sous  te  point  de  -vue  le  plus  général ,  et 
ilëduitc  ainsi  directement  avec  une  exirérae  sim- 
plicité du  principe  fondamental  des  vitesses  vir- 
tuelles, qui  doit  nécessairement  renfermer  impli- 
citement toutes  les  propriétés  auxquelles  peut 
donner  lieu  la  théorie  de  l'équilibre. "IjC  théorème 
de  Maupertuis  a  été  présenté  par  Lagrangc  sous 
un  aspect  plus  concret  et  plus  remarquable  ,  en  le 
rattachant  à  la  notion  des ^/«giVicei,  dont  nous 
nous  occuperons  plus  has.  Lagrange ,  eonsidéranl 
que  l'intégrale  j  PS  p  envisagée  par  Maupertuis 
est  nécessairement  toujours,  d'après  la  théorie  ana- 
lytique générale  du  mouvement,  le  complément 
de  la  somme  des  forces  vives  du  système  à  une 
certaine  constante  ,  en  a  conclu  que  cette  somme 
de  forces  vives  est  un  minimum  lorsque  l'inté- 
grale précédente  est  un  maocimum ,  et  réciproque- 
ment. D'après  cela ,  le  théorème  de  Maupertuis 
peut  être  envisaf^é  plus  simplement  comme  con- 
sistant en  ce  que  la  situation  d'équilibre  d'u(i 
système  quelconque  est  constamment  celle  dans 
laquelle  la  somme  des  forces  vives  se  trouve  être 
un  maximum  ou  un  minimum.  U  est  évident  que, 
dans  le  cas  particulier  de  la  pesanteur  terrestre , 
cette  loi  coïncide  exactement  avec  celle  de  Tor- 
ricelli,  la  force  vive  étant  alors  égale,  comme  on 
sait,  au  produit  du  poids  par  la  hauteur  vcrticnlc 
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(lu  centre  de  gravite,  laquelle  doil  donc  devenir 
néccssaircmenl  un  nmximuin  ou  un  minimum, 
s'il  y  a  équilibre. 

Une  autre  propriété  f;énéra]e  très-reniar<juaLlc 
de  l'équilibre  ,  qui  peut  être  regardée  comme  le 
complément  indispensable  du  ihéorènie  de  Top- 
ricelli  et  de  Mauperiuis,  consiste  dans  la  distinc- 
tion fondamentale  des  cas  de  .îWi//i/e  on  dV/i-t/a- 
hililé  de  l'équilibre.  On  sait  que  l'équilibre  peut 
être  stable  ou  l'nstab/e ,  c'est-à-dire  que  le  corps, 
infiniment  peu  écartédc  sa  situation  d'équilibre, 
peut  tendre  à  y  revenir,  et  y  retourne  en  effet 
après  un  certain  nombre  d'oscillations  bientôt 
anéanties  par  la  résistance  du  milieu  ,  les  frotte- 
meus^  etc. ,  ou  bien  qu'il  tend  ,  au  contraii-e,  i 
s'en  éloigner  de  plus  en  plus,  pour  ne  s'arrêter 
que  dans  ime  nouvelle  position  d'équilibre  stable. 
Ce  que  nous  appelons  physiquement  l'état  de 
i-epns  d'un  corps  n'est  réellcinent  autre  chose 
que  Vétjiiilibœ  stable,  car  le  7ï?^05  abstrait ,  ici 
qpe  les  géomètres  le  conçoivent ,  lorsqu  ils  sup- 
posent un  corps  qui  oe  sciait  sollicité  par  aucune 
force,  ne  saurait  évidemment  exister  dans  la  na- 
ture» où  il  'le  peut  y  avoir  que  des  équilibres 
plus  ou  moins  durables.  L'équilibre  instable  ,  au 
contraire,  constitue  effectivement  ce  que  le  vul- 
gaire appelle  proprement  étjuîUbit; ,  qui  désigne 
toujours  un  étal  phis  on  moins  passager  e 
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ciel.  La  propriété  générale  que  nous  considérons 
iiiaiiiteiiant,  et  tlonl  la  démotisu-ation  complète 
est  duc  À  Lagiaii^e  ,  coiisistje  en  ce  que ,  dans  un 
système  ijuelconque  ,  l'équilibre  est  stable  ou 
instable  ^  suivniit  que  l'inlégrale  envisagée  par 
Maupcrtuis.  et  qui  a  été  indiquée  ci-dessus,  se 
trouve  être  un  minimum  ou  un  maxinmm;  ou, 
ce  qui  revient  au  méini: ,  comme  nous  l'avons 
dit ,  suivant  que  la  somme  des  forces  vives  est  un 
maximum  ou  un  minimum.  Ce  beau  théorème 
de  mécanique  ,  appliqué  au  cas  le  plus  simple  et 
le  plus  remarquable,  i  celui  de  l'équilibre  des 
corps  pcsans  considéré  par  Torricelli ,  apprend 
alors  que  le  système  est  dans  un  état  d'équilibre 
stable ,  quand  le  centre  de  gravité  est  placé  le  plus 
lias  possible  ,  et  dans  un  étal  d'écjuilibre  tnstabb' 
quand,  au  contraire,  le  centre  de  gravité  est  placé 
le  plus  haut  possible,  ce  qu'il  est  aise  de  vérifier 
directement  pour  les  systèmes  les  moinii  compli- 
«|ués.  Ainsi ,  par  exemple  ,  l'équilibre  d'un  pen- 
dule est  évidemment  stable  ,  quand  le  centre  de 
gravité  du  poids  se  trouve  être  situe  an  dessusdu 
point  de  suspension,  et  instable  quand  il  est  au 
dessous.  De  même  ,  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution, posé  sur  un  plan  borizonial  ,  est  en 
équilibre  stable  quand  il  lepose  sur  le  sommet  de 
son  p(!litaxe,  eten  équilibre  instable  quand  c'est 
sur  le  sommet  de  sou  grand  axe .  Ija  seule  observa- 
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tion  aurait  suffi  sans  doute  pour  distinguer  les 
deux   états  dans  des  cas  aussi  simples.  Mais  la 
théorie  la  plus  profonde  a  été  nécessaire  pour  dé- 
voiler aux  géomètres  que  cette  distinction  fonda- 
mentale était  paiement  applicable  aux  systèmes 
les  plus  composés ,  en  montrant  que  lorsque  l'in- 
tégrale relative  à  la  somme  des  momens  virtuels 
est  un  minimum  fxie  système  ne  peut  faire  autour 
de  sa  situation  d'équilibre  que  des  oscillations 
très-petites  et   dont  l'étendue  est  déterminée^ 
tandîft  que,   si  cette  int^ale  est,  au  contraire, 
un  maximum  y  ces  oscillations  peuvent  acquérir 
et  acquièrent  en  effet  une  étendue  finie  et  quel- 
conque. Il  est  d'ailleurs  inutile  d'avertir  que^  par 
leur  nature^  ces  propriétés,  ainsi  que  les  précé- 
dentes, ont  lieu  dans  les  fluides  tout  aussi  bien 
que  dans  les  solides,  ce  qui  est  également  le  ca- 
ractère de  toutes  les  propriétés  mécaniques  géné- 
rales à  l'examen   desquelles  nous  avons  destiné 
cette  leçon. 

Considérons  maintenant  les  théorèmes  géné- 
raux de  mécanique  relatifs  au  mouvement. 

Depuis  que  ces  propriétés  ont  cessé  d'être  en- 
visagées comme  autant  de  principes  ^  et  qu'on 
n'y  a  vu  que  de  simples  résultats  nécessaires  des 
théories  dynamiques  fondamentales,  la  manière 
la  plus  directe  et  la  plus  convenable  de  les  établir 
consiste  aies  présenter,  ainsi  que  l'a  faitLagrange, 
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<;omiiic  di'S  conséqucuces  immédiates  Jl-  l'équa- 
tion générale  de  la  dynamique,  dcduîle  de  la 
combinaison  du  principe  d'AIembert  avec  le 
principe  des  vitesses  virtuelles,  telle  que  nous 
l'avousexposéc  dans  la  leçon  précédente.  On  doit 
niettreau  nombre  des  avantages  les  plus  sensibles 
de  celte  méthode ,  comme  Lagranf;e  l'a  justement 
remarqué,  celte  lacilîté  (fu'elle  oifre  pour  la  dé- 
monstration de  CCS  grands  théorômes  de  dyna- 
mique dans  leur  plus  grande  généralité  ,  démons- 
tration à  laquelle  on  ne  pouvait  autrement  par- 
venir que  par  des  considérations  indirecles  et 
Fort  compliquées.  Néanmoins  ta  nature  de  ce 
cours  nous  interdit  d'indiquer  spécialement  ici 
c Lacune  de  ces  dénionslrulions,  et  nous  devons 
nous  borner  à  considérer  seulement  les  divers 
résultats. 

Le  premier  lliéorènie  général  de  dynamique 
est  celui  que  Newton  a  découvert  relativement 
au  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  système 
quelconque,  et  qui  est  liahituellemcnt  connu 
sous  le  nom  Ag  principe  de  la  conservation  du 
mouvement  du  centre  de  gravité.  Newton  a  re- 
connu le  premier  et  démontré  par  des  considéra- 
lions  extrêmement  siq^ptes,  au  commencement 
de  son  grand  traité  des  principes  nmthématiques 
de  la  philosophie  naturelle ,  que  l'aclion  rau- 
lucllc  des  corps  d'un  système  les  uns  sur  les  au- 
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trc»,  soit  par  nltraction,  soil  par  impulsion,  en 
un  mot  (l'uue  niaiûÎTe  quelconque ,  en  ayant  con- 
vcnablemcni  ^ard  à  l'éjjaJite  coQstanle  et  nécea- 
saire  entre  la  réaciion  et  l'aclioa,  ne  peut  nul- 
lement altérer  létal  du  centre  de  gravite,  en 
sorte  que,  s'il  n'y  a  pas  d'autres  i'orces  accéléra- 
trices que  ces  actions  réciproques,  eisiles  forces 
extérieures  du  système  se  réduisent  seulement  a 
des  forces  instantanées,  le  centre  de  gravité  re»- 
tora  toujours  iiiimobUe  ou  se  mouvera  uniformé- 
ment en  ligne  droite.  D'AJembert  a,  depuis,  gé- 
néralise cette  propricté,  et  prouvé  que,  quelqu'al- 
lération  que  puisse  introduire  l'action  mutuelle 
des  COI  ps  du  système  dans  le  mouvement  de  cha- 
cun d'euiL,  le  centre  de  gravité  n'en  est  jamai» 
oileclé,  et  que  son  mouvement  a  constamment  lieu 
comme  si  toutes  les  forces  du  système  y  élaienl 
directement  appliquées  paiallèicmcut  à  leur  direc- 
tion, quelles quesoicnt les  forces cxlériemes  de  ce 
système,  et  en  supposant  seulement  qu'il  ne  pré- 
sente aucun  point  fixe.  C'est  ce  qu'il  esi  aise  de 
dcmoutror,  en  développant,  dans  la  formulegé- 
néralc  de  la  dynamique  ,  les  équations  relatives 
au  mouvement  de  translatiou ,  qui ,  par  la  pro- 
priété analytique  fundaniujilale  du  centre  de  gra- 
vité ,  se  trouvent  coïncider  avec  celles  qu'aurait 
fourni  le  mouvement  isolé  de  ce  cculi-e  si  la 
masse  totale  du  système  y  eût  été  supposée  < 
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dcnsce  ,  et  qu'oit  l'eût  conçue  animée  de  toutes 
les  forces  extérieures  du  système.  Le  principal 
avantage  de  ce  beau  ihéorèmc  est  de  pouvoir 
ainsi ,  eu  ce  qui  concerne  le  mouvement  du  ceu- 
tie  degi-avité,  faire  rentrer  le  cas  d'un  corps  ou 
d'un  système  quelconque  dans  celui  d'une  molé- 
cule unique.  Comme  le  mouveuieutde  translation 
d'un  système  doit  être  estimé  [lar  le  mouvement 
de  son  centre  de  gravité,  ou  parvient  donc  de 
cette  manière  i  réduire  la  seconde  partie  de  la 
dynamique  h  la  première  pour  tout  ce  qui  se  rap- 
porte auxmouvemensde  translation,  d'où  résulte, 
ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  sentir,  une  importante 
simplification  dans  la  solution  de  tout  problème 
dynamique  particulier  ,  puisqu'on  peut  alors 
négliger,  dans  cette  partie  de  la  recherche,  les 
efFcts  de  l'action  mutuelle  de  tous  les  corps  pro- 
|)osés,  dont  la  déterminatiou  constitueordinaire- 
meut  la piiiicipale  difiicullé  de  chaque  question. 
On  ne  se  fait  pas  commuuémenl  une  assez  juste 
idée  de  l'entière  généralité  théorique  des  grands 
résultats  de  la  mécanique  rationnelle,  <{ui  sont 
nécessairemenl  applicables,  [Kir  eux-mêmes,  à 
tous  les  ordres  de  phénomènes  naturels,  puisque 
nous  avons  reconnu  que  les  lois  fondamentales  sur 
lesquelles  repose  tout  l'édifice  systématique  de 
la  science  ne  saufTrenl  d'exception  dans  aucune 
classe  quelconque  de  phénomènes,  cl  constituent 
les  faits  les  plus  généraux  de  l'univers  réel ,  quoi- 
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qu'on  paraisse  ordinairemenl.  dans  oe  genre  tW 
coDceplions,  avoir  seulement  en  vue  le  monde 
inorganique.  Aussi  est-il  à  propos,  ce  me  semble, 
de  faire  remarquer  formellemcut  ici ,  au  sujet  de 
cette  première  propriété  générale  du  mouvemenl, 
que  le  théorème  a  également  lieu  dans  les  corps 
vivaos  comme  dans  les  corp  inanimés.  Quelle 
que  puisse  être,  en  eSet,  la  nature  des  pbéno> 
mènes  qui  caractérisent  les  corps  vivans,  ils  ne 
sauraient  consister  tout  au  plus  qu'en  certaines 
actions  particulières  des  molécules  les  unes  sur  les 
autres ,  qui  ne  s'obserTeraienl  point  dans  les  corps 
bruts,  sans  qu'on  doive  douter  d'ailleurs  que  la 
réaction  j  soit  toujours,  aussi  bien  qu'en  tout  au- 
tre cas,  égale  au  contraireà  l'action.  Atusi ,  par 
la  nature  même  du  tbéorème  que  nous  venons  de 
considérer,  il  doit  nécessairement  se  vérifier 
aussi  bien  pour  les  corps  vivans  que  pour  les  corps 
bruts ,  puisque  le  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité est  indépendant  de  ces  actions  intérieures 
mutuelles.  lien  résulte,  par  exemple,  qu'un 
corps  vivant,  quel  que  soit  le  jeu  interne  de  ses 
oi'ganes,  ne  saurait  de  lui-même  déplacer  son 
centra  de  gravité,  quoiqu'il  puisse  faire  exécuter 
à  quelques-uns  de  ses  points  certains  mouvemens 
partiels  autour  de  ce  centre.  Ne  vérifie-t-on  pas 
clairement,  en  effet,  que  la  locomotion  totale 
d'un  corps  vivant  sciait  entièrement  impossible 
sans  le  secours  extérieur  que   lui  fournit 
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sistance  et  le  frottement  du  sol  sur  lequel  il  se 
meut ,  011  du  fluide  qui  le  contient?  On  peutfaire 
des  remarques  exactement  analogues,  relative- 
ment à  toutes  les  autres  propriétés  dynamiques 
générales  qui  nous  restent  à  considérer,  et  pour 
chacune  desquelles  je  me  dispenserai,  par  cou- 
séqucnt ,  d'indiquer  spécialement  son  applicabi- 
lité nécessaire  aux  corps  vivans  aussi  bien  qu'aux 
corps  inertes. 

Le  second  théorème  général  de  dynamique 
consiste  dans  le  célèbre  et  important  principe 
des  aires,  dont  la  première  idée  est  dueà  Kepler, 
qui  découvrit  et  démontra  foit  simplement  cette 
propriété  pour  le  cas  du  mouvement  d'une  molé- 
cule unique ,  ou  en  d'autres  termes ,  d'un  corps 
dont  tous  ies  points  se  meuvent  identiquement. 
Kepler  établit ,  par  les  considérations  les  plus  élé- 
mentaires, que  si  la  force  accéléralrice  totale 
dont  une  molécule  est  animée  tend  constam- 
ment vers  un  point  fixe,  le  rayon  vecteur 
du  mobile  décrit  autour  de  ce  point  des 
aires  égales  en  temps  c^aux,  de  telle  sorte  que 
l'aire  décrite  au  l)OUt  d'un  temps  qiielconque 
croît  proportionnellement  à  ce  temps.  11  fit  voir 
en  outre  que,  réciproquement,  si  une  semblable 
relation  a  été  vérifiée  dans  le  mouvement  d'un 
corps  par  rapport  à  un  certain  point,  c'est  une 
preuve  suffisante  de  l'action  sur  ce  corps  d'une 
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force  dirige  sans  cesse  vers  ce  point.  Cette  bdl* 
propriété  se  dëdiiit  d'arlleiiis  très-aisémetil  des 
équations  générale»  du  mouvement  curviligne 
d'une  molécule,  exposées  dans  la  leçon  précé- 
dente, on  plaçant  l'origine  des  coordonnées  au 
centre  des  forces,  et  considérant  l'expression  df 
l'aire  décrite  i>ur  l'un  quelconque  des  plans  coor- 
donnés par  la  projection  correspondante  du  rayon 
vecteur  du  mobile.  Cette  découverte  de  Kepler 
est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  a  eu  lieu 
avant  que  la  dynamicjue  eut  éié  réellement  créée 
par  Galilée.  Plous  auions  occasion  de  remarquer , 
dans  la  partie  astronomique  de  ce  cours  ,  que 
Kepler  ayant  reconnu  que  les  rayons  vecteurs  des 
planètes  drcrivcni  autour  du  soleil  des  aires  pro- 
portionnelles aux  temps,  ce  qui  constitue  ta  pre- 
mière de  ses  trois  grandes  lois  astronomiques, 
en  conclut  ainsi  que  les  planètes  sont  continuel- 
lement animées  d'une  tendance  vers  le  soleil , 
dont  il  était  réservé  à  Newton  de  découvrir  la 
loi. 

Mais,  quelle  que  soit  l'importance  de  ce  pre- 
mier t^orèmc  des  aires,  qui  est  ainsi  une  des 
bases  essentielles  de  la  mécanique  céleste,  on  nu 
doitplus  y  voir  .lujourd'bui  que  le  cas  particulier 
le  plus  simple  du  i^raud  tbéorèmc  général  des 
aires,  découvert  presque  siumltanémeul  et  sous 
des  formes  différentes   par  d'Arcy ,  par  Damei 
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BerDOuilli  et  ]>ar  Kiiler,  vers  le  milieu  du  siècle 
(iernier.  l-a  tlecouveile  de  Kepler  n'était  relative 
([u'au  mouvement  d'un  poiut  :  celle  de  d'Arcyse 
rapporte  aumouvemcutde  tout  système  quelcon- 
que de  corps  agissant  les  uns  sur  les  autres  d'une 
manière  quelconque,  ce  qui  constitue  un  cas, 
non-seulement  plus  compliqué,  mais  mî-me  essen- 
tiellement différent)  à  cause  de  ces  actions  mu- 
tuelles. Le  théorème  consiste  alors  en  ce  que, 
|kar  suite  de  ces  influcncesréciproqucs,  l'aireque 
décrira  séparémeuL  le  rayon  vecteur  de  chaque 
molécnledusyslème  à  chaque instantautour d'un 
pomt  quelconque  pourra  hicn  être  altérée,  mais 
que  la  somme  algéhrique  des  aires  ainsi  décrites 
par  les  projections  sur  un  plan  quelconque  des 
rayons  vecteurs  de  toutes  les  molécules ,  en  don- 
nant à  chacune  de  ces  aires  le  signe  convenable 
d'après  la  rèyle  ordinaire,  ne  soufTrira  aucun 
changement,  en  sorte <jue,  s'il  n'y  a  pas  d'autres 
forces  accélératrices  dans  le  système  que  ces  ac- 
tions mutuelles,  celte  somme  des  aires  décrites 
demeurera  invariable  en  un  temps  donné,  et 
croîtra  par  conséquent  proportionnellement  au 
temps.  Quand  lesyslèuie  ne  présente  aucun  point 
lixe,  celte  propriété  remarquable  a  lieu  relati- 
vement à  un  point  quelconque  de  l'esiKicC  ;  tau- 
dis qu'elle  se  vérifie  seulement  en  prenant  le 
poini  fixe  pour  centre  des  nires,  si  le  système  en 


708  PHILOSOPHIE   POSITIVE, 

offre  un.  Enfin ,  lorsque  les  corps  du  sysléaie 
sont  animés  de  forces  accélératrices  extérieures. 
si  ces  forces  tendent  constammcat  %'er5  un  même 
point,  le  théorème  des  aires  subsiste  encore, 
mais  uniquement  à  l'égard  de  ce  point.  Celle 
dernière  partie  delà  proposition  générale  fournit 
évidemment  comme  cas  particulier,  le  ibéorème 
de  Kepler,  en  supposant  que  le  système  se  réduise 
h  une  seule  molécule. 

Dans  l'application  de  ce  théorème,  on  rem- 
place ordinairement  la  somme  des  aires  corres- 
pondantes à  toutes  les  molécules  du  système  par 
la  somme  équivalente  des  produits  de  la  niasse  de 
chaque  corps  par  l'aire  qui  s'y  rapporte  ,  ce  qui 
dispense  de  partager  le  système  en  molécules  de 
même  masse. 

Telle  est  la  forme  sous  laquelle  le  théorème 
général  des  aires  a  été  découvert  par  d'Arcy; 
c'est  celle  qu'on  emploie  habituellement.  Comme 
l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  de  chaque 
corps  dans  un  instant  infiniment  petit,  estévidem- 
ment  proportionnelle  au  produit  de  la  vitesse  de 
ce  corps  par  sa  distance  au  point  fixe qucl'on con- 
sidère ,  on  peut  substituer  k  la  somme  des  aires  la 
somme  des  moniens  par  rapport  à  ce  point  de 
toutes  les  forces  du  système  projetées  sur  un 
même  plan  quelconque.  Sous  ce  point  de  vue  ,  le 
théorème  des  aires  présente,  suivant  la  remarque 
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(le  Laplacc,  une  propriété  générale  du  mouve- 
ment analc^uc  à  uoedeceUcsdet'étiuilibre,  puis- 
qu'il consiste  alors  en  ce  que  cette  somme  des 
momens,  nulle  dans  le  cas  de  l'équilibre,  est 
constante  dans  le  cas  du  mouvement.  C'est  ainsi 
que  ce  théorème  a  été  trouvé  par  Euler  et  par 
Daniel  Bernouilli. 

Quelle  que  soit  rinlerprétatîon  concrète  qu'on 
juge  convenable  de  lui  donner ,  il  est  une  simple 
conséquence  analytique  directe  de  la  formule 
générale  de  la  dynamicjue.  Il  suffit,  pour  l'en  dé- 
duire, de  développer  cette  formule  enformantlea 
équalious  qui  se  rapportent  au  mouvement  de 
rotation,  et  dans  lesquelles  on  apercevra  immé- 
diatement l'expression  analytique  du  théorème  des 
aires  ou  des  momens,  en  ayant  égard  aux  condi- 
tions ci-dessus  indiquées.  Sous  le  rapport  analyti- 
que, on  peut  dire  que  l'utilité  de  ce  théorème 
consiste  essentiellement  à  fournir  dans  tous  les 
cas  trois  int^rales  premières  des  équations  géné- 
rales du  mouvement  qui  sont  par  elles-mêmes  du 
second  ordre,  ce  qui  tend  à  fijciliter  singulière- 
ment la  solution  définitive  de  chaque  problème 
dynamique  particulier. 

Le  théorème  des  aires  suffit  pour  déterminer, 
dans  le  mouvement  général  d'un  système  rpiel- 
conque ,  tout  ce  ([ui  se  rapporte  aux  mouvemcns 
de  rotation ,  comme  le  théorème  du  centre Tie  gra- 
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vite  (Ictenniiic  tout  ce  qui  est  relatif  aux  mouve- 
meiis  de  translation.  Ainsi ,  ytar  la  seule  combi- 
naison de  ces  deux  proiiriélés  générales ,  on  pour- 
rait procéder  à  l'étude  complète  du  mouvement 
d'un  système  quelconque  de  corps ,  soit  quant  à 
la  translation, soit  quantàla  rotation. 

Je  ne  dois  pas  négliger  de  signaler  sommaire- 
ment ici,  au  sujet  du  théorème  des  aires,  b 
elarlé  inespérée  et  la  simplicité  admirable  que 
M.  Poinsot  y  a  introduites  en  y  appliquant  sd 
conception  fondamentale  relative  aux  ntouvemens 
de  rotation  ,  que  nous  avons  considérée  sous  le 
pointde  vue  statique  dans  la  seizième  leçon.  Ed 
substituant  aux  aires,  ou  aux  momens  considéré 
jusqu'alors  par  les  j-éomètrcs,  les  couples  qu'en- 
gendrent les  forces  proposées,  M.  Poinsol  a  l'ait 
éprouver  à  celte  théorie  un  peifectionnemenl  phi- 
losophique très-important,  qui  ne  me  paraît  pas 
encore  avoir  été  suffisamment  senti.  Jl  a  donne 
aiusi  une  valeur  concrète ,  un  sens  dynami- 
que propre  et  direct ,  à  ce  qui  n'était  auparavant 
qu'un  simple  énoncé  géométrique  d'une  partie 
des  équations  fondamentales  du  mouvement.  Une 
aussi  heureuse  transformation  générale  est  desti- 
née, sans  doute,  à  accroître  nécessairement  les 
ressources  de  l'espril  humain  pour  l'élaboration 
des  idées  dynamiques ,  en  tout  ce  qui  concerne  la 
ihéorît  des  monvemens  de  rotation.  On  peutvoir 
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ilans  lo  beau  mémoire  de  M.  Poinsot  sur  les  pro- 
priétés des  momens  et  des  aires,  qui  se  trouve 
annexéàsa  Statitftie,  avec  quelle  facilité  il  est 
parvenu,  d'après  celle  lumineuse  conception,  non- 
seulement  à  reudre  élémentaire  une  théorie  jus- 
qu'alors fondée  sur  la  plus  haute  analyse,  mais  A 
découvrir  à  cet  égard  de  nouvelles  propriétés 
générales  très-remarquables ,  que  nous  ne  devons 
point  considérer  ici,  et  qu'il  eût  été  difficile  d'ob- 
tenir par  les  méthodes  antérieures. 

IjC  théorème  des  aires  aélé,  pour  rdlustre  La- 
place  ,  l'origine  de  la  découverte  d'une  aulrepro- 
priélé  dynamique  liès-remarquable ,  celle  de  ce 
qu'il  a  nommé  le  plan  invariable  ,  dont  la  con- 
sidération est  surtout  si  importante  dans  la  méca- 
nique céleste.  La  somme  des  aires  projetées  par 
tous  les  corps  du  système  sur  un  plan  quelconque 
étant  constante  PC  un  temps  donné,  LaplacG  a 
cherciié  lu  direction  du  plan  à  l'égard  duquel 
celle  somme  se  trouvait  être  la  plus  grande  pos- 
sible. Orj  d'après  la  niauière  dont  ce  plan  de  la 
plus  grande  aire  ou  du  pi  us  grand  moment  est  dé- 
terminé, Laplacea  démontré  que  sa  directionest 
nécessairement  indépendante  de  la  réaction  mu- 
tuelle des  différentes  parties  du  système,  en  sorte 
que ,  par  sa  nature,  ce  plan  doit  rester  continuel- 
lement invariable,  quelles  que  puissent  jamais 
être  les  altérations  introduites  dans  la  situation  de 
TOMi;  I.  /|8 
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ces  corps  par  leurs  influences  réciproques  . 
pourvu  qu'il  ne  survienne  aucune  nouvelle  force 
exle'rieure.  On  conçoit  aisément  de  quelle  impor- 
tance doit  être,  comme  nous  l'eipliquerons  spé- 
ciûlement  dans  la  seconde  partie  de  ce  cours ,  la 
détermination  d'un  tel  plan  relativement  à  notre 
système  solaire,  puisque,  en  y  rapportant  tousuos 
mouvemens  célestes,  il  nous  procure  Tinapprécia- 
Lle  avantage  d'avoir  un  terme  de  comparaison  né- 
cessairement fixe,  à  travers  tous  les  déraiigemens 
que  l'action  mutuelle  de  nos  planètes  pourra  l'aire 
subir  dans  la  suite  des  temps  à  leurs  distances,  à 
leurs  révolutions  et  même  aux  plans  de  leurs  or- 
bites, ce  qui  est  une  première  condition  évidem- 
ment indispensable  pour  que  nous  puissions  exac- 
tement connailreen  quoi  consistent  ces  altérations. 
Halbeureusement  nous  aurons  occasion  de  re- 
marquer que  l'incertitude  où  nous  sommes  jus- 
qu'ici relativement  à  la  valeur  exacte  de  plusieurs 
données  essentielles ,  ne  nous  permet  pas  encore 
de  déterminer  avec  toute  la  précision  sulïisanteta 
situation  de  ce  plan.  Mais  cette  difficulté  d'appli- 
cation n'affecte  en  aucune  manière  lecaractèrede 
ce  beau  théorème,  considéré  sous  le  point  de  vue 
de  la  mécanique  rationnelle,  le  seul  que  nous  de- 
vions adopter  ici. 

La  théorie  du  plan  invariable  a  été  notablement 
perfectionnée  dans  ces  derniers  temps  parM.Poin- 
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sot,  qui  a  dû  naturellement  y  Iransporter  sa  con- 
ceptiou  propre  relalivenient  à  la  théorie  gt^oérde 
des  aires  ou  desraomens.  lia  d'abord  considérable- 
ment simplifié  la  notion  fondamentale  deccplan^ 
de  i'açon  à  la  rendre  aussi  éléinentaire  qu'il  est 
possible ,  en  montrant  qu'un  tel  plan  n'est  réelle- 
ment autre  chose  que  le  plan  du  couple  général 
résultant  de  tous  les  couples  engendrés  par  les 
difTéreutes  forces  du  système,  ce  qui  le  définit 
immédiatement  par  une  propriété  dynamique  très- 
sensible,au  lieu  delà  seule  propriété  géométrique 
du  maximum  des  aires.  Quand  une  conception 
quelconque  a  été  vraiment  simplifiée  dans  sa  na- 
ture, l'élaboration  en  étant  par  cela  même  facili- 
tée ,  elle  ne  saurait  manquer  de  prendre  plus  d'ex- 
tension et  de  conduire  à  des  résultats  nouveaux  : 
telle  est,  en  effet,  ta  marche  ordinaire  de  l'esprit 
humain  dans  les  sciences,  que  les  théories  les  plus 
fecondesen  découvertes  n'ont  été  le  plus  souvent, 
à  leur  origine^  qu'un  moyen  de  rendre  plus  sim- 
ple la  solution  de  questions  déjà  traitées.  Le  tra- 
vail que  nous  considérons  ici  en  a  offert  une  nou- 
velle preuve.  Car  la  théorie  deM.Poinsotapermis 
d'introduire  un  plus  haut  degré  de  précision  dans 
ladétermiuationduplaninvariiible  propre  à  notre 
système  solaire ,  en  signalant  et  rectifiant  une  im- 
portante lacune  que  Laplace  y  avait  laissée.  Ce 
grand  géomètre,  en  calculant  la  situation  du  plan 
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du «iflj'i'mum desaires,  avait  cru  ne  devoir  prcn- 
dreen  considération  que  les  aires  principales,  pro- 
duites par  la  circulaLion  des  planètes  autour  du 
soleil  ,  sans  tenir  aucun  compte  de  celles  dues 
aux  raouvemcns  des  salellilcs  autour  des  planètes, 
ou  h  la  rolatiou  de  tous  ces  astres  et  du  soleil  lui  - 
même.  M.  Poînsot  vient  de  prouver  la  nécessité 
d'avoir  <^rd  à  ces  divers  élémens,  sans  quoi  le 
plan  ainsi  détermine  ne  pourrait  point  éire  rc 
gardd  comme  rigoureusement  invariable;  et  eu 
cherchant  la  direction  du  véritalile  plan  invaria- 
ble aussi  exactement  que  le  comporte  l'imperfec- 
tion actuelle  de  la  plupart  des  données  ,  il  a  fait 
voir  que  ce  plan  diffère  sensiblement  de  celui 
trouvé  par  Laplace  ;  ce  qu'il  est  facile  de  conce- 
voir par  la  seule  considiîiation  de'i'aire  immense 
quedoitintroduiredans  le  calcul  la  massceuormc 
du  soleil  ,  quoique  sa  rotation  soil  très-lente. 

Pour  compléler  l'indication  des  propriétés  dv- 
namiqiiesles  plus  importantes  relatives  au  mou- 
vement de  rotation  ,  il  convient  maintenant  de 
signaler  ici  les  beaux  théorèmes  découverts  par 
Euler  sur  ce  qu'il  a  nomme  les  momeiis  tf  inertie 
et  les  axes  principaux ,  qu'on  doit  mettre  an 
nombre  des  résuIUils  généraux  les  plus  imporUiiis 
de  la  mécanique  raliounellc.  Euler  a  donné  le 
nom  de  moment  dineiUe  d'un  corps  5  l'int^rale 
qui  exprime  la  somme  des  produits  delà  masse  àt 
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chaque  inolcculc  par  le  carré  de  sa  distance  à 
l'axe  autour  duquel  le  corps  tourne,  intégrale 
dont  la  considération  doit  évidemment  être  très- 
essentielle  ,  puisqu'elle  peut  être  naturellement 
regardée  comme  la  mesure  exacte  de  l'énergie  de 
rotation  du  corps.  Quand  la  masse  proposée  est 
homogène,  ce  moment  d'inertie  se  détermine 
comme  les  autres  intégrales  analogues  relatives  à 
la  forme  d'un  corps;  lorsque,  au  contraire,  cette 
masse  est  hétérogène ,  il  faut  de  plus  connaître  la 
loi  de  la  densité  dans  les  diverses  couches  {[ui  la 
composent,  et,  à  cela  près,  l'intégration  n'est 
alors  seulement  que  plus  compliquée.  Cette  na- 
tion étant  établicj  F.uler,  comparant,  en  général, 
les  momens  d'inertie  d'un  mérae  corps  quelcon- 
que par  rapport  à  tous  les  axes  de  rotation  imagi- 
nables passant  en  un  point  donné  ,  détermina  les 
axes  relativement  auxquels  le  moment  d'inertie 
doit  être  un  maximum  ou  un  minimum  ,  en  con- 
sidérant surtout  ceux  qui  se  coupent  au  centre  de 
gravité,  et  qui  se  disti  ngucn  t  en  ce  qu'ils  produisent 
nécessairement  (les  momensraoindresquesi/avec la 
même  direction,  ilsétaientplacés  partout  ailleurs. 
Il  découvrit  ainsi  qu'il  existe  constamment,  en 
un  point  quelconque  d'un  corps,  et  particuliè- 
rement au  centre  de  gravité  ,  trois  axes  rectan- 
gulaires ,  tels  que  le  moment  d'inertie  du  corps 
est  un  maa-imum  à  l'égard  de  l'un  d'entre  eux,  et 
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un  minimum  à  l'égard  d'un  autre.  Ces  axes  soûl 
d'ailleurs  caractérisés  par  une  autre  propriété 
cominuuequileursertiiabitucllcnientaujourd'iiai 
de  définition  analytique,  et  qui  conMitue,  en 
effet ,  pour  l'analyse ,  le  principal  avantage  que 
l'on  trouve  à  rapporter  le  mouvement  du  corps  à 
ces  trois  axes.  Celle  propriété  consiste  en  ce  que, 
lorsque  ces  trois  ases  sont  pris  pour  ceux  des 
coordonnées  x,  j-,  z,  les  intégrales /xzr/m  , 
Jxjdm,Jj'zdm  {m  exprimant  la  masse  du  corps), 
«ont  nulles  relativement  au  coi-ps  tout  entier,  ce 
qui  simplifie  notablement  les  équations  générales 
du  mouvement  de  rotation.  Mais  le  principal  tliéo 
rème  dynamique  découvert  par  Euler  à  l'yard 
de  ces  axes ,  et  d'après  lequel  il  les  a  justement 
appelés  axes  principaux  derotalion,  consiste  dao^ 
la  stabilité  des  rotations  qui  leur  correspondent; 
c'est-à-dire ,  que  si  le  corps  a  commencé  à  tourner 
autour  d'un  de  ces  axes  ,  celle  rotation  persistera 
indéfiniment  de  la  même  manière  ,  ce  qui  n'au- 
rait pas  lieu  pour  tout  autre  axe  quelconque  ,  la 
rotation  instantanée  ^'exécutant  en  général  autour 
d'un  axe  contiuucltenient  variable.  Ce  système 
des  axes  principaux  est  généralement  unique  dans 
chaque  corps  :  cependant,  si  tous  les  inomens 
d'ijiertieétaienl  constamment  égaux  entre  eux,  la 
direction  de  ces  axes  deviendrait  totalement  indé- 
terminée, pourvu  qu'on  les  choisît  toujours  per- 
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peudiculaires  entre  eux,  ce  quia  lieu,  par  exemple, 
tlans  une  sphère  homogène  ,  oii  l'on  peut  regar- 
der comme  des  axes  permanens  de  rotation  tous 
les  systèmes  d'axes  rcclangulaires  passant  par  le 
centre.  Il  y  aurait  encore  un  certain  degré  d'in- 
détermination si  le  corps  était  un  solide  de  révo- 
lution, l'axe  géomélrique  étant  alors  un  des  axes 
dynamiques  principaux  ;  mais  les  deux  autres 
pouvant  évidemment  être  pris  à  volonté  dans  un 
plan  perpendiculaire  au  premier.  La  détermina- 
tion des  ases  principaux  présente  souvent  de 
grandes  difilcultés  en  considérant  des  corps  de 
figure  et  de  constitution  quelconques  ;  mais  elle 
s'effectue  avec  une  extrême  facilite  dans  les  cas 
peu  compliqués,  que  la  mécanique  céleste  nous 
préserite  heureusement  comme  les  plus  communs. 
Par  exemple  dans  un  ellipsoïde  homogène,  ou 
même  seulement  composé  de  couches  semblables 
et  concentriquesd'inégaledensité,  mais  dont  cha- 
cune est  homogène,  les  ti'ois  diamètres  conjugués 
rectangulaires  sont  eux-mêmes  les  axes  dynami- 
ques principaux  :  le  moment  d'inertie  du  corps 
est  un  majciinum  relativement  du  plus  petit  de  ces 
diamètres,  et  un  m/«/'mum  à  l'égard  du  plus  grand. 
Quand  les  axes  principaux  d'un  corps  ou  d'un 
système  sont  déterminés  ainsi  que  les  momens 
d'inertie  correspondans ,  si  le  système  ne  tourne 
pas  autour  de  l'un  de  ces  axes ,  Euler  a  établi  des 
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formules  générales  très-simples ,  qui  font  connaî- 
tre constamment  les  angles  que  doit  faii*e  avec  eux 
la  droite  autour  de  laquelle  s'exécute  spontané- 
ment la  rotation  instantanée ,  et  Ja  valeur  du  mo- 
ment d'inertie  qui  s'y  rapporte,  ce  qui  suffit  pour 
l'analyse  complète  du  mouvement  de  rotation. 

Tels  sont  les  théorèmesigénéraux  de  dynamique 
qui  se  rapportent  directement  à  l'entière  détermi- 
nation du  mouvement  d'un  corps  ou  d'un  système 
quelconque ,  soit  quant  à  la  translation ,  soitquani 
à  la  rotation.  Mais  outre  ces  propriétés  fonda- 
mentales, les  géomètres  en  ont  encore  découvei  t 
plusieurs  autres  très- générales ,  qui^  sans  être 
aussi  strictemeut  indispensables ,  méritent  singu- 
lièrement d'élre  signalés  dans  un  examen  philoso- 
phique de  la  mécanique  rationnelle ,  à  cause  de 
leur  extrême  importance  pour  la  simplification 
des  recherches  spéciales. 

La  première  et  la  plus  remarquable  d'entre  elles, 
celle  qui  présente  les  plus  précieux  avantages  pour 
les  applications ,  consiste  dans  le  célèbre  théorème 
de  la  conseivation  des  forces  vives.  La  découverte 
primitiveen  cstdue  à  Huygens  y  qui  fonda  sur  cette 
considération  sa  solution^  du  problème  du  centre 
d'oscillation.  La  notion  en  fut  ensuite  généralisée 
par  Jean  Bernouilli^  car  Huyghejas  ne  l'avait  établi 
que  relativement  au  mouvement  des  corps  pesans. 
^lais  Jean  Bernouilli ,  accordant  une  importance 
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exagërce  cl  vicieuse  h  la  fameuse  distiDCtion  inlro- 
duite  par  Lcïbnitz  entre  les  forces  mortes  et  les 
forces  vives,  tenta  vainement  d'ériger  ce  théorème 
en  une  loi  primitive  de  la  nature  ^  tandis  qu'il  ne 
saurait  être  qu'une  conséquence  plus  ou  moins 
générale  des  tliëories  dynamiques  fondamentales. 
Les  travaux  les  plus  importans  dont  celte  pro- 
priété du  mouvement  ait  été  le  sujet  sont  certai- 
nement ceux  de  l'illustre  Daniel  Bernouilli  ,  qui 
donna  au  théorème  des  forces  vives  sa  plus  grande 
extension,  ainsi  que  la  forme  systématique  sous 
laquelle  nous  le  concevons  aujourd'hui ,  et  qui  en 
lit  surtout  un  si  heureux  usage  pour  l'étude  du 
mouvement  des  fluides. 

On  sait  que,  depuis  Leïbnitz,  les  géomètres 
ap pelle ntjfo/-ce  vive  d'un  corps  le  produit  de  sa 
masse  par  le  carré  de  sa  vitesse,  en  faisant  d'ail- 
leurs complètement  abstraction  des  considérations 
trop  vagues  gui  avaient  conduit  Leïbnitz  à  former 
une  telle  expression  Le  théorème  général  que 
nous  envisageons  ici  consiste  en  ce  que  quelques 
altérations  qui  puissent  survenir  dans  le  mouve- 
ment de  chacun  des  corps  d'un  systèraequelconquc 
en  vertu  de  leur  action  réciproque,  la  somme  des 
forces  vives  do  tous  ces  corps  reste  constamment 
la  même  en  un  temps  donné.  C'est  ce  qu'on  dé- 
montre aujourd'hui  avec  Ja  plus  grande  facilité 
d'après  les  équations fondamcntalesdu  mouvement 
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d'un  système  quelconque ,  et  surtout ,  comme  l'a 
fait  Lagraiige,  en  partant  de  )a  formule  générale 
(le  la  dynamique  exposée  dans  la  leçon  précédeole. 
Sous  le  point  de  vue  analytique ,  l'exlréine  utilité 
de  ce  beau  théorème  consiste  essentiellement  en 
ce  qu'il  fournit  toujours  d'avance  une  première 
équation  finie  entre  les  masses  et  les  vitesses  des 
diSereus  corps  du  système.  Cette  relation,  qui 
(«eut  être  envisagée  comme  une  des  iulégrxJes  dé- 
finitives des  équations  différentieiles  du  mouve- 
ment, suffit  à  l'entière  solution  du  problème, 
toutes  les  fois  qu'il  est  réductible  à  la  détermi- 
nation du  mouvement  d'un  seul  des  corps  que  l'on 
considère,  détermination  quis'effectue  alors  avec 
une  grande  facilité. 

Mais  pour  se  faire  une  juste  idée  de  cette  impor- 
tante propriété,  il  est  iudispensable  de  remarquer 
quelle  est  assujétie  à  une  limitation  considérable, 
qui  ne  permet  point ,  sous  le  rapport  de  la  géné- 
ralité, de  la  placer  sur  la  même  ligne  que  les 
théorèmes  précédemment  examinés.  Cette  limita- 
tion ,  découverte  à  la  fin  du  dernier  siècle  par 
Carnot,  consiste  en  ce  que  la  somme  des  forces 
vives  subit  constamment  une  diminution  dans  le 
choc  des  corps  qui  ne  sont  pas  parfaitement  élas- 
tiques ,  et  généralement  toutes  les  fois  que  le 
système  éprouve  un  changement  brusque  quel- 
,. conque.  Carnot  a  démontré  qu'alors  il  y  a  tine 
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perte  de  forces  vives  é^ale  à  la  somme  des  forces 
vives  dues  aus  vitesses  perdues  par  ce  changemeuï. 
Ainsi  le  théorème  de  la  conservation  des  forces 
vives  n'a  lieu  qu'autant  que  le  mouvement  du  sys- 
tème varie  seulement  par  degrés  insensibles,  ou 
qu'il  ne  survient  de  choc  qu'entre  des  corps  doues 
d'une  élasticité  parfaite.  Cette  importante  consi- 
dération complète  la  notion  géuéralc  qu'on  doit  se 
former  d'une  propriété  aussi  remarquable. 

De  tous  les  grands  théorèmes  de  mécanique 
rationnelle,  celui  que  nous  venons  d'envisager 
est  sans  conireditleplus  important  pour  Icsappli- 
calions  à  la  mécanique  industrielle;  c'est-à-dire 
en  ce  qui  concerne  la  théorie  du  mouvement  des 
machines,  en  tant  qu'elle  est  susceptible  d'être 
établie  d'une  manière  exacte  et  précise.  Le  théo- 
rème des  forces  vives  a  commencé  à  fournir 
jusqu'ici,  sous  ce  point  de  vue,  des  indications 
générales  très-précieuses ,  qui  ont  été  surtout  pré- 
senléfs  avec  une  netteté  et  une  concision  parfai- 
tes dans  le  travail  de  Carnot,  auquel  ona'aajouté 
depuis  rien  de  vraiment  essentiel.  Ce  théorème 
présente  directement,  en  effet,  la  considération 
dynamique  d'une  machine  quelconque  sous  son 
véritable  aspect,  en  montrant  que,  dans  toute 
transmission  et  modiûcation  du  mouvement  effec- 
tuée par-  une  machine,  il  y  a  simplement  échange 
de  force  vive  entre  la  masse  du  moteur   et  celle 
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du  corps  k  mouvoir.  Ccl  échange  serait  complet* 
c'est-à-dire  toute  la  force  vive  du  moteur  serait 
ulîHsée  eu  évitant  les  cbangemeus  brustpies,  si 
lesTroItemcns,  la  résistance  des  milieux,  etc., 
n'en  absorliaient  uécessairement  une  }>ortion  plus 
ou  moins  cousidérahle  suivant  gue  la  machine 
est  plus  ou  moins  compliquée.  Celte  notion  met 
dans  tout  son  jour  l'atisurdité  de  cequ'on  a  appe- 
lé le  mouvement  peqiétuel ,  en  indiquant  même 
d'une  manière  générale  à  quel  insLaut  la  machiae 
abandonnée  à  sa  seule  impulsion  primitive  doit 
s'arrêter  spontanément;  mais  cette  absurdité  est 
d'ailleurs  de  sa  nature  tellement  sensible  , 
qu'Huyi^hens avait,  au  contraire,  fondé  eu  par- 
tie sa  démonstralioa  du  théorème  des  forces 
vives  sur  l'évidence  raauifesle  d'une  telle  impos- 
sibilité. Quoi  qu'il  en  soit,  ce  théorème  donne 
une  idée  uetle  de  la  véritable  perfection  dynami- 
que d'une  machine  ,  en  la  réduisant  à  utiliser  la 
plus  grande  fraction  possible  de  la  force  vive  du 
moteur,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  généralement 
qu'en  s'efforçant  de  simplilier  le  mécanisme  au  tant 
que  le  comporte  la  nature  du  moteur.  On  conçoit 
en  effet  que  si  l'on  mesure ,  comme  il  semble 
naturel  de  le  faire,  l'effet  dynamique  utile  d'un 
moteur  en  un  temps  donné  par  le  produit  du 
poids  qu'il  peut  élever  cl  de  la  hauteur  à  laquelle 
il  le  transporte,  cet  effet  équivaut  immédiate- 
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mctil,  d'après  les  lois  du  mouvement  vcrlical  dos 
corps  pesans,  à  une  force  vive ,  et  non  à  une  quan- 
tité de  mouvement.  Sous  ce  point  de  vue,  la 
fameuse  discussion  soulevée  par  Leïbnitz  au  sujet 
des  forces  vives,  età  laquelle  prirent  part  tousles 
grands  géomètres  de  cette  époque ,  ne  doit  point 
être  regardée  comme  aussi  dépourvue  de  réalité 
que  d'Alembert  a  paru  le  croire.  On  s'était  sans 
doule  mépris  en  pensant  que  la  mécanique  ration- 
nelle était  intéressée  dans  celte  contestalion ,  qui 
ne  saurait  en  effet ,  selon  la  remarque  de  d'Alem- 
bert, exercer  sur  elle  la  moindre  influence  réelle. 
Le  point  de  vue  théorifpie  et  le  point  de  vue  pra- 
tique n'avaient  pas  été  assez  soigucuscment  sépa-> 
rés  jiar  les  géomètres  qui  suivirent  cette  discus- 
sion. Mais,  sous  le  seul  point  de  vue  de  la  méca- 
nique industrielle,  elle  n'en  avait  pas  moins  une 
véritalde  importance.  Elle  pourrait  même  être 
utilement  reprise  aujourd'hui,  car  les  objections 
qui  ont  été  faites  contre  la  mesure  vulgaire  de  la 
valeur  dynamique  des  moteurs  méritent  d'être 
prises  eu  sérieuse  considération ,  vu  qu'il  semble 
eu  effet  peu  rationnel  de  piendre  pour  unité  un 
mouvement  qui  n'est  point  uniforme. 

Mais ,  quelque  décision  qu'on  finisse  par  adop- 
ter sur  cette  contestation  non-tcrminée,  l'appli- 
cation du  Uiéoièmc  des  forces  vives  n'en  conser- 
ver;! p;is  moins  toule  son  importance  pour  montrer 
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SOUS  son  vrai  jour  la  destination  réelle  des  madii- 
nés,  cil  prouvant  <juc  ucGCSsaircmcnt  elles  font 
perdre  eu  vitesse  oa  en  lemps  ce  cpi'elles  font 
gagner  en  force  ou  leciptoquement ,  de  telle  sorte 
que  leur  utilité  consiste  cssentiellemenl  à  échan- 
ger les  uns  dans  les  autres  les  divers  facteurs  de 
l'effet  à  produire ,  sans  pouvoir  jamais  laugoienter 
par  elles-mêmes  dans  sa  lotalité  ,  et  en  lui  faisant 
constamment  subir  au  coutraire  une  ioévitaUe 
diminution,  ordinairement  très-notaLlc.  II  est 
douteux,  du  reste,  que  l'application  de  ce  théo- 
rème puisse  à  aucune  époi|ue  être  poussée  l>eau- 
coup  plus  loin  que  les  iudicatioos  générales  de  ce 
genre,  car  le  véritable  calcul  «  ^rtovi' de  l'effet 
précisd'une  machine  quelconque  donnéeprésente, 
comme  problème  de  dynamique,  une  trop  grande 
complication,  et  exige  la  connaissance  exacte  d'un 
trop  grand  nombre  de  relations  encore  complète- 
ment inconnues,  pour  pouvoir  être  eiEcacement 
tenté  dans  la  plupart  des  cas  (i). 


(i)  La  vérihUe  ihcorîe  propre  de  la  mA^niqne  incliu(ri«1le , 
qui  n'est  Dullemenl,  ainsi  i|u'oi)  le  crnil  souvent ,  une  simplr 
diriviliooàehphoronomt'e  ou  mÉcaDique  ralionDclle,  elquix 
rapporte  à  un  ordre  d'idées  complélemenl  distinct ,  n'a  point  en- 
core ^t^' conçue.  Il  en  est,  à  cet  égard,  comme  de  foule  aulre 
science  d'application  dont  l'esprit  humain  ne  poside  ju5<in'lc> 
que  qrielqufs  éle'mcus  insuf^sans,  selon  la  remarque  Indlquce 
dans  notre  secoude  leçon.  La  int'cauique  industrielle  ,  atutraciian 
faite  de  la  formation  des  moteurs,  qui  dt^pend  de  l'en.-tcMble  de 
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Le  mouvement  d'un  système  quelconque  pré- 
sente une  autre  propriété  générale  très-remar- 
quaLIe  ,  quoique  moins  importaiile ,  soit  sous  le 
rapport  analytique,  soit  surtout  sous  le  rapport 
physique,  que  celle  qui  vient  d'être  examinée  : 
c'est  la  propriété  exprimée  par  le  célèbre  théorème 
général  <le  dynamique  auquel  Mauperluisadonné 
la  dénomination  si  vicieuse  de  principe  de  la 
moindre  action. 

La  llliation  des  idées  au  sujet  de  cette  décou- 
verte remoule  à  une  époque  très  éloignée ,  car  les 
géomètres  de  l'antiquité  avaient  déjà  fait  quelques 
remarques    qu'on   peut   concevoir     aujourd'hui 

noi  coanaiuancei  sur  \a  nature  ,  se  compose  de  deui  clisses  de 
recherches  très'diffërenle],  les  unes  dynamiques,  les  au  1res  géo- 
métriques. Les  premières  oui  pour  objet  la  diilermioalion  des 
appareils  les  plus  convenables,  alin  d'utiliser  autant  que  possible 
les  forces  motrices  données  ;  c'est-à-dire  d'obtenir  entre  l.i  force 
vive  du  corps  à  mouvoir  et  celle  du  moteur  le  rapport  le  plus 
rapproché  de  l'unité,  en  ayant  égard  aux  modilicalioas  exigées 
dans  b  vitesse  par  la  destioatîon  connue  de  la  niacbine.  Quant 
aui  autres,  on  s'y  propose  de  changer  a  volonté ,  a  l'aide  d'un 
mécanisme  convenable  ,  les  lignes  décrites  par  les  point*  d'appli- 
cation des  forces.  En  un  mot ,  le  mouvement  est  modifié  ,  dans 
les  unes ,  quant  h  ion  intensïli-'  ;  dans  les  autres ,  quant  i  sa  direc- 
tion. l.es  premières  se  rapportent  à  une  doctrine  entièrement 
neuve,  autujct  de  laquelle  il  n'a  encore  été  produit  aucune  con- 
ception directe  et  vraiment  rationnelle.  Il  en  est  i  peu  pris  de 
niènie  pour  les  autres,  qui  dépendent  de  celte  ^omi^tri'e  i/e  si- 
luation  entrevue  par  Leïbnïti ,  maïs  qui  n'a  fait  jusqu'ici  prei' 
qu'aucun  progrès  Je  ne  connais,  à  cet  égant,  d'autre  travail 
réel  qu'une  ingénieuse  considération  élémentaire  présentée  par 
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comme  équivalentes  à  la  vérification  de  ce  théo- 
rème dans  le  cas  particulier  le  plus  simple.  Ptolé- 
mée,  en  effet ,  observe  expressément,  quant  à  la 
loi  de  ia  réflexion  de  la  lumière,  que  par  la  na- 
ture de  cette  loi,  la  lumière  en  se  réfléchissant 
se  trouve  suivre  le  plus  court  chemin  possible 
pour  parvenir  d'un  point  à  un  autre.  Lorsque 
Descartes  et  Snellius  eurentdccouvert  la  loi  réelle 
de  la  réfraction ,  Fermât  rechercha  si  on  ne  poiir- 
raitpoint  y  arriver  à  priori  d'après  quelque  con- 
sidération analogue  à  la  remarque  de  Ptoléméc. 
Le  minimum  ne  pouvant  alors  avoir  lieu  relati- 
vement à  la  longueur  du  chemin  parcouru  ,  pui»- 

Mooge,  et  qui,  (junique  simplement  empirique ,  mérite  d^lrt 
nolce  ici,  ne  fut-ce  que  pour  indiquer  la  véritable  nature  de  ett 
ordre  d'idées. 

Munge  esl  parti  de  celte  obiervation ,  tria-plausible  en  eflel , 
qne,  ilaaj  la  réalité,  lei  mouvcmeniexeciiltspar  les  machines  lonl 
ou  TECtiligno  oucircubires,  chacun  pouvant  jtre  d'ailleurs  ou  con- 
tinu ou  alternatif.  Il  a ,  dès  lors ,  enrisagé  toute  machine  couiutt 
di^tint'e  ,  loua  le  rapport  géométrique ,  i  Iraniformer  ces  diven 
■nou'emeiis  ëlémentairei  1rs  uns  dans  les  autres.  Cela  pose,  en 
e'puisant  toutes  les  combinaisons  diierses  qu'une  telle  transfor- 
mation peut  offrir,  il  en  a  vu  rciuller  ni!c  essai  rem  ont  diiserîes 
d'appareils  dans  li:squelles  peuvent  être  ranKces  toutes  les  iniclii- 
nes  connues,  ainsi  que  celles  qu'on  imaginera  plus  lard.  Les  ti- 
bleaui  Ti.'sultant  de  celle  cb*sifu;alion  peuvent  donc  itrt  envia- 
gt's  comme  pre'senlant  au  mécanicien  les  moyens  empiriques  de 
résoudre,  dans  chaque  cos  ,  le  problème  de  la  IraniriirmalioD du 
mouvement ,  en  choisissant,  parmi  Ions  Us  appareils  propres  à 
remplir  b  eondilion  proposée ,  celui  qui  pr&ente  il'allltw»  fc 
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que  ]a  rouiR  recliligno  eûtélépossililedanscecus. 
Fermât  présuma  qu'il  eiistcraitàrëgarddu  temps. 
Il  se  proposa  donc,  en  regardant  la  route  de  la 
lumière  comme  composée  de  deux  droites  diffé- 
rentes ,  séparées ,  sous  un  angle  inconnu,  à  la  sur- 
face du  corps  réfringent ,  quelle  devait  être  celte 
direction  relative  pour  que  le  temps  employé  par 
la  lumière  dans  son  trajet  fût  le  moindre  possi- 
ble ,  et  il  eut  le  bonheur  de  trouver  d'après  celte 
seule  considération  une  loi  de  la  réfraction  exac- 
tement conforme  à  celle  directement  déduite  des 
observations  par  SncUiuset  par  Descartes.  Celte 
belle  solution  est  d'ailleurs  éminemment  remar- 
quable dans  l'histoire  générale  des  progrès  de  l'ana- 
lyse mathématique ,  coDime  ayant  offert  i  Fermât 
la  première  application  importante  de  sa  célèr 
bre  méthode  (/emax(VH(5C(  minimis,  qui  contient 
le  véritable  germe  primitif  du  calcul  différentiel . 
La  comparaison  de  la  remarque  de  Ptolémée 
avec  le  travail  de  Fermât  envisagé  sous  le  point 
de  vue  dynamique,  devint  pour  Maupertuis  la 
base  de  la  découverte  du  théorème  que  nous  con- 
sidérons. Quoiqu 'égaré  ,  bien  plus  que  conduit, 
par  de  vagues  considérations  métaphysiques  sur  Ja 
prétendue  économie  des  forces  dans  la  nàtuix?,  i) 
finit  par  arriver  à  ce  résultat  important ,  que  la 
trajectoire  d'un  corps  soumis  à  l'action  de  forces 
quelconques  devait  nécessairement  être  telle,  que 
TOME  I.  49 
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l'intégrale  du  pniduît  de  la  vitesse  du  moliilepar 
l'élément  de  k  courbe  décrite  fût  toujouis  iiii 
minimum ,  relativement  à  sa  valeur  dans  toul<? 
autre  courbe.  Mais  Lagraiige  est  avec  justice  gé- 
néralement regardé  par  les  géomètres  acluda 
comme  le  véritatle  fondateur  de  ce  théorème,  non- 
seulement  pour  l'avoir  généralisé  autaut  que  pos- 
sible, mais  surtout  pour  en  avoir  découvert  la 
véritable  démonstration  eu  le  rattacluint  aux 
théories  dynamiques  fondamentales,  et  en  le  dé- 
gageant des  notions  confuses  et  arbitraires  que 
Maupertuis  avait  employées.  Il  ne  subsiste  main- 
tenant d'autre  trace  du  travail  de  Maupertuis  que 
le  nom  qu'il  a  imposé  à  ce  théorème,  et  dont  l'im- 
propriébéest  universellement  reconnue,  quoique, 
pour  plus  de  brièveté  ,  on  ait  continué  1^  s'en  ser- 
vir. Lé  théorème ,  tel  qu'il  a  été  établi  par  Iji- 
grange  tel  al  i  veulent  ù  un  système  quelconque  de 
corps  ,  consiste  en  ce  que,  quelles  que  soient  Iciirs 
attractions  réciproques  ,  ou  leurs  tendances  vers 
des  cei)trcs  fiscs,  les  trajectoire  décrites  par  ces 
corps  sont  toujours  telles  que  la  somme  tW  pro- 
duits de  la  masse  de  ch.icund'eux,etde  l'int^ratc 
i-elatjïe  à  sa  vitesse  mullijjiée  par  l'élément  de  U 
courbe  correspondante, est  nécesjai renie»!  un/wa- 
ximum  ou  un  minimum,  cette  somme  élaul  étvii' 
cli4ç  )  la  lulalité du  système.  Il  impoile  ù'ailUui» 
de  re^niarquer   que  la  démonstraliodj  de  ce  ihéo- 
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rème  général  élant  loudée  sur  le  théorème  des 
forc&s  vives,  il  est  inévilablement  assujéti  aux 
mêmes  limitations  que  celui-ci. 

Outre  la  liellc  propriété  du  mouvement  conte- 
nue dans  cette  proposition  remarqualile ,  on  con- 
çoit que,  sous  le  rapport  ajialytJquc ,  elle  peut 
être  envisagée  comme  un  nouveau  moyen  de 
formée  les  équations  différentielles  qui  doivent 
conduire  à  la  détermioalioii  de  chaque  mouve- 
ment spécial.  U  suffît,  eu  effet,  conformément 
;\  la  méthode  {générale  de»  maocima  et  mintma 
fournie  par  le  calcul  des  variations,  d'exprimer 
que  la  somme  précédemment  indiquée  est  un 
maximum  ou  un  minimum  (soit  absolu,  soit  re- 
latif-suivant  les  cas),  eu  rendants.'!  variation  nuUe. 
LagrangÈ  a  expressément  montré  comment, 
d'après  cette  seule  considération ,  on  peut ,  £n| 
général ,  retrouver  la  formule  fondamentale  ée 
la  dynamique.  Mais  ,  quelqu 'utile  que  puisse  être 
en  certains  cas  une  telle  manière  de  pracéfler,  il 
ne  faut  point  s'exagérer  son  importance;  car  on 
ne  doit  pas  perdre  de  vue  qu'elle  ne  foitrnil  par 
elle-même  aucune  intégrale  tînie  des  équations 
du  mouvement;  elle  se  home  seulement  à  étahlii-' 
ces  équations  d'une  autre  manière,  qui  peut  queU> 
quefois  être  plus  convenable.  Sous  ce  rapport^,  Je 
ihéoième  de  la  moindre  action  est  certaiDemcnf 
moins  précieuï  que  eclui   di!s  forceii  vives.  Quoi' 
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<[u'il  en  soit  ,  il  convient  de  remarquer  ici  avec 
Lagrange  que  l'ensemble  de  ces  deux  théorcines 
peu  t  être  regardé  ,  en  ihèse  générale ,  comme  suf- 
lisant  pour  l'entièi-e  détermination  du  mouvement 
d'un  corps. 

Le  théorème  de  la  moindre  action  a  aussi  été 
présenté  par  Lagrange  sous  une  auti-e  forme  gé- 
nérale ,  spécialement  destinée  à  rendre  plus  sen- 
sible son  interprétation  concrète.  En  effet,  l'élé- 
ment de  la  trajectoire  pouvant  évidemment  être 
remplacé  dans  lenoiicé  de  ce  théorème  par  le 
produit  équivalent  de  la  vitesse  et  de  l'élément  du 
temps ,  le  théorème  consiste  alors  en  ce  que  cha- 
que corps  du  système  décrit  constamment  une 
courbe  telle  que  la  somme  des  forces  vives  con- 
sommées en  un  temps  donné  pour  parvenir  d'une 
posi  lion  à  une  autre  est  nécessairement  un  mtuci- 
riium  ou  un  minimum. 

L'histoire  philosophique  des  travaux  relatifs  an 
théorème  de  la  moindre  action  est  particuliè- 
rement propre  à  mettre  dans  tout  son  jour  l'in- 
sufBsance  complète  et  le  vice  radical  des  considé- 
ratioDs  métaphysiques  employées  comme  moyens 
de  découvertes  scientifiques.  On  ne  peut  nier  sans 
doute  que  le  principe  ihéologique  et  métaphy- 
sique des  causes  iinales  n'ait  eu  ici  quelque  uti- 
lité r'  en  contribuant  dans  l'origine  à  éveiller 
l'attention   des   géomètres  sur   cette  importante 
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propriéLé  'dy"^""4'"^  •  "^  même  «n  leur  fouiois- 
saiit  à  cet  ^ard  quelques  indications  vagues. 
L'esprit  de  ce  cours,  lel  que  nous  l'avons  déjà 
tixprosséoienl  signnlé,  et  tel  qu'il  se  développera 
de  plus  en  plus  par  la  suite,  nous  prescrit,  en 
effet ,  de  regarder  ,  en  llièse  générale ,  les  hy- 
potLèses  thcologiques  et  luctaphysiqucs  compic 
ayajii  été  utiles  et  même  nécessaires  aux  pro- 
grés réels  de  l'intelligence  humaine ,  en  soute- 
nant son  activité  aussi  long -temps  qu'a  duré 
l'absence  de  conceptions  positives  d'une  géoé- 
ralité  suflisantc.  Mais,  alors  mémCf  les  nom- 
bieux  iiicon\éniens  iondamenlaux  mhcreiis  \ 
une  telle  manière  de  procéder  vérifient  claire- 
lueiit  qu'elle  ne  peut  être  envisagée  que  comme 
provisoire.  L'exemple  actue\  en  offre  une  preuve 
seusiblc.  Car,  sans  l'introt-luction  des  considéra* 
tiojis  exactes  et  réelles  fondées  sur  les  Jois  géné- 
rales de  la  mécaniqnc,  on  disputerait  encore, 
ainsi  que  le  remarque  Lagrange  avec  tant  de  rai- 
son ,  sur  ce  qu'il  faut  entendre  par  la  moindre 
action  delà  nature,  la  prétendue  économie  desi 
forces  consistant  tantôt  dans  l'espace,  lantât 
dans  letemjis,  et  le  plus  souvent  n'étant  en  effet 
ni  l'une  ni  l'autre.  Il  est  d'aillciu's  évident  que 
celte  propriété  n'a  point  ce  caractère  absolu  qu'on 
avait  d'abord  voulu  lui  imjKiser,  puiscju'clle 
éprouve  dans  un  ^rand  nombre  de  cas  des  rcsiric- 
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lions  déterminées.  Mais  ce  qui  i-end  surlool 
manit'csle  le  vice  radical  des  considérations  pri- 
milivea ,  c'cel  ijiie  ,  d'après  l'analyso  exacte  de  la 
question  traitée  par  Laf^augc,  on  voit  que  Vat- 
téfii-aïe ci-dessus  définie  nWt  nullement  assujettie 
il  être  iiéCessairerient  un  minimum  ,  et  qu'elle 
peut,  au  cOnti-oire,  étreloot  aussi  bien  un  maxi- 
nmrn ,  mntmc  ii  arrive  effeciivement,  en  certains 
ciis,  k;  t^ritablpthéoi-èaiesén^ral  consistaut  seu- 
lement eu  ce  que  la  vnrialion  de  celle  intégrale 
rst  nulle  :  que  devient  alOr»  l'économie  lies  forces, 
de  quelque  manière  qu'on  préiende  caraclëriser 
Wiùtion^  L'insuffisance  cl  même  l'erreur  dei'ar- 
f^umcntàlion  de  Mau|îeriuis  sont  dès  lors  pleine- 
ment évidonles.  Dans  celle  occasion,  comme 
dans  toutes  celles  où  il  a  pu  jusqu'ici  y  avoir  con- 
cours ,  la  coniparaisou  a  expressément  coustalé  la 
supériorité  immense  et  nécessaire  de  la  philoso- 
phie positive  sur  la  philosophie  ihéoloyique  Cl 
mëtapliysique,  non-seulement  quant  à  la  justesse 
et  à  la  précision  des  résultats  etTectifs  ,  mai» 
faémc  quant  i  l'étendue  des  conceptions  et  à  ¥é- 
Mvai'roiri'éeile  du  point  de  vue  inlelleclucl. 

Pour  compléter  celle  énumération  raisonnéL* 
des  propriétés  générales  du  mouvement,  je  crois 
devoir  enfin  signaler  ici  uue  dernière  proposi- 
tion fort  remarquable ,  qu'on  ne  place  point  ordi- 
Lrementdans  la  même  oat^orie  qnc  lespt^M^^H 
^1 
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(lentes,  et  qui  mérite  cependaDl,  à  un  aussi  haut 
ilegrë,  de  fixer  notre  attention,  soit  par  sa  beauté 
ii]trinsé(juo  >  soit  surtout  par  l'importance  et 
l'étendue  de  ses  applications  aux  problèmes  dyna- 
miques les  plus  difficiles.  Il  s'agit  du  célèbre 
l  héorème  général  découvert  par  Daniel  Bernouilli , 
sur  la  CD~eJiislence  des pHites  nscitlalions.  Voici 
«n  quoi  i)  consiste. 

Nous  avons  vu,  en  commençant  celte  leçon, 
qu'il  existe,  pour  tout  système  de  forces,  une 
situation  d'équilibre  ^toè/e^  celle  dans  laquelle 
la  somme  des  forces  vives  est  un  des  maximum  , 
suivant  la  loi  de  Maupertuis  généralisée  par  La- 
grange.  Quand  le  système  est  infiuimrnlpeu écarté 
de  cette  situation  pnr  une  cause  quelconque,  il 
tend  à  V  revenir,  en  faisant  autour  d'elle  une 
suite  d'oscillations  infiniment  petites,  graduelle- 
ment diminuées  et  bientôt  détruites  par  la  rési- 
stance du  milieu  et  les  frottemens ,  et  qu'on  peut 
assimiler  à  celles  d'un  pendule  d'une  longueur 
convenable  soumis  i  l'influence  d'une  gravité 
déterminée.  Mais  plusieurs  causes  différentes 
peuvent  faire  simultanément  osciller  le  système 
de  diverses  manières  autour  de  ta  position  de  sta- 
bilité. Cela  posé,  le  théorème  de  Daniel  Ber- 
nouilli consiste  en  ce  que  toutes  les  espèces  d'os- 
cillations infiniment    petites  produites    par   ces 
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divers  (léraiigemens  simullatiés  ,' quelle  que  soil 
leur  nature,  ne  font  simplement  que  se  super- 
poser, en  coexistant  sans  se  nuire,  clxacune  d'elles 
ayant  lieu  comme  si  elle  ctarl  seule.  On  couçoil 
aisément  l'extrême  importance  de  cette  belle 
proposition  pour  faciliter  l'étude  d'un  tel  genre 
(le  raouvemcns ,  puisqu'il  suffît  d'après  cela  d'a- 
nalyser isolément  chaque  sorlc  d'oscillations  pro- 
duite par  chaque  pcrLurbaliou  séparée.  Cette 
décomposition  est  surtout  de  la  plus  grande  uti- 
lité dans  les  recherches  relatives  au  mouvement 
des  fluides,  où  un  tel  ordre  de  considéra tioiis  se 
présente  presque  constamment.  Mais  la  propriété 
découverte  [tar  Daniel  Beinouilli  n'esl  pasmoim 
intéressante  sous  le  rapport  physique  que  sous  le 
point  de  vue  logique.  En  effet,  euvisaf^ée  comme 
une  loi  de  la  nature,  elle  explique  directeuicnl, 
delà  manière  la  plus  satisfaisante,  une  foule  de 
faits  divers,  que  l'observation  avait  depuis  long- 
temps constates,  et  qu'où  cherchait  Tainemeotà 
concevoir  jusqu'alors.  Telle  est,  par  exemple, 
lacoexistence  deson-lcs  produitesàlasurfaced'im 
liquide,  lorsqu'elle  se  trouve  agitée  à  la  fois  en  plu- 
sieurs points  différcns  {)ar  diverses  causes  quel- 
conques. Telle  est,  surtout,  dans  l'acoustique,  la 
simultanéité  dessous  distincts  produits  [Kir  divers 
cbranlemcns  de  l'air,  dette    co-cxistcncc   qui  a 
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lieu  sans  confusiou  cnlre  les  différentes  ondes  so- 
nores, avait  évidemment  été  souvent  observée, 
puisqu'elle  est  une  des  bases  essentielles  du  mé- 
canisme de  noire  audition;  mais  elle  paraissait 
inexplicable;  on  n'y  voit  plus  maintenant  qu'une 
conséquence  immédiate  du  beau  tbcorème  de 
Daniel  Bcniouilli. 

En  considérant  ce  théorème  sous  le  point  de 
vue  le  plus  philosophique,  on  ne  le  trouve  peut- 
être  pas  moins  remarquable  par  la  manière  ilont 
il  résulte  des  équations  générales  du  mouvement, 
que  pur  son  imporlance  analytique  ou  physique. 
En  effet  celte  co-existence  des  divers  ordres  d'os- 
cillations iiilîniment  petites  d'un  système  quel- 
conque, autour  de  sa  situation  de  stabilité  ,  a  lieu 
[larce  que  l'cqualion  différentielle  qui  esprîme  la 
loi  de  l'un  quelconque  de  ces  mouvemensse  trouve 
être  tinéaiiv ,  et  conséqiicmment  de  la  classe  de 
celles  dont  l'intégrale  générale  est  nécessairement 
la  simple  somme  d'un  certain  nombre  d'intégrales 
particulières.  Ainsi ,  sous  le  rapport  analytique, 
la  superposition  des  divers  mouvemens  oscilla-  , 
toircs  a  pour  cause  l'espèce  de  superposition  qui 
s'établit  alors  entre  les  différentes  intégiales  cor- 
respondantes. Celle  imporbintc  corrélation  est 
certainement ,  comme  l'observe  avec  raison  I-a- 
plaee,  un  des  plus  beaux  exemples  de  celle  har- 
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monie  oécessaire  entre  l'abstrait  et  le  concret , 
dont  la  philosophie  mâthcoiatifpie  nous  a  offert 
tant  (le  vérifications  admirables. 

Telles  sont  les  principales  considérations  phi- 
losophiques relatives  aux  différeiis  théorèmes  gé- 
néraux découverts  jusqu'ici  dans  la  mécanique 
rationnelle,  et  qui  tous  de'rivent ,  comme  de  sim- 
ples déductions  analytiques  plus  ou  moins  éloi- 
gnées, des  lois  fondamentales  du  mouvement  sur 
lesquelles  repose  le  système  entier  de  la  science 
phoronomique.  L'examen  sommaire  de  ces  théo- 
rèmes, dont  l'ensemble  constitue  un  des  monu- 
raens  les  plus  imposaiis  de  lactivilé  de  l'iulelli- 
gence  humaine  convenablement  dirigée  ,  était 
indispensable  pour  achever  de  déterminer  le  ca- 
ractère philosophique  de  la  science  de  l'équilibre 
et  du  mouvement,  déji  suffisamment  tracé  dans 
les  leçons  précédentes  ,  à  l'égard  de  la  métliode. 
Nous  pouvons  donc  maintenant  nous  former  oel- 
tement  une  idée  générale  de  la  nature  propre  de 
cette  seconde  branche  de  la  mathématique  coti- 
,  cièle,  ce  qui  devait  êti-e  ie  seul  objet  essentiel  de 
notre  travail  à  ce  sujet. 

Je  me  suis  efforcé,  dans  ce  volume  ,  de  faire 
sentir  ,  autant  qu'il  a  été  en  mon  pouvoir ,  en 
qtioi  consiste  réellement  la  philosophie  mathéma- 
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lique,  soit  quant  à  ses  conceptions  abstraites,  sûit 
quant  à  ses  divers  ordres  de  considérations  con- 
crètes ,  soit  onfiii  quant  h  la  corrélation  intime  et 
permanente  qui  existe  nécessairement  entre  les 
unes  et  les  autres.  Je  regrette  vivement  que  les  li- 
mites dans  lesquelles  j'ai  dû  me  renfermer ,  vu  la 
destination  de  cet  ouvrage,  nem'aieni  point  permis 
de  faire  passer ,  autant  que  je  l'aurais  désiré,  dans 
l'esprit  du  lecteur  mon  sentiment  profond  de  la 
nature  de  cette  immense  et  admirable  science , 
qui ,  base  nécessaire  de  In  philosophie  positive 
tout  entière,  constitue  d'ailleurs  évidemment, 
en  elle-même,  le  témoignage  le  plus  irrécusable 
de  la  portée  du  génie  humain.  Mais  j'espère  que 
les  penseurs  qui  n'ont  pas  le  malheur  d'être  entiè- 
rement étrangers  à  cette  science  fondamentale 
l>ourront ,  d'après  les  réflexions  que  j'ai  indiquées, 
parvenir  à  en  concevoir  nettement  le  véritable 
caractère  philosophique. 

Pour  présenter  un  aperçu  vraiment  complet  de 
la  philosophie  mathématique  dans  son  étal  actuel , 
j'ai  indiqué  d'avance  (voyez,  la  5'  Leçon  )  qu'il  me 
reste  encore  à  considérer  une  troisième  branche 
(le  la  mathématique  concrète,  celle  qui  consiste 
dans  l'application  de  l'analyse  à  J'élude  des  phé- 
nomènes thermologiques  ,  dernière  grande  Con- 
quête de  l'esprit  humain  ,  due  à   l'illustre  ami 
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dont  je  déplore  k  perte  récente ,  l'immortel  Fo»- 
rier,qui  vient  délaisser  dans  le  monde  savant  une 
si  profonde  lacune  .  long-temps  deslînée  à  étrede 
jour  en  jour  plus  fortement  sentie.  Mais ,  afin  de 
ne  m'écfirter  que  le  moins  possible  des  habitudes 
encore  universellement  adoptées.jj  ai  annoncé  que 
je  croyais  devoir  ajourner  cet  importint  examen 
jusqu'à  ce  que  l'ordre  naturel  des  considérations 
exposées  dans  cet  ouvrage  nous  ait  conduits  à  la 
partie  delà  physique  qui  traite  de  la  themiologie. 
Quoiqu'une  telle  transposition  ne  soitpoint  véri- 
taltlcment  ratiounellc  ,  il  n'en  saurait  résulter 
cependant  qu'un  inconvénient  secondaire,  l'ap- 
préciation philosophique  que  je  présenterai  ayant 
d'ailleurs  exactement  le  même  caractère  que  si 
elle  eût  été  placée  à  son  véritable  rany  logique. 

Considérant  donc  maintenant  la  philosophie 
mathématique  comme  complètement  caractérisée» 
nous  devons  procéder  i^  l'examen  de  son  applica- 
tion plus  ou  moins  parfaite  à  l'élude  des  divers 
ordres  de  phénomènes  naturels  suivant  leur  degré 
de  simplicité,  application  qui,  jwr  elle-même, 
est  d'ailleurs  évidemment  propre  à  jclcr  un  nou- 
veau jour  sur  les  vrais  princiiwsdeccttfi  philoso- 
phie ,  cl  sans  laquelle  ,  en  eifet ,  ils  ne  sauraient 
êiTC  convenablement  appréciés.  Tel  sera  l'oLjct  du 
volunjc  suivant ,  en  nous  conformant  à  l'ordre  en- 
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cydopéJlque  rigoureusement  déterminé  dans  la 
seconde  leçon  ,  d'après  la  nature  spéciale  de  cha- 
cune des  classes  principales  de  phénomènes  que 
nous  avons  établies ,  et ,  par  conséquent ,  en  com- 
mençant jiar  les  phénomènes  astronomiques  à 
l'étude  approfondie  desquels  la  science  mathéma- 
tique estémincDiment  destinée. 
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Page   147,  ligne  a5,  au  lieu  de  idées,  /if ez conceptions, 
aoi  1  fait , /tf es  sait. 
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4qo  1 1  au  lieu  de  signes ,  lisez  lignes. 
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5o4  10  intensité ,  Usez  intimité. 

508  18,  après  volume  du,  ajoutez  tronc  de  cône  ou  do. 

509  3,  au  lieu  de  S'aafxitjjrdx,  lisez  S^s^rcjjrds, 

53o  20  divers  individus,  lises  diverse  espèces- 

534  dernière  ligne  de  la  note,  avant  désignant,  ajoutez    . 
556  6  au  lieu  de  relations ,  lisez  actions. 

6^4  4  opérations ,  lisez  éqoations. 

635  4  ^prè'  ^><  t  supprimez  encore. 


1 

7.  >i.«»l  on 

1 

;■-:.- 

w' 

-,iw  '.;•: 

'i%\- 

1 

w 

■"•■-nS  S: 

-* 

^^Ê 

\ 

■' 

-r; 

^^^^MHL'  ' 

i. 

y- 


STANFORD  UNIVERSITY  LIBRARIES 

STANFORD   AUXILIARY  LIBRARY 

STANFORD,   CAUFORNIA  94305-6004 

|650)   723-9201 

salcirc@sulmail.stanford.edu 

Ail  books  are  subject  to  recall. 

DATE   DUE 


OCT  2'*1999 


^^^■nWdffià^: .  ''^ 

l«:|r 


